Rozdziat 6

Rachunek wariacyjny

6.1 Typowy problem wariacyjny

Poczatki rachunku wariacyjnego to koniec XVII wieku. W 1696 r., Jan Bernoulli
w Acta Eruditorum®
zagadnienia brachistochrony: znalezienia réwnania krzywej, po ktorej porusza sie
punkt materialny pod wptywem sit ciezkosci, a ktora ma wtasnosé zminimalizowa-
nia czasu podrézy pomiedzy dwoma, dowolnie zadanymi, punktami?. Problem ten
dobrze ilustruje podstawowe zagadnienie rachunku wariacyjnego, jakim jest znale-
zienie ekstremum (praktycznie zawsze to bedzie minimum) funkcjonatu — wielkosci
wyrazonej za pomoca calki, ktorej wartos¢ zalezy od drogi catkowania, a wiec postaci
krzywej taczacej dwie konkretne wartosci zmiennej catkowania.

wezwal . najtezszych matematykéw $wiata” do rozwiazania

W problemie brachistochrony zmienna x — zmienng niezaleing — jest odleglosé
,W poziomie” pomiedzy polozeniami punktu; polozenie ,w pionie” y = y(x) to
zmienna zalezna. Dwoma punktami, pomiedzy ktérymi przebiega droga catkowania,

!Byt to pierwszy niemiecki periodyk naukowy. Ukazywal sic on raz w miesigcu i byt wydawany
w Lipsku, w latach 1682-1782, przez Otto Menke i jego syna Johanna. Ten naukowy miesiecznik
wydawany byl po tacinie, a publikowali w nim najlepsi uczeni, zyjacy w tym — jakze produktywnym
— stuleciu.

2Brachistochrong, jest — jak wiemy i zaraz zobaczymy — cykloida. Jest ona zarazem izochrong albo
tautochrong — czas podrézy bedzie taki sam dla réznych (lezacych na réznych wysokosciach) punktow
startowych. Nazwy wywodza sie z jezyka greckiego: brakhus — krétki; tauto — taki sam; isos — réwny,
ten sam; chronos — czas. Empirycznie problem ten byl juz znany Christianowi Huyghensowi, ktory
wykorzystywal izochronizm cykloidy do konstrukcji zegaréw. Problem brachistochrony rozwiazali:
Newton, Leibniz, de I'Hospital (n.b. uczen Jana B.) oraz ,wielki brat Jana”, Jakub Bernoulli.
Z ciekawostek: Jakub znal prawidtowa odpowiedz juz od pewnego czasu, i zachodza podejrzenia, ze
jego (mlodszy) brat ...zapoznal si¢ z nia przed ogloszeniem konkursu. Leibniz nie tylko rozwiazat
problem, ale podal (prawidlowo!) nazwiska wszystkich matematykéw, ktoérzy z nim sie uporaja.
Newton, bedacy juz w nienajlepszej kondycji psychicznej, po otrzymaniu wyzwania zamknat sie¢ na
caly wieczoér w swojej pracowni i wyszedl z niej o 4. rano z gotowym rozwigzaniem.
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342 RACHUNEK WARIACYJINY

sa punkt ,startu” (zs,ys) i punkt ,mety” (Z,,ym) — wiezy narzucone na ruch

Ys = y(rs), Ym = Y(Tm)- (6.1)

Nasze zadanie to znalezienie réwnania krzywej y = y(x), ktére musi spelniaé wiezy
(6.1) i minimalizuje catkowity czas T' podrézy, ktéry mozemy przedstawi¢ w postaci

calki ey S
T = dt:/ e, (6.2)

Ts,Ys 5,Ys v
gdzie ds to element drogi, a v — predkosé¢ podrézujacego ciata. Wartodé tej ostatniej
obliczamy z prawa zachowania energii

v=v(y) =1/29(ys — ¥); (6.3)

2
=\/dz? +dy :Ul—l—(ji> dr = /14 y2dx, (6.4)

gdzie przez y, bedziemy oznaczaé¢ dy/dz. Po podstawieniu z (6.3)1 (6.4) do (6.1)

mamy®>
T = / _VityE s do. (6.5)
V 29 Ys —
Okreslenie krzywej najszybszego spadku, to Wybrame, spoérod nieskonczenie wielu
mozliwych trajektorii taczacych punkt (ys,xs) (,start”) z punktem (2, ym) (,me-
ta”) tej, ktéra minimalizuje wyrazenie (6.5).

z kolei

6.2 Rachunek wariacyjny — jedna zmienna niezalezna
i jedna zmienna zalezna

Sformutowany w poprzednim podrozdziale problem ilustruje najprostszy przypadek
rachunku wariacyjnego, kiedy mamy do czynienia z jedna funkcja — jedng zmienng
zalezng — y = y(x), bedaca funkcja (tylko !) jednej zmiennej niezalezinej x. Wyste-
pujaca pod znakiem calki funkcja f zalezy od obu zmiennych, zaleznej i niezaleznej,
a takze od pochodnej dy/dx = y,. Ogdélne sformulowanie problemu wariacyjnego
sprowadza sie do znalezienia y = y(z), dla kt(’)rej funkcjonat J, okreslony jako

J= / < >da: (6.6)

przyjmuje warto$¢ ekstremalna. Taka droge catkowania oznaczamy y(z). W kontek-
$cie rozwazan mechanicznych mozemy nazwacé ja trajektoriq rzeczywistg. Dla kazdej
wartosci zmiennej = z przedziatu (x1, x2) zdefiniujmy trajektorie poréwnawczg Y (x),
przebiegajaca w bezposrednim sasiedztwie y(x).

3 Wymiana” granic calkowania to konsekwencja antyréwnolegtosci wektoréw ds i v.
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A Podkreslmy, ze wszystkie trajektorie
przechodza przez narzucone punkty
(x1,y1) 1 (z2,y2) — por. rysunek 6.1.
Odchylenie trajektorii poréwnaw-
czej od rzeczywistej w punkcie x nazy-
wamy wariacjqg funkcji y i oznaczamy

oy =dy(x) =Y (z) —y(x).  (6.7)

Ze wzgledu na narzucone wartosci y; =

y(e1) = Yi(w) oraz yo = y(22) =
Ys(x2) dla koncéw przedziatu mamy

dy(x1) = dy(z2) = 0. (6.8)

»
>
P

Rysunek 6.1: Trajektoria rzeczywista Podobnie mozemy wprowadzi¢, réz-
y(x), minimalizujaca wartoéé¢ funkcjonatu niczkujac obie strony (6.7), wariacje po-
J i trajektoria poréwnawcza Y (z), obie chodnej funkcji y(x) dy/dx
przechodzace przez y(x1) = Y(r1) = v qY (z) dy () d

oraz y(z2) = Y(x2) = y2 0Ya = dr  dr _ dz

(6.9)
Dla funkcji f, bedacej w ogdlnym przypadku funkcja y i y,, wariacja § f bedzie
sie wyrazala przez wariacje 8y i 6y,*

Sf=dof(x)=f (Y(a;), C(?;,m> —f (y(m),j‘z,x) = gzéy—i— ggiéym. (6.10)

Konsekwentnie wariacja funkcjonatu bedzie okreslona jako

8T =T, Yy, 2) — Ty, yu,x) = /;2 {f (Y(x),g,x) —f (y(x),ji,m)} dx

1

A, o d
_/Il [8y5y+ e dxéy] dz.

(6.11)
Dla trajektorii y(x) realizujacej minimum 7, wariacja wielkosci J musi by¢ réwna
zeru. Mamy tu analogiczng sytuacje jak w przypadku ,zwyklego” warunku eks-
tremum dla funkcji ¢ = g(x) — aby g(z) osiagalo ekstremum musi byé¢ dg = 0.
Warunkiem dla trajektorii rzeczywistej bedzie wiec

e of of d -
55_/:“ {ayéw 5y ey dr="0. (6.12)

W wyrazeniu na wariacje funkcji f nie wystepuje pochodna czastkowa O0f/dx — zmiany funk-
cjonatu wynikaja bowiem z odstepstwa — przy ustalonej wartosci x — trajektorii poréwnawczej od
rzeczywistej. Inaczej méwiac: na zmiane funkcjonalu maja wplyw wariacje funkcji dy i jej pochodnej
0yz, ale ,wariacja” dx = 0.
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Drugi czton w funkcji podcatkowej ,zaprasza” do calkowania przez czesci. Mamy

" of ddydx—/mm[d(afdy> 0 d 8f}dx

o1 OYp dx 1 dx Yz Y e 0z 6.13
_ of, "EZ“_/“(; 4o (6.13)
T P Al

W tym momencie wykorzystujemy ,warunek wiezéow” (6.8) —z caltki (6.13) pozo-
staje tylko drugi wyraz i catka wyjéciowa (6.12) przybiera postaé

I N .
(5\7—/:61 <(3y In ayf)éydx, (6.14)

warunek zerowania sie jej dostarcza — z uwagi na zupelng dowolnosé w wyborze
naszych wariacji 0y — réwnania na szukang trajektorie rzeczywista y(z)>.

of d of -
< r- ayz> Sy(x) = 0, (6.15)
albo
of  d of

Réwnanie (6.16) nosi nazwe réwnania Eulera-Lagrange’a (E-L)®. Wystepuje ono
w réznych postaciach, ktére maja swoje zastosowanie w pewnych, specyficznych
przypadkach. Na przyktad obliczajac

ﬁ_ afy + ﬁymm‘f' 87]1

dv — 9y”" " Oy, oz
oraz
(o 8o o ()

zweryfikujemy latwo, ze

oy dxr 0y

2 L (f@-w ) = - o]

®Zerowanie sie calki nie musi wynikaé z zerowania sie funkcji podcaltkowej. Ale dowolno$¢ wariacji
y-a pozwala stwierdzié, ze aby calka (6.14) byla réwna zeru, to zeru musi byé réwna funkcja
podcatkowa.

6Czasami méwi sie po prostu o réwnaniu Eulera. Zaréwno Euler, jak i Lagrange — dwaj naj-
wigksi matematycy 18. wieku — pracowali w Krélewskiej (Berliniskiej) Akademii Nauk (u Fryderyka
Wielkiego), chociaz ani jeden, ani drugi nie pozostali tam zbyt dtugo. Euler powrécit — na zaprosze-
nie Katarzyny Wielkiej — do Petersburga, Lagrange — z pochodzenia Wtloch — przyjat zaproszenie
Ludwika XVI do Francji, gdzie przyszto mu przezy¢ czasy Wielkiego Terroru.
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a jezeli tak to alternatywna postaé rownania Eulera-Lagrange’a to wlasnie

0 0
a—i — % (f(x) — Yz 8;;) =0. (6.17)

Jest ona szczegdlnie przydatna, jezeli funkcja f(x) nie zalezy ezplicite od z, gdyz
wtedy réwnanie E-L przybiera juz catkiem prosta postaé

f(x) — ys g‘f = pewna stala. (6.18)
Y

xT

Nie zapominajmy, ze w réwnaniu (6.16) lub (6.18) dysponujemy jawna postacia
funkcji f, natomiast szukana funkcja jest ,rzeczywista trajektoria” y(x).

@ | y=2R

2nR 4nR 6mR
@) ly,=2R,__

-mR R 3nR S5nR

Rysunek 6.2: Cykloida, krzywa jaka zakresla punkt obwodu kota, toczacego si¢ ze
stala predkoscia katowa po poziomej prostej(a); cykloida odwrécona, brachistochro-
na sily ciezkosci(b)

Jako przyktad zastosowania rownania Eulera-Lagrange’a rozwiazemy do konca
problem brachistochrony, réwnanie (6.5), w ktérym polozymy z,, = vy, = 0 [,meta”
w poczatku ukladu — por. rysunek 6.2(b)].

VItyZ
T= / “’x s do. (6.19)

\/29 Ys —

Wystepujaca w nim funkcja podcatkowa to

1492

f=fyy:) = 2%(0s —9)

(6.20)

nie zalezy od x, a wigc stosujemy uproszczong postaé¢ réwnania Eulera (6.18). Pod-
stawiamy do niej f(y,y,) z réwnania (6.20) i po prostych przeksztalceniach mamy

Vs —9)(1+12) = stala =C. (6.21)
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,Rozwiklanie” tego réwnania ze wzgledu na pochodna dy/dx prowadzi do

dy C?—ys+y
b A ik L 22
dz Ys — Y (6 )

W dalszych rachunkach pomozemy sobie ...znajomoscia koncowego wyniku. Bra-
chistochrona ma by¢ ,odwrécona” (wypukloscia ku dotowi) cykloida, a wiec krzywa
zakreélana przez punkt obwodu kota o promieniu R, toczacego sie po prostej ze
stala predkoscia katowa w. Parametryczne réwnania cykloidy (koto i punkt na jego
obwodzie startuja z poczatku uktadu wspoélrzednych) to

2(6) = R(6 — sin ) (6.23)
y(6) = R(1 - cos 6), (6.24)
gdzie parametr ¢ = wt (t to czas). Taka cykloide widzimy na rysunku 6.2(a).

Aby nasze obliczenia byty jak najprostsze, wybierzmy stalta C? w réwnaniu (6.22)
réwna y,'. Réwnanie to przybiera wéwczas postacé

dy _ [y

) 6.25
dx Ys — Y ( )

Poniewaz wiemy, ze jego rozwiazaniem ma by¢ cykloida, zdajemy sobie sprawe, ze
trudno byloby liczy¢ na uzyskanie réwnania w postaci uwiklanej y = y(z); zamiast
tego sprobujmy dokonaé a priori parametryzacji réwnania, ,inspirujac sie” wzorem
(6.24) i piszac

y =y(¢) = R(1 — cos ), (6.26)

gdzie ktadziemy — zgodnie z rysunkiem 6.2 — R = y5/2 (wspdlrzedna y-owa punktu
startu to najwyzsze z mozliwych polozen punktu na kole o $rednicy 2R). Mamy wiec

_ Y

5 (1 —coso); (6.27)

y=y(¢)

podstawiajac z tego réwnania do (6.25), dostaniemy

d Ys __ Ys 1—
y=¢ e =¢ o, (6.25)
dx Ys — 5 + 5 coso 1+coso

"Warto to przemysleé ,do korica”. Z pewnoscia mozemy wybraé réznice C2—y, jako pewna nowa, —
r6zng od zera — stala, a to oznacza: (1) ,inny poczatek” osi y-6éw oraz (2) ,inna warto$¢” wspélrzednej
ys (inny punkt startu) w mianowniku wzoru (6.22). Jak to potwierdza uzyskane wyniki, wybér
C? = ys, a takze wybér odpowiedniej stalej calkowania w réwnaniu na drugg zmienna: x = (@)
[por. réwnanie (6.30)], odpowiadaja sytuacji, kiedy punkt (0,0) stanowi rzeczywiscie ,mete” dla
zeslizgujacego sie po krzywej ciala i jednoczesnie jest to punkt przegiecia cykloidy, dla ktérego
warto$é pochodnej y, = 0.
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albo — uwzgledniajac (6.27) —

1 s |1 .
dp = (| 25008® f _ Ys JLHCOP i
1—-coso 2\ 1—cos¢ (6.29)
— .= %(1 + cos ¢)de.
Rozwiazaniem tego réwnania (z dokladnoscia do stalej B) bedzie
x = %(gf) +sin @) + B. (6.30)

Stala B musimy jednak potozy¢ jako réwng zeru, jezeli chcemy aby nasza krzywa
przechodzila przez punkt (0,0). Réwnania brachistochrony przybieraja w tej sytuacji
postac

z(¢) = R(¢ +sin ¢) (6.31)
y(¢) = R(1 - cos ¢), (6.32)

i przedstawiaja cykloide, obrécona wypukloscia w dét [por. rysunek 6.2(b)]. Pozo-
stawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze (1) ,przesuwajac”’ argument katowy o m:
¢ — T+ ¢ w obu wzorach; (2) dodajac do wspolrzednej z-owej stala —7R; i (3)
sodbijajac” nasza trajektorie w osi Oz oraz przesuwajac ja w goére o 2R: y — —y+2R,
otrzymamy réwnania (6.23) i (6.24) opisujace ,normalna” krzywa cykloidy, jaka
widzimy na rysunku 6.2(a).

Cykloida jest krzywa najszybszej podrdzy, ale warto policzy¢ ten czas, aby stwier-
dzi¢ naocznie, ze jest on niezalezny od wspolrzednych (xg,ys) punktu startowego.
Zgodnie z (6.5) (pamietajmy: X, = Ym = 0)

ro L [PVt (6.33)
V29 Jug Ys — Y
Teraz za y, podstawiamy z (6.28), za y — z (6.26) i wreszcie zamiast catkowaé
wzgledem x podstawiamy z (6.31) dx = R(1 + cos ¢) d¢. Obliczmy czas podrézy
dla sytuacji, kiedy punkt startuje z najwyzszego potozenia — bedzie to odpowiadato,
zgodnie z (6.32), przyjeciu ys = R[1 — cos(—m)] = 2R i calkowaniu w granicach
[por. rysunek 6.2(b)] ¢ = —7w i ¢ = 0. Poniewaz [por. (6.27)—(6.29)]

/1 +y2 — 72 . ~y - Iz 1 +y5% = 371 (6.34)
* 1+cos¢’ Vys—y VR1+cos¢’

caltka (6.5) przyjmuje prosta postaé

R 0 R
T = \/;/_W do — w\/;. (6.35)
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To byto do$é¢ tatwe. Policzenie czasu podrozy dla dowolnego punktu startu, a wiec
dla dowolnej wartosci ¢ = —¢q [por. rysunek 6.2(b)] wymaga nieco wiecej zachodu.
Przyjmujemy ys = R[1 — cos(—¢p)] i calkujemy w granicach [por. rysunek 6.2(b)]
¢ = —¢o 1 ¢ =0. Odpowiednikiem (6.33) bedzie

Tl/o 2 R(1 + cos ¢) d¢
V29 J=go || 1+ cos¢ \/R(T — cos ¢g) — R(1 — cos ¢)

_ |R /0 1+ cos¢
B \/;/_% COS ¢ — oS g dé
- \/E/0 Yoo} do
9 J—¢o \/COS2 $/2 —sin? ¢/2 — cos? ¢ /2 + sin? ¢g /2
R [0 cos%d(;b sin ¢/2 cos ¢/2
=, /= Ny = 222 gy = 222
\/;/_gz)o \/sin2 d0/2 — sin® ¢/2 " sin ¢ /2’ “ 2sin ¢g /2

=2 R/Odu_2 Earcsinu
g J-1vV1—u? g

Rachunki rzeczywiscie nieco zmudne, ale satysfakcja ogromna — rzeczywiscie, dla
kazdego punktu cykloidy (odpowiadajacej pewnej konkretnej wartosci parametru R)
czas podrézy do poczatku ukladu bedzie taki sam.

0
R
=my/—.
1 9

Powrdémy jeszcze do pewnych kwestii praktycznych. Rachunki rachunkami, ale
zapewne Dociekliwy Czytelnik zadaje sobie pytanie: jak w praktyce zrealizowaé takie
1zochroniczne wahadlo cykloidalne. Odpowiedz na to pytanie dat Christiaan Huygens
(tak, ten od zasady Huygensa) i jego wsp6ipracownik Salomon Henrikszoon Coster,
w roku 1657. To Coster wykonal konstrukcje, wedtug wskazéwek Ch. H.

Huygens mial pelng Swiadomosé faktu, ze ,zwykte” wahadlo, ktérego torem jest
tuk okregu, stanowi kiepski zegar — przy wigkszych wychyleniach jego okres przestaje
by¢ staly. W (duzym!) uproszczeniu jego pomyst sprowadzal si¢ do poddania ruchu
wahadla pewnym wiezom, prze umieszczenie nici wahadta pomiedzy odpowiednio
uksztaltowanymi ,szczekami”, ktore odpowiednio ograniczaja wychylenia.

Przy duzych wychyleniach ni¢ ktadzie sie na szczekach i jej chwilowa dlugosé ule-
ga skréceniu, co automatycznie koryguje wynikajaca z wigkszego wychylenia zmiane
okresu. Przedstawione to jest na rysunku 6.3. Punkt O’ oznacza punkt, przez kté-
ry przechodzi 0§ obrotu wahadla, ktérego ,chwilowa”dlugo$é O’ A jest mniejsza od
rzeczywistej — O A.

Latwo zauwazyé, ze profil szczek, to miejsce geometryczne Srodkow okregdw
stycznych do trajektorii (matematycznego) wahadla (por. rysunek 6.3), ktéra jest
cykloida. Geometrycznie zagadnienie sprowadza si¢ do konstrukeji ewoluty cykloidy
(cykloidalna trajektoria jest z kolei jest ewolwentq swojej ewoluty).
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Stosunkowo proste rachunki opierajg si¢ na réwnaniu

. Y
sina = 4] -, 6.36
in o 5B (6.36)
w ktérym « to kat jaki tworzy styczna do cykloidy — tej zwyklej z rysunku 6.2(a) —
z pionem (o = ¢/2) w punkcie o wspdlrzednej pionowej réwnej y.
]
o Huygens bez trudu wykazal, ze ewolu-

ta cykloidy — obréconej wypuktosciami
w dot — jest identyczna cykloida, prze-
sunieta w gére o 2R, i w bok o 7R.
Szczeki powinny byé profilami cyklo-
idalnymi ...8

Warto moze jeszcze zauwazyé, ze
Rysunek 6.3: Cykloidalne szczeki zapew- réwnanie E-L odpowie oczywiscie na py-
niajace ruch po trajektorii cykloidalnej. tanie: jakie jest rownanie krzywej, la-
Punkt O’ oznacza ,chwilowg” o obro- czacej dwa punkty (z1,y1) oraz(xz,ys)
tu wahadla, ktérego ,chwilowa”dtugoéé to na plaszczyznie, dla ktoérej odleglosc
O’ A jest mniejsza od rzeczywistej - OA  S(x1,22), mierzona wladnie wzdiuz tej
krzywej, jest najkrotsza. Wykorzystujac
réwnanie (6.4) otrzymamy prosty funk-

cjonal

To To
S = / ds = / 1+ y2dx, (6.37)
T 1

f:f(ya:):\/1+y%

8To brzmi dosé prosto, ale detale konstrukeyjne, a takze historia pierwszych zegaréw izochronicz-
nych nie sa ani proste, ani dostatecznie precyzyjnie poznane (por. np. artykul Alana Emmersona
Things are Seldom What They Seem—Christiaan Huygens, the Pendulum, and the Cycloid na stro-
nie http://www.nawcc.org/index.php/watch-a-clock-bulletin/w-a-c-bulletin-addenda — NAWCC to
anagram Narodowego Zrzeszenia Kolekcjoneréw Zegaréw i Zegarkow.).
Dodajmy, ze problem konstrukcji izochronicznego, a wiec rzetelnego zegara, byl wysoce ,praktycz-
ny”. Goraczka odkry¢ geograficznych zapoczatkowana z koncem 15. wieku wywotata zapotrzebo-
wanie na precyzyjny pomiar czasu — dla wyznaczania dlugosci geograficznej. Z konicem 16. wieku
problem stal sie tak palacy, ze np. krél Hiszpanii Filip II ogtosil konkurs, z niebagatelna nagro-
da, na wynalezienie morskiego chronometru. Zainteresowania Huygensa pomiarami czasu nie byly
wiec pozbawione aspektu praktycznego (byly to lata kiedy Niderlandy stanowily cze$é imperium
hiszpanskiego). Ale H. nie zdobyl nagrody. Uplynelo wiele czasu — nowa premie dla wynalazcy
oglosil brytyjski Parlament. O pasjonujacej historii konstrukcji pierwszego morskiego chronometru,
dokonanej przez angielskiego stolarza i zegarmistrza-samouka Johna Harrisona w drugiej potowie
18. wieku (!) warto przeczytaé obszerna note w Wikipedii (ale nie w polskiej, tylko angielskiej) —
http://en.wikipedia.org/wiki/John_Harrison.

tak wiec
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i réwnanie (6.18) daje

d 0 d 2 d 1
—dx<f—ym ayf):—dx< 1+y§—y>=—=0 (6.38)

z oczywistym rozwiazaniem
Yy, = —— = stala =a, (6.39)

skad
y=ax+b.

Dwie stale calkowania wyznaczymy oczywiscie z uktadu rownan

y1 = y(z1) = axy + b,
y2 = y(z2) = axg + b.

6.3 Jedna zmienna niezalezna i kilka zmiennych
zaleznych

Omawiany w poprzednich podrozdziatach problem wariacyjny mozna poddaé rézne-
go rodzaju uogdlnieniom, zwiekszajac liczbe zmiennych zaleznych, niezaleznych lub
zmiennych obu rodzajéow. Niewatpliwe, najwiekszy sukces rachunku wariacyjnego
w zastosowaniach fizycznych, a konkretnie, w mechanice ukladu punktéw material-
nych, wiaze sie z sytuacja, kiedy mamy do czynienia z jedna zmienna niezalezna,
czasem t, od ktérego zalezy caly szereg zmiennych zaleznych — wspéirzednych wogdl-
nionych qi(t),q2(t), ..., qs(t), ktére opisuja ruch ukladu. Wspéirzedne te moga by¢
zwyklymi wspétrzednymi, w ukladzie wspélrzednych kartezjanskich, badz wspél-
rzednych krzywoliniowych, albo pewnymi funkcjami takich zwyktych wspoétrzednych,
utworzonymi w sposob zapewniajacy najbardziej ,praktyczny” opis uktadu. Podsta-
wowym kryterium jakie spelnia zupetny zbiér wspéirzednych uogélnionych, jest ich
liczba, réwna liczbie stopni swobody uktadu f. I tak, dla uktadu n punktéw mate-
rialnych, poruszajacych sie w przestrzeni 3-wymiarowej

f=3n—r, (6.40)

gdzie r to liczba réwnan wiezéw spelianych przez ,zwykle” wspélrzedne (np. kar-
tezjanskie) naszych punktéw (rq,rs,...,r,). Na przyklad, dwa punkty materialne
o wspétrzednych r1(x1,y1, 21) 1 r2(x2, Y2, 22), ktérych odlegtosé

d= \/(331 —22)” + (y1 — 42)° + (21 — 22)°
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jest stata, mozemy opisywacé¢ za pomocg pieciu dowolnie wybranych wspétrzednych
kartezjanskich, wyliczajac szésta z powyzszego réwnania, ale mozemy tez wprowa-
dzi¢ 3 wspolrzedne Srodka masy dwoch punktéw i dwa katy, okreslajace przestrzenna
orientacje dwdjki punktow. Z kolei, dla opisu ruchu wahadla matematycznego (ruch
plaski) mozemy uzy¢ jako wspélrzednej uogélnionej jednej z dwéjki wspélrzednych
kartezjanskich i wylicza¢ druga z warunku stalej dlugosci nici wahadla, ale zdecy-
dowanie wygodniejszym bedzie uzycie kata ¢, jaki tworzy ni¢ z pionem.

W kontekécie mechanicznym bedzie na interesowata minimalizacja funkcjonatu

to .
J = ) F(qu:q2,- - Gir-- 1 Qf>G1,G25 - -5 iy - - -, G, 1) db; gi = %7 (6.41)
1
poddanego dodatkowym warunkom, okreslajacym wartosci jednoznacznie warto-
Sci zmiennych zaleznych na krancach przedziatu catkowania qi(t1),...,q¢(t1) oraz
q1(t2),-..,qs(t2). Warunek minimum to zerowanie si¢ wariacji J, ktérg wyrazimy
poprzez wariacje funkcji F, rowna
oF oF oF oF oF oF
(6.42)
Przyréwnujac wariacje (6.41) do zera i stosujac identyczne procedury obliczeniowe
jak te, ktére doprowadzily nas do réwnania (6.13) (calkujemy przez czesci i korzy-
stamy z zerowania sie wszystkich wariacji ¢;(t1) oraz ¢;(t2); i = 1,..., f), otrzymamy

t2 oF d OF oF d OF
— = — — 4 oo+ | =—— — = ]dqr| dt =0. 6.43
/m [( O dt (‘9q1) at (0(11 di 3Qf> qf] (6.43)
I znowu — ze wzgledu na zupelng dowolnoéé w doborze niezaleznych wariacji dgq; —
catka (6.43) bedzie réwna zeru, jezeli kazde z wyrazen w nawiasach bedzie, nie-

zaleznie, réwne zeru. Zamiast jednego rownania Eulera [przypadek jednej zmiennej
zaleznej, wzor (6.16)] otrzymujemy uklad f réwnan

0F  d OF _
dq;  dt 0g;

i=1,2,...,f (6.44)

Jezeli funkcja F — wspélrzednych uogélnionych i czasu — jest lagranzjan (funkcja
Lagrange’a) ukladu L — r6znica energii kinetycznej T' i potencjalnej V'

L=T-V (6.45)

ukladu punktéw, to réwnanie

t t
SL=6[ Ldt=6[ (T-V)dt=o, (6.46)

t1 t1
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z ktorego wynika, ze caltka wzgledem czasu z lagranzjanu ukladu musi, w ruchu
rzeczywistym, przybiera¢ wartosé ekstremalna, nazywa sie zasada (albo: zasada cal-
kowa) Hamiltona. Oparty na niej formalizm mechaniki teoretycznej stanowi nie tylko
zdecydowany krok ,,do przodu” w rozwoju mechaniki newtonowskiej, ale znajduje
swoje bliskie paralele w mechanice kwantowej. Dodajmy jeszcze bardzo istotng uwa-
ge: tak sformulowana zasada catkowa odnosi sie do przypadku, kiedy sity dziatajace
w ukladzie sa zachowawcze, to znaczy takie, ktére nie zaleza explicite od czasu t

oV ov .
V:V(Q17q27"'7qi7"')qf)a 5:0, aq,':O,Z:].,...,f. (647)

W takim przypadku, réwnania (6.44) przybieraja postaé

oL d 9L _ AT-V) d IT-V) _ -

a uwzgledniajac (6.47) mamy

v dov o aor o
O0q;  Oqi  dt 0¢; dq; dt 8¢ O

i=1,2,...,f

(6.49)
Réwnania te, okreslajace ruch uktadu punktéw o f stopniach swobody, poddanych
dziataniu sit zachowawczych, nosza nazwe réwnar Lagrange’a drugiego rodzaju®. Sta-
nowig one bardzo ,,poreczny” formalizm opisu ruchu, szczegdlnie w przypadku istnie-
nia pewnych ograniczen (wiezéw). Takie ograniczenia uwzglednimy dobierajac od-
powiednio wspélrzedne uogélnione (opisujace formalnie uktad punktéw); konkretne
postacie tych wspélrzednych (ich zaleznos$é od czasu) znajdujemy z réwnan (6.48).

Klasycznym przykiadem =zastosowania la-
granzowskiego formalizmu jest wahadto podwdj-
ne — uklad dwéch mas m; i mg,zawieszonych
na niciach o dlugoéci Iy i lo, przy czym
masa mj stanowi punkt zawieszenia wahadta
z masa mgy (por. rysunek 6.4). a dwa réw-
nania Lagrange’a Jako wspélrzedne przyjmu-
jemy dwa katy: 61 i 02, przy ktoérych po-
mocy wyrazamy wszystkie wspolrzedne kar-
tezjanskie mas. Zagadnienie rozwigzujemy dla
maltych wychylen obu wahadel, pomijajac
w rozwinieciach funkcji trygonometrycznych
Rysunek 6.4: Wahadlo podwéjne wszystkie wyrazy rzedu wyzszego niz 2. I tak

9Warto wspomnieé, ze Lagrange doszedt do nich bez stosowania rachunku wariacyjnego.
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T = ll sin01 ~ l101,

y1 = —lyjcosb) = -1y (1 — 9%/2) ;

r9 = l1sinfy + Iy sin Oy = 11601 + 1265,

yo = —ljcosby —lacosby =~ —Iy (1 - 9%/2) -l (1 - 9%/2) .

Obliczamy energie kinetyczna

1

T = 1’rn1 (:U% + y%) + 1?’)’LQ (x% + y%) ~ lelfa% -+ %mg (l191 + l292)2

2 2
i potencjalna
62 03

V = migy1 + magys = —(maly + mala)g + (mq + m2)51951 + m252g§-

Lagranzjan uktadu L = T — V bedzie wiec réwny [przy pominieciu nieistotnej stalej
(m111 + m2l2)g]

1 | : -\ 2 6? 03
L= §m1l%9% +5me (5191 + l2<92) — (m1 + 7”'?2)11951 - m2129§2, (6.50)

a dwa réwnania Lagrange’a

d oL 0L
@i of, o0, ="
aon on
dt 892 005

prowadza do uktadu réwnan (M = m; + ma):

Mllél + mglgéQ + M991 =0,

.. g 6.51
161 + 122 +  gb2 =0. (6:51)

Jest to uktad réwnan jednorodnych, o statych wspoétczynnikach, ktéry rozwiazu-
jemy standardowym podstawieniem

9172 = A172€ZWt.

Warunek zerowania si¢ wyznacznika gléwnego uktadu dostarczy réwnania na moz-
liwe wartosci czestosci w — blizsza analiza wykaze ze z czterech mozliwych wartosci
sg akceptowalne tylko dwie, a wiec liczba czestosci wlasnych uktadu jest — zgodnie
z oczekiwaniami — réwna liczbie stopni swobody uktadu. Po podstawieniu czestosci
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wlasnych do ukladu réwnan znajdujemy wartosci wspélczynnikéw Aq 2. Rachunki,
cho¢ nietrudne, sg dos¢ skomplikowane i dlatego pozostawiamy je dla Dociekliwego
i Pilnego Czytelnika.

Réwnania te znakomicie tez dzialaja dla ruchu bez zadnych wiezéw. Na przy-
ktad, dla oscylatora harmonicznego, punktu o masie m, poddanego dziataniu sity
sprezystej F' = —kx mamy

1 1

L:T—V:§m¢2—§kx2

i réwnanie (6.49) (i =1, g1 = =) daje

d or  ddT 9V dV

dt 0x  dt di  Or  dx’

albo

d
— amx = —mi = kz,

a wiec dobrze nam znane réwnanie oscylatora harmonicznego z czestoscia

w=k/m.

6.4 Kilka zmiennych niezaleznych i jedna zmienna
zalezna

Problem wariacyjny to znalezienie ekstremum funkcjonatu, ktérego posta¢ mozemy
przyjaé jako

J = ///f(v,vx,vy,vz,:c,y, z) dxdydz. (6.52)

Funkcja podcalkowa zalezy wiec od kilku zmiennych niezaleznych, wzgledem kto-
rych catkujemy, oraz od jednej (tutaj) zmiennej zaleznej v = v(x,y, z). Tak, jak
w poprzednich podrozdziatach, wariacja

v =dv(z,y,2) =V(z,y,z) —v(z,y, 2), (6.53)

gdzie v(z,y, z) to nasza szukana funkcja, dla ktérej wartoéé¢ funkcjonatu bedzie eks-
tremalna, a V(x,y, z) — funkcja por6wnawcza, bedzie znikaé¢ na krancach przedzia-
t6w catkowania. Wariacja funkcjonatu, obliczona wedtug schematéw identycznych
jak w obu poprzednich podrozdziatach, to

0T /// ( - v + Do, 0vg + a0, dvy + 0. v, | dv(z,y, z) dedydz = 0.
(6.54)
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Catkowanie przez czeéci, wzgledem kazdej z trzech niezaleznych zmiennych, i sko-
rzystanie z zerowania sie wariacji na krancach przedziatu catkowania prowadzi do

(o5 dor dor b ]
0= ///( ov dr Ov, dy Ov, dz 81}2> ov(z,y,2) drdydz = 0 (6.55)

a pelna dowolno$é wariacji dv(z, y, z) uprawnia nas do zastapienia (6.55) réwnaniem

of d af d of d of

ov dr Ov, dy Ovy dz Ov,

(6.56)

Jako przyklad zastosowania tego wariantu réwnania wariacyjnego mozemy roz-
wazy¢ calke, wzgledem zmiennej czasowej t, z lagranzjanu drgajacej struny. Ener-

gia kinetyczna elementu dz struny to dI' = 5/}@[}% dx; jego energia potencjalna to

v = %ﬂ/}% dz, gdzie ¥ = 1(x,t) to poprzeczne wychylenie struny; v oraz 1, to
odpowiednio pochodna czasowa (predkosé) i przestrzenna (przesuniecie) tego wy-
chylenia; p to gesto$é¢ liniowa struny, a 7 — naprezenie (sktadowa pozioma, stala
w przyblizeniu ,malych drgan”) dzialajace na oba konce elementu dz. Lagranzjan
drgajacej struny o dtugosci a to

L= /Oa <;p¢§ — ;mg) dz. (6.57)

Calka, wzgledem czasu, z lagranzjanu, po przedziale t € [t1,t2] to

B to a 1 9 } 9
J = . /0 <2p1/1t - 277%) dx dt. (6.58)

Mamy wiec
1 1
f=Ff(ve,va) = 5#’%2 - 57'7/’325;

i konsekwentnie

d of d1 -
%th— £502¢t— P
d af = d 1T2¢x:_7¢xa:

dr Y,  dr2

i podstawienie do réwnania (6.56) daje natychmiast

% T 0%
albo
Oy 1 0%

a2 2 e =0 (6:60)
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gdzie ¢ = /7/p to predkoéé rozchodzenia si¢ fali w strunie. Warto zastanowié
sie nad ,znikaniem wariacji” na krancach przedzialu catkowania. Znikanie waria-
cji v(z,t) = ¥(x,t) w chwilach ¢; i to oznacza, ze znamy poczatkowy i koncowy stan
struny (w rozdziale trzecim mieli$émy dyspozycji ksztalt i rozklad predkosci w chwili
poczatkowej — latwo zrozumieé, ze obie informacje sa sobie réwnowazne). Z kolei,
znikanie wariacji ¢ na krancach przedzialu zmiennej x (punkty 0 i a) oznacza, ze —
na przyklad — oba konice struny sa zamocowane. Dopiero dysponujac takimi ,dodat-
kowymi” informacjami, jesteSmy w stanie w pelni rozwiaza¢ réwnanie falowe (6.60)
i znalezé drgania struny ¢ = ¢(x,t).

6.5 Kilka zmiennych niezaleznych i kilka zmiennych
zaleznych

To oczywista kompilacja dwoch poprzednich podrozdziatéw. Jezeli zmienne nieza-
lezne oznaczy¢ przez
T=T1,. ., Ty ey T, (6.61)

a zmienne zalezne przez
Y=yi(@1,..,Tm), Y (@, Tm), s Yn (X, T, (6.62)

to po polaczeniu réwnan (6.44) i (6.56) warunek ekstremum dla funkcjonatu

Z12 Tm?2 Y,
\7:/ / f<y17"'7yn7 87‘7
z11 Tm1 L

bedzie réwnowazny n réwnaniom

of <~ d of .
7_5 —_— _— :O7 :1,2,...,7?,. 6.64
8yj =1 dacl- < 8[8%/8%]) J ( )

j=1,..n

ST, - ,xm> dxi,...,dx, (6.63)

i=1,....m

6.6 Mnozniki Lagrange’a
6.6.1 Szukanie ekstremum w obecnosci wiezéw

W podrozdziale 6.3 wprowadziliSmy pojecie stopni swobody i wspdirzednych uogdl-
nionych. Te ostatnie, w liczbie rownej liczbie stopni swobody, opisuja ruch uktadu,
poddanego wiezom. Istnienie wiezOw przejawia sie formalnie przez istnienie pewnych
w,2dodatkowych” zwiazkdéw, taczacych wystepujace w problemie zmienne.

Metoda mnoznikow Lagrange’a to w pewnym sensie alternatywne podejécie do
problemu wiezéw. Zamiast dobiera¢ wspolrzedne uogdlnione, redukujac liczbe zmien-
nych w naszym problemie, mozemy rozpatrywaé wszystkie zmienne, a istnienie wie-
z6é6w uwzgledni¢ przez dotaczenie dodatkowych réownan.
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Metoda mnoznikéw Lagrange’a znajduje zastosowanie nie tylko w rachunku wa-
riacyjnym, ale w ,zwyktych” problemach szukania ekstremum funkcji, jezeli pomie-
dzy zmiennymi, poprzez ktore funkcja ta sie wyraza, istnieja dodatkowe zwigzki —
wiezy. Jezeli rozwazyé problem szukania ekstremum dla funkcji f = f(z,vy,2), to
warunkiem istnienia ekstremum jest jak wiemy
of , 0f 0f

x + —ydy + ——dz=0. (6.65)

b= 5 B 9z

Dla w petni niezaleznych zmiennych x,y, z warunek ten implikuje

of _of _ of

— = == ===0. 6.66

Ox oy 0z ( )
Przypuéémy teraz, ze jednak pomiedzy zmiennymi x,y, z istnieja pewne zwigzki —
na przyktad jeden zwiazek, dany réwnaniem

o(z,y,2) =0, (6.67)
z ktérego mamy 96 96 96
d¢ = %dx + 8—ydy + gdz =0. (6.68)

Roézniczki zmiennych nie sa juz niezalezne — jedna z nich (np. dz) mozemy wyliczy¢,
znajac pozostale (dz i dy), a jezeli tak, to implikacja (6.66) przestaje by¢ prawdziwa.
Mozemy jednak dodaé lewe strony réwnan (6.65) 1 (6.68), mnozac to ostatnie przez
dowolng (niewiadoma) stala A i rozwazaé sume rézniczek zupelnych

of = 0¢ of 99 of | 99

df+Ad¢:(ax+Aax)d:c+(ay+)\ay>dy+<82+A8Z>dz:0,
(6.69)

w ktorej mnoznik Lagrange’a, A, dobieramy tak, aby wyeliminowaé ,przeszkadzaja-
cy” nam wyraz, a wiec aby zachodzito

of ¢ _
0z A oz 0
Roéwnanie (6.69) przybiera wéwczas postaé
of 0¢ of 3¢> _
(8$+/\am)das+(ay+)\ay dy =0, (6.70)
co przy niezaleznosci dx i dy prowadzi do
o, 00,
ox ox (6.71)
O 39

dy dy
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— ukladu réwnan, ktéry pozwala wyznaczy¢ warunki (wartosci zmiennych z i y) na
ekstremum funkcji f(z,y, z), przy dodatkowych wiezach, jakie spelniaja zmienne
x,y,z [rbwnanie (6.67)].

Jako przyktad zastosowania techniki mnoznikéow Lagrange’a rozpatrzmy kwantowo-
mechaniczny problem czastki (masa ), uwiezionej w walcu o promieniu podstawy a
i wysokosci h. Scianki walca sg nieprzezroczyste — funkcja falowa znika na poboczni-
cy i podstawach walca. Szukamy stosunku h/a, ktéry dla stanu o najnizszej energii
czastki (stanu podstawowego) minimalizuje te energie. Dodatkowym warunkiem —
wiezami — jest stalo§é objetosci walca, V = ma?h.

Roéwnanie Schrodingera, jakie spelnia czastka, rozwigzujemy we wspdirzednych
cylindrycznych, stosujac metode separacji zmiennych. Mamy, dla

b =v(p,¢,2) = R(p)F(¢)Z(2)

h? R? {1 0 oY 1 0% 0%
e Np=—— |2 p =2 — ==+ — | =F 6.72
a po wykonaniu rézniczkowania, podzieleniu obu stron przez (—h?/2u)RFZ
i wprowadzeniu standardowego oznaczenia k? = 2uFE/h?

11 d [ dR 11 &PF 1 d*Z
—— —|p— - 4= = =k 6.73
Rp dp(p dp)Jer2 d¢2+Z dz? (6.73)
Zaleznos¢ od kata ¢ jest harmoniczna:
F(¢) = Fi(¢) = am cosme + by, sinma, (6.74)
skad
1 1 d°F, -m?
02 Fpy  do? 02 m =0,1, (6.75)
Podobnie 27
1 2
gdzie z uwagi na warunki
V(p,¢,2=0) =9(p,¢,z2=h) =0
mamy
Z(2) = Zy(2) = sin (TZTZ), mzfﬁn:n—;, n=12... (6.77)

Uwzglednienie (6.75)1 (6.77) w (6.73) prowadzi do

PR, dRym
(p) n (p)

1
= +
dp? p dp

(kQ - ’{i) - 2‘| Rmn(p) = 07 (678)
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a wiec do réwnania Bessela rzedu m, z rozwigzaniem

Run(p) = Jm(yp), ¥ =k — k. (6.79)

Warunek zerowania sie funkcji falowej na pobocznicy walca daje

a
Im(va) =0, = Y= Yy = —2, p=12 ..., (6.80)
a
gdzie ), to kolejne zero (o numerze p) funkcji Bessela J,,. Drugie z réwnan (6.79)
daje wiec
2uE a2, nm? m= 0,1,...
2_ 2 2 2 _ %mp ) » 4
W= by = S =m0 = T a1 (681
Stan o najnizszej energii Ey bedzie odpowiadal m = 0 (wynika to z réwnania (6.73)
i réwnania (6.75) — przyczynek ,azymutalny” do catkowitej energii jest proporcjo-
nalny do m?
kiem m), oraz najnizszym mozliwym wartosciom pozostalych ,liczb kwantowych”
p = n = 1. Przeksztalcajac réwnanie (6.81), otrzymujemy szukany zwiazek

2 [ a? 2
Ey=E(a,h) = ﬂ <(1021 + hQ> , (6.82)

, a wartosci pierwszych zer funkcji Bessela J,, rosng wraz ze wskazni-

gdzie a1 = 2,405 to pierwsze zero funkcji Bessela Jy. Dotaczajac do réwnania (6.82)
warunek V = wa?h, otrzymujemy odpowiednik (6.69) (f = E; ¢=V; v =a; y = h)

OF oV oF oV
(et 3o+ (G +2 g0 ) 20 =

2 2
5 (228 rzman

ﬂ 3 da +

6.83)
hQ 2 2 (
? <—;> + )\7Ta2‘| dh = 0.
1%

W zasadzie dalsza procedura powinna obejmowaé wyznaczenie statej A, dla ktorej
jedno z wyrazen w kwadratowych nawiasach réwne jest zeru, a nastepnie — dla tak
okreslonej statej A — przyrownanie do zera drugiego wyrazenia w kwadratowych
nawiasach. Zabiegi te mozemy uprosci¢ rozwazajac a fortiori uktad réwnan

h? 202

=200 _ \orah,
2u a

h? 272 9
ﬂihg = \ma“.

Dzielimy oba réwnania stronami i otrzymujemy odpowiedz na nasze pytanie

h 2
R Q ~1,85.
a a1
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Taki wlaénie stosunek wysokosci do promienia podstawy walca (przy ustalonej'
objetoéci V = ma?h) zapewnia najnizsza wartoéé energii stanu podstawowego uwie-
zionej w nim czastki.

Jak wynika z prezentowanego przyktadu, udato sie go rozwiazaé bez wyznaczania
wartosci liczbowej mnoznika Lagrange’a A. Czesto tak bywa i dlatego tez metoda
jest nazywana metodg nieoznaczonych (nieokreslonych) mnoznikéw Lagrange’a. Nie
znaczy to jednak, ze mnozniki nie zawieraja w sobie ilosciowe]j (i ciekawej) informacji.
Zobaczymy to kolejnym podrozdziale, gdzie mnozniki Lagrange’a wspdtuczestnicza
w okresleniu sil reakcji.

6.6.2 Mnozniki Lagrange’a w konteks$cie wariacyjnym

Przypusémy, ze rozwazamy przypadek jednej zmiennej niezaleznej, ktéra jest czas ¢
i m zmiennych zaleznych, x(t),...,x;(t),...,z,(t) = x, opisujacych ruch naszego
uktadu. Pomiedzy wspélrzednymi @ istnieje r zwigzkéw; ich réwnania zapisujemy
jako

¢k[a}1(t),...,$i(t),...,.%'m(t),t] =0, l=1,...,r (6.84)

Pozostajac w kontekécie ,,mechanicznym”, rozwazmy problem minimalizacji catki
z lagranzajnu [por. (6.46)], a wiec warunek zerowej wariacji z wyrazenia

to to
SL=6[ Ldt=06/[ L(z 1t dt=0. (6.85)

t1 t1

Nie jest to de facto ,prawdziwy” lagranzjan, bo jego argumenty, zmienne x, sg
powiazane r zwiazkami (6.84). Dlatego tez, wariacje poszczegdlnych wspélrzednych
nie sg niezalezne i zerowanie sie wariacji z funkcjonatu (6.85) nie implikuje réwnan
Eulera-Lagrange’a. Mozemy jednak kazde z réwnan (6.84) przemnozy¢ przez pewien
(nieokreslony) czynnik )\, dodaé¢ do siebie tak utworzone wyrazy, a uzyskana sume
poddaé operacji catkowania. Otrzymamy wyrazenie

/t ’ Z Aeop(, 1) dt. (6.86)

k=1

W odréznieniu od dyskutowanej w poprzednim podrozdziale metody mnoznikéw,
w przypadku wariacji z wiezami okazuje sie, ze mnozniki A\ moga zaleze¢ od zmiennej
niezaleznej t — A\, = Ag(t). Z kolei, zalezno$é réwnan wiezéw od czasu wystepuje
tylko w przypadku tzw. wiezow reonomicznych, z ktéorymi raczej rzadko miewamy
do czynienia w praktyce (wiekszo$¢ probleméw mechanicznych dotyczy tzw. wiezéw
skleronomicznych!!, ktérych réwnania nie zaleza explicite od czasu).

07Zauwazmy, ze bez tego dodatkowego warunku (stalos$é objetosci walca) pytanie: jakie proporcje
powinien mieé walec, aby zapewni¢ minimalna energie stanu podstawowego, nie miatoby sensu.
117 greckiego: rhed, rhein — ptynaé; skléros — twardy.
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Wariacja wyrazenia (6.86) jest tez réwna zeru

to T
§ [ Midw(z,t)dt =0,

0 =1

a wiec mozemy rozpatrywaé, tak jak w podrozdziale poprzednim, problem wariacyj-
ny ,rozszerzony”’ o réwnania wiezow

t t r
sL=6[ Lat — o[ [L(:c, ESY )\km(ac,t)] dt =0, (6.87)
t t1 k=1

w ktérym mnozniki A\; dobieramy tak, aby wyeliminowaé zalezne od siebie wariacje
wspotrzednych. Procedury analogiczne do tych, ktére stosowaliémy w podrozdziale
6.3 prowadza do ukladu m réwnan (dla kazdej zmiennej zaleznej z; mamy jedno
réwnanie)

G, - d 9o ! ,
7 (L_,;Ak¢k>_cuafi (L—I;Ak¢k>_0, i=1,...,m (6.88)

Pozostawiamy Czytelnikowi wykazanie, ze w przypadku kiedy w rownaniach wiezdw
nie wystepuja pochodne czasowe wspoélrzednych, tzn. kiedy

0z; ’ 1= 1,....m

a¢k_0 k= 0,...,r

zmodyfikowane rownania Lagrange’a [por. (6.48)] przybieraja postaé

oL 4 0L I~ 0

(6.89)

Zastanéwmy sie przez chwile nad fizycznym sensem wyrazenia po prawej stronie
réwnania (6.89). Zalézmy, ze postugujemy sie ukladem wspotrzednych kartezjan-
skich, w ktérym wszystkie x; oznaczaja odleglosci (dtugosci). Wystepujacy po lewej
stronie wyraz —0L/0x; jest réwny — dla energii kinetycznej T zaleznej tylko od po-
chodnych wzgledem czasu wspétrzednych z; — pochodnej energii potencjalnej wzgle-
dem z; (ze znakiem ujemnym) —dV/0z; a wiec reprezentuje sile ,zewnetrzna’ (jej
i-ta sktadowa). Analogicznie, wyrazenia A0y /0z; beda reprezentowaé sily reakcji
— a konkretnie i-ta sktadowa reakcji, pochodzacej od wiezéw zadanym réwnaniem
or(z,t) = 0.

Prostym przyktadem zastosowania techniki mnoznikéw Lagrange’a moze by¢ pro-
blem ruchu wahadta matematycznego, punktu o masie m, zawieszonego na niewaz-
kiej nici o stalej dlugosci réwnej . To ostatnie sformulowanie to nasze réwnanie
wiezOw

p1(r)=r—1=0, (6.90)
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gdzie r jest odlegloicia masy od punktu zawieszenia. Jako druga wspétrzedna wy-
bieramy kat 6 (uklad wspélrzednych biegunowych). Energia kinetyczna punktu to

T= St = %m (vr2 + v%) = %m (1’”2 + T292> ;

energia potencjalna z kolei to
V = —mgr cosf.
Wyrazenie podcatkowe (6.87) ma wigc postaé
L(r,0,7,0) + M1 (r) =T =V + M (r) =

%m (7‘"2 + r292) + mgr cos O + A\ip1(r). (6.91)

Réwnania Lagrange’a (tzw. réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju) — odpowiednik
(6.89) — to

i or " o =My =M (6.92)
d oL 0L | 0¢

a po podstawieniu z (6.91) za L i wykonaniu rézniczkowania dostajemy dwa réw-
nania

dr .

m d—: —mrf* —mgcosf = A, (6.94)
d(r%6

m (r°6) + mgrsinf = 0. (6.95)

dt

W otrzymanych réwnaniach odlegtosé r od punktu zawieszenia jest jednak ustalona
przez réwnanie wiezéw (6.90) — mamy r = [ i oczywiscie 7 = 0. Ostatecznie wiec
nasze dwa rownania przybieraja postaé

ml6? + mgcos = —\i, (6.96)
mi?6 4+ mglsinf = 0. (6.97)

Drugie réwnanie — (6.97) — to wlasciwe réwnanie ruchu wahadta, okreslajace wychy-
lenie (kat 6) w funkcji czasu. Dla malych wartosci 6 réwnanie to mozemy efektywnie
rozwiazaé¢, w przyblizeniu ruchu harmonicznego sin 8 = 0. Natomiast pierwsze row-
nanie — (6.96) — to réwnanie w ktérym okreslona jest sila reakcji wiezéw (nici)
A1. Sita ta, skierowana wzdtuz nici, réwnowazy odpowiednia sktadowa sily ciezkosci
i ,dostarcza” poruszajacej sie masie odpowiedniego przyspieszenia dosrodkowego.
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7 oméwionego przyktadu wynika, ze stosowanie ,,prostszych” réwnan Lagrange’a
— tzn. réwnan drugiego rodzaju, w ktoérych wystepuja juz tylko wspotrzedne uogdl-
nione, w liczbie rownej liczbie stopni swobody ukladu, bedzie wskazane, jezeli nie
interesuja nas sity reakcji wiezow. W przeciwnym wypadku, jestedmy zmuszeni do
uzycia réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju, w ktérych zawarte sg réwnania dru-
giego rodzaju, a takze iloSciowy opis sit reakcji wiezow, ktérym poddany jest uktad.
W zastosowaniach praktycznych (,inzynierskich”) informacje o sitach reakcji beda
wazniejsze od samego opisu ruchu.
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6.7 Podsumowanie

Ten skromny rozdzial o rachunku wariacyjnym zawiera podstawowe wiadomosci,
zwigzane z bardzo podstawowym i bardzo ,starym” problemem fizyki: jak zmini-
malizowaé pewne wielkosci, ktére nie sa prosta funkcja pewnej (ciaglej) zmiennej,
ale raczej wyrazaja sie za pomoca czesto dosé¢ skomplikowanej formuty, ktéra oka-
zuje sie catka. Calka, ktorej wartos¢ dodatkowo zalezy od wyboru podpowierzchni
(czesto po prostu krzywej), na ktérej jest ona obliczana. Wartosé calki zalezy tez od
tej zmiennej niezaleznej (badz: zmiennych niezaleznych, ale cigzar zaleznosci lezy
na funkcji (i jej pochodnej, badz pochodnych) tej zmiennej niezaleznej, okreslajacej
wybér drogi catkowania.

Rozwiazanie problemu wariacyjnego przez Eulera i Lagrange’a umozliwito catko-
wicie ,nowe” sformutowanie mechaniki klasycznej w kontekscie teoretycznym. W roz-
dziale podajemy podstawowe réwnania tej mechaniki lagranzowskiej, ktéra w latach
30. XIX w. zostala uzupelniona o bardzo istotny rozdzial — réwnania i formalizm
Hamiltona. Ten ostatni jest wyprowadzony z zasady wariacyjnej. Glebsze wnikniecie
w strukture tego formalizmu (bardzo polecane) doprowadzi Dociekliwego Czytelnika
jeszcze raz do ...operatoréw samosprzezonych. Mozna bowiem wykazaé, ze kazdy
problem sformutowany wedlug zasady wariacyjnej prowadzi do operatoréw, ktore
maja wlasnie wlasno$é samosprzezonosci, a o ktorych moéowiliSmy w rozdziale trze-
cim. Formalizm wariacyjny (hamiltonowski) powstal na gruncie fizyki klasycznej, ale
— nie bedzie to nas dziwi¢ — odniést jeszcze chyba wicksze sukcesy w sformutowaniu
mechaniki kwantowej.

Autor nie odméwil sobie przyjemnosci przedyskutowania, do$é¢ szczegdlowego,
stynnego problemu brachistochrony, ktory z konicem XVII w. zaprzatal umysty
najwiekszych matematykow i fizykéw. Jego rozwiazanie mozna wprawdzie uzyskaé
(i uzyskano), nie postugujac sie wladnie rachunkiem wariacyjnym, ale niewatpliwie
zastosowanie tego formalizmu jest w tym przypadku bardzo efektowne.

Kolejne podrozdzialty to przygotowanie Czytelnika do kursu podstaw fizyki teo-
retycznej, ktéry powinien rozwinaé tresci tych podrozdzialéw, potraktowane tutaj
skrotowo.
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