Szeregi i transformata Fouriera

J. Fourier | odkryl, ze z grubsza nie ma innych funkcji okresowych niz sinus (i
cosinus). Mianowicie, niech f(z + 2m) = f(z) bedzie funkcja okresowa o okresie 2.
Sprébujmy przedstawi¢ f(z) w postaci szeregu

f(z) = ;ao + 2 <an cos(nx) + by, Sin(nx)) (1)

Aby wyznaczy¢ ag catkujemy obie strony po z od —7 do 7. Z powodu okresowosci
sin(z) i cos(z) dostajemy:

ag = zlﬂ/:;f(x)dx

Aby dostaé¢ wyrazenie na a,,, b,, n > 1 mnozymy obie strony (/1) najpierw przez cos(kz) a
potem przez sin(kz) i catkujemy po x od —7 do m. Korzystajac z dobrze znanych wzoréw

cos(a — 3) + cos(a + 3)

cosa - cosfF =

2
sina - sinff = cos(a — f) ; cos(a + 3)
sina - cos 3 = sin(a — 5) ";’ sin(a + )
dostajemy:
an = 71r/—7; f(z) cos(nx)dx 2)
b, = l /7r f(z) sin(nx)dx (3)
mJ—m

Mozna tez catkowaé przez czesci, ale to jest wiecej roboty. Scisty dow6d: Tw. 5.4 w Byron
F.W., Fuller R.W. Matematyka w fizyce klasycznej i kwantowej t.1. Prosze zauwazy¢, jak
dostaje sie zbieznoé¢ jednostajna: 4 nieréwnosé od gory (i od dotu) na str. 233— prawa
strona nieré6wnosci nie zalezy od x.

Uwaga: Matematycy mogq protestowac, Ze powyzisze rozumowania nie sg Sciste, ale
pewnie wtasnie tak byly pierwotnie przeprowadzone.

Pytanie 1: Jak sie¢ upraszczaja powyzsze wzory, gdy f(—z) = f(z) albo f(—x) =
—f(x)? Zrobi¢ zadanie 1 z listy zadan 3.

Pytanie 2: Zastanowié sie, jak powyzsze wzory sie zmienig, gdy okres nie jest 2w
lecz 2T f(x + 2T) = f(x). Odpowiedz: Byron F.W., Fuller R.W. Matematyka w fizyce
klasycznej i kwantowej t.1, wzory (5.58).

Prosze postara¢ sie zrobi¢ zadania 6-10 z listy 2 (umiescitem wtasnie poprawiona wer-
sje). Jaki jest okres funkcji f(x) = {z} w zadaniu 10? Na stronie wyktadu
http://pracownicy.uksw.edu.pl/mwolf/MMF / sa animacje zbieznosci szeregow Fo-
uriera dla f(z) = z, f(z) = 2* i funkeji schodkowej 0(z) (zad.9 lista 2). Zadanie 8b to
znany problem Problem bazylejski
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Gdy funkcja f(z) nie jest okresowa, mozna powiedzie¢, ze okres 27" jest nieskonczony.
Wtedy dostaje sie transformate Fouriera, Byron F.W., Fuller R.W. Matematyka w fizyce
klasycznej i kwantowej t.1, §5.7, wzory (5.61). Tam jest heurystyczne wyprowadzenie tych
wzorow. Sa dowody transformaty Fouriera dtugie i kréotkie. Krotki dowdd mozna znalezé
w ksigzce prof. Marcinkowskiej: tw. 1.1 na str. 61-63. Dtugi dowdd jest w ciekawej
ksigzce D. Bensona Music: a Mathematical Offering| paragraf 2.14 (pdf jest za
darmo).

Pewna wersja transformaty Fouriera (dyskretna transformacja kosinusowa) jest uzywa-
na w procesie kodowania MP3. Transformata Fouriera jest stosowana przy obrazowaniu w
tomografii jadrowego rezonansu jadrowego, w niektoérych systemach ustawiania odlegtosci
(focus) w aparatach fotograficznych. W praktyce stosuje sie algorytm szybkiej transfor-
maty Fouriera (ang. Fast Fourier Transform, FFT).
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