Operatory w przestrzeni Hilberta

Niech H; oraz Hy beda dwiema przestrzeniami Hilberta. Funkcje liniowe z podzbioru przestrzeni
H;, nazywanego dziedzina, w przestrzen Hy nazywamy operatorami. W praktyce fizycznej (mechanika
kwantowa) mamy najczesciej do czynienia z sytuacja, ze Hy = Hy = H. Operator liniowy A spetnia
warunek:

A(aZ + BY) = a AT + BAY

dla kazdej pary wektoréw &, ¢ z dziedziny D(A) & H operatora A i dowolnych liczb zespolonych
a, f € C. Czesto operator oznacza sie “daszkiem” nad litera: A. Zbiér L(H) operatoréw liniowych
dziatajacych w przestrzeni H tez jest przestrzenig liniowa z naturalng definicja:

(aA + B)%¥ = a AT + BT

Na algebrze zapewne byto pojecie operatoréw liniowych dziatajacych miedzy dwiema przestrzenia-
mi wektorowymi skonczenie wymiarowymi R™ lub C". W tym przypadku operatory liniowe sg re-
prezentowane (w pewnej bazie) przez macierze. Przyktadem operatora dziatajacego w przestrzeni
nieskorniczenie wymiarowej Lo(R) funkeji f(z) catkowalnych z kwadratem
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jest operacja rozniczkowania:
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Operator A moze posiadaé¢ operator don sprzezony oznaczany mieczykiem f po prawej u gory Af
zdefiniowany wzorem

(A'Z,g) = (&, Ap) (1)

dla kazdej pary wektoréw 7,% z dziedziny D(A) operatora A. Zadanie: sprawdzié, ze (AT)T = A
Specjalna role w mechanice kwantowej odgrywaja operatory hermitowskie (samosprzezone): AT = A,
zob. np. |pl.wikipedia.org/wiki/Operator_samosprzezony.

Czasem udaje sie dla danego operatora A znalez¢ takie wektory 1, ze dziatanie tego operatora na
te wektory polega tylko na mnozeniu ich przez pewne liczby A, tzn. zmianie dtugosci tych wektorow.
Takie zagadnienie opisuje rownanie

A, = ANy,

Powyzsze rownanie to tzw. zagadnienie wtasne dla operatora A, np. tutaj, wektory v, to wektory
wlasne, liczby A, to wartosci wtasne. Zadanie: pokazac¢, ze warto$ci wtasne A, operatora hermitow-
skiego sg rzeczywiste.

Roéwnanie wtasne odgrywa podstawowg role w mechanice kwantowej, gdzie wielko$ciom fizycznym
odpowiadaja operatory samosprzezone, ktore maja rzeczywiste wartosci wtasne, np. poziomy ener-
getyczne jakiego$ uktadu fizycznego. Dla oscylatora harmonicznego w jednostkach m = h = w =1
zagadnienie na wartosci wtasne hamiltonianu ma postac:
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gdzie


https://pl.wikipedia.org/wiki/Operator_samosprz%C4%99%C5%BCony
https://pl.wikipedia.org/wiki/R%C3%B3wnanie_w%C5%82asne

a H,(z) to wielomiany Hermite’a:

n _x? dn —z?
H,(z) = (—1)"e agg(e ).
Dla ochotnikow: sprawdzi¢, ze faktycznie zachodzi . Cztery klasyczne prace Erwina Schrodingera,
ktore zapoczatkowaty “falowe” sformutowanie mechaniki kwantowej, nosity tytut Quantisierung als
Eigenwertproblem I, 11, III, IV, czyli “Kwantowanie jako problem warto$ci wtasnych I, II, IIT, TV”.
Tutaj mozna znalez¢ angielskie ttumaczenie tych fundamentalnych prac, za ktore Schrodinger dostat
Nagrode Nobla. Dyskusje zagadnienia mozna znalez¢ na stronach 30-32.
Ewolucja w mechanice kwantowej opisana jest przez operatory unitarne, tzn. takie, ktére nie
zmieniaja iloczynu skalarnego:
Uz, Uy) = (Z,7).
Korzystaj z definicji pokazacé, ze operator unitarny spetnia
U'U=U0U" =1,

gdzie 1 to operator jednostkowy (“tozsamosciowy”) w przestrzeni Hilberta H: 17 = 7 dla kazdego
Z € H. Dla ochotnikéw: ogolna postac operatorow unitarnych.
Zadania sg na listach 7 i 8. Duzo frajdy daje zrobienie zadania 9 z listy 7:
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Pokazad, ze unitarna transformacja:
H = e?™ He 2" (4)
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Rozwigzanie zajmuje mniej niz % kartki A4: trzeba prawa strong podzialaé¢ na funkcje f(z) i
korzysta¢ ze wzoru na pochodna iloczynu funkcji. Skraca sie duzo wyrazow i zostaje prawa strona
. Podobnie robi sie zadanie 6 z listy 8. Algebra Virasoro odgrywa pewna role w modnych teoriach
strun.

Ja sie tych rzeczy uczylem 45 lat temu z ksiazki Byrona i Fullera, jest na stronie wyktadu,
§3.10 i rozdziaty 4 i 5. Mozna tez zajrzec¢ tutaj albo poszukaé¢ w internecie.
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