Metody matematyczne fizyki, lista zadan 7

Przestrzenie Hilberta, operatory liniowe

, On} bedzie uktadem wektoréw ortonormalnych w C". Sprawdzi¢, ze wektor

1. Niech {le, ¢27 c.
f—>r_ axdy jest ortogonalny do kazdego elementu

z”: B P (ak, Br € C)
k=1

wtedy i tylko wtedy gdy ax = (f, dx).

2. Pokazaé, ze cigg funkcji
~1 dla —1<z<2i
fa@)=3nz dla —1i<z<i
1 dla I<z<l1

jest ciagiem Cauchy’ego na odcinku [—1, 1], lecz nie ma granicy w przestrzeni C?(—1,1) funkcji

ciagtych na odcinku [—1, 1] z metryka okreslona wzorem

i.0)= ([ 1) - teiaz)’

.y Ty, ...} o skonczonej liczbie wyra-

Niech mg oznacza ciagi liczb zespolonych x = {x1, zs,
zOw roznych od zera z naturalna struktura przestrzeni wektorowej (dzialania po sktadowych)

Pokazaé, ze wzor
(X> y) = Z Tkyk

definiuje iloczyn skalarny. Jednak mg nie jest przestrzenia Hilberta, gdyz nie jest zupekla
przy metryce wyznaczonej przez powyzszy iloczyn (-, -). W tym celu rozwazy¢ ciag elementow
}. Ten ciag jest ciagiem Cauchy’ego (m > n)

= {1,1/2,1/3,...,1/n,0,0,...,0
I
k:n+1k2’

||Xn - ym||2 = (Xn —Ym,Xn — Ym)

a szereg = > 22, 1/k* = 7% /6 jest zbiezny. Przypus$émy, ze istnieje w myq granica

9 22.0,0,...}

x% = {2929, ..., »
clagu Xy, tzn. lim, o ||(xa — x°)|| = 0. Jednak jesli n > p to
o N1 P 1
o =x°| =D |7 — 2} + Z /7>0
k L k2 +1)2
p+1

k=1

wiec X, nie ma granicy w mg. Zatem my nie jest przestrzenia Hilberta



4. Niech [l oznacza zbidr ciagdéw zespolonych x = {zy,x9,...,2,,...} takich, ze

oo
Z |z |* < 00

k=1

Pokazac¢, ze wtedy liczba 332 |zx — yi|? jest skoniczona, gdzie x € lp, y € Iy, czyli ||x —y||* =
S0 |k — yxl? jest metryka (sprawdzi¢ nieréwno$é trojkata). Pokazaé, ze o jest zupelna w tej
metryce i jest uzupeklieniem przestrzeni my.

5. Zastosowaé proces ortogonalizacji Grama—Schmidta do bazy {1, z,z?, ...} dla zbudowania kilku
pierwszych elementéw zbioru ortonormalnych wielomianéw na odcinku [—1, 1]:

Py(z) = \}5, Pi(x) = \/gzv, Py(z) = Z <2x2 - ;)

6. Pokazaé, ze dla operatoréw A, B, C' zachodzg tozsamosci operatorowe:
[A, BC| = [A, B]C + B[A, (],

[A, BC] = [AB,C] + [CA, B],
[A,B™') = BB, AlB~".

A, [B,C]) + [B,[C, A + [C.[A,B] =0 .

Ostatni wzor to tozsamos$é Jacobiego.
7. Pokaza¢, ze dla operatoréw A i B zachodzg wzory:
eABe A = B+ [A, Bl + LA [A, B + A A A B +... ()

oraz
A+B A_B_—[A,B]/2
9

"7 =e"eve
gdy [[4, B], A] = [[4, B], B] = 0. Ostatni wzo6r nosi nazwe tozsamos$¢ Bakera—Haussdorfa.

8. Pokazaé, ze wzor Taylora mozna zapisa¢ w postaci operatorowe;j:
d
f(x+a) = e f(x).

9. Niech

H= o +£ a:g%— g +£
 oxdy 2\ 0z yay 2

Pokazaé, ze unitarna transformacja:

H = e3™ e 2™ ()
przeprowadza H w
- ;1
= —x
dzdy 47

Zadanie zrobi¢ na 2 sposoby: 1. Podzialaé (%) na ¢ (x,y). 2. Skorzystaé ze wzoru (1).



