Metody matematyczne fizyki, lista zadan 6

Przestrzenie Hilberta

1. Obliczy¢ iloczyn skalarny (f
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Odp. (f,g9) = In(2/3). Wskazéwka: przypomnieé¢ sobie z analizy II rozwiniecie w szereg funkcji
In(1+ x).

,g) wektoréw z przestrzeni [y:

2. Udowodni¢ twierdzenie Pitagorasa w przestrzeniach Hilberta: jesli wektory w i v sg prostopadte
ulw, tzn. (u,v) = 0 a norma jest zadana przez iloczyn skalarny: ||ul|* = (u,u), to wtedy

[+ 0]l = lull® + o]

3. Wzér polaryzacyjny. Sprawdzi¢, ze jedli norma jest zadana przez iloczyn skalarny: ||z — y||? =
(x —y,x — y), to ponizsza réwno$¢ bedzie tozsamoscia:

1 . . . .
(@) = (I +ylI” = llz = ylI” = illz = iy||* + ille + iy]*) .
W rzeczywistej przestrzeni Hilberta wzor polaryzacyjny ma postac:

1 2 2
(.9) = 7 (Il +9lP = llw = IP).

4. W przestrzeni z norma || - || mozna zadaé¢ iloczyn skalarny (-,-) wtedy i tylko wtedy gdy jest
spetniona réwnos¢ (tozsamosé réwnolegtoboku):
1S + gl +11f = all* = 211 £1* + 11g]*) (%)

Sprawdzié, ze powyzsza réwnosé zachodzi, gdy norma jest generowana przez iloczyn: ||f|| =

\/ (f?f)'

5. Niech w R™ bedzie zadana rodzina norm dla p > 1 (wtedy sa spelnione aksjomaty normy):

lell, = (3 o)’

k=1

Rozpatrzmy wektory f = (1,1,0,...,0)1ig=(1,—1,0,...,0). Wtedy

1
fll =gl =27, [If +9llp = If —9gll, =2,

wiec warunek (*) moze by¢ spetniony tylko dla p = 2. Zatem tylko norma || ||2 pozwala okreslié
iloczyn skalarny poprzez wzor polaryzacyjny.

6. Pokaza¢, ze uktad wektoréw ortogonalnych jest zawsze liniowo niezalezny.



