Metody matematyczne fizyki, lista zadan 4

1. Skonczone szeregi Fouriera: Skonczong transformate Fouriera ciagu liczb cg, ¢y, ..., cy_1 defi-
niuje sie wzorem:
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Pokazad, ze transformacja odwrotna jest postaci:
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Wskazéwka: skorzystaé z Son o e 27 =mk/N — N§ . Udowodnié ten wzor.

2. Splot funkcji f(x) i g(z) jest zdefiniowany wzorem:
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(f®@g)(r) = / fy)g(r —y)dy.
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Wtasnosci splotu:

(f@g)(r) = (9@ f)(z)

0® f)z) = f(z)
Pokaza¢, ze transformata Fouriera splotu jest iloczynem transformat:
F(f @ g)(k) = v2r F(f)(k)F(g)(k)
a splot transformat jest transformata iloczynu funkeji:

(F(f) ® F9)) (k) = V2r F(fg)(k)
Uwaga: obecnoéé v/27 jest dla takiej definicji transformaty Fouriera:
FU) == [ fla)e™ o
3. Roézniczkujac pod znakiem calki i catkujac przez czesci pokazaé, ze transformata Fouriera funk-
cji f(x) = e ™ jest funkcja f(k) = e ™.
4. Réwnanie Schroedingera dla czastki swobodnej ma postac:
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Rozwiaza¢ to rownanie za pomoca transformaty Fouriera:
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Y(r,t) = W)/emr/%(ﬁ, t)d’p.



Przy takiej normalizacji transformata odwrotna jest dana przez:
D) = [P ET
Réwnanie Schrodingera dla 1) (p, t) przyjmuje postaé:
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czyli
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D, t) = e T EM(5,0).

Wtedy funkcja falowa w chwili ¢ daje si¢ wyrazi¢ przez wartos¢ funkeji falowej w chwili ¢ = 0
jako:

V(i t) = /K(F— PO (F 0) AP
gdzie propagator (propaguje funkcje od chwili ¢ = 0 do czasu t) jest dany wzorem:
m 3/2 . S =\2
K(F — F/,t — () ezm(rfr ) /2ht.
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Pokazaé, ze paczka gaussowska w chwili ¢ = 0 skoncentrowana w punkcie @ o szerokosci o (N

to czynniki normalizacyjny):
U(7,0) = Ne~(-9/2

“rozptywa” sie w czasie:

W) = N L o~ =02/ (o int/m)
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czyli mimo ze nie dziala na czastke (np. elektron) zadna sita, funkcja falowa ulega zmianie.
Wskazowka: przyda sie catka:
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. Pokazaé, ze funkcja Diraca spehia:

S(fa) =X 5

gdzie x; to sa miejsca zerowe f(x;) = 0.

. Pokazaé, ze transformata Fouriera potencjatu tadunku punktowego w dwoch wymiarach jest
znowu funkcja tej samej postaci:
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Wskazéwka: przejs¢ do uktadu biegunowego na ptaszczyznie i skorzystaé¢ z poprzedniego zada-
nia.



. Pokazaé, ze dla transformacji Mellina zdefiniowanej wzorem:

M) = [T o fla)de

i splotu zdefiniowanego wzorem:

(feg)@) = [ fau)g(udu
odpowiednik twierdzenia o splocie ma postac:

(M(f ©9))(s) = (MF)(s)(Mg)(1 — s)

. Pokazaé, ze zachodzg wzory:
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