Metody matematyczne fizyki, lista zadan 2

1. Jaka krzywa na plaszczyznie taczaca dwa punkty ma najmniejsza dtugosc?

2. Zagadnienie brachistochrony. Dane sg dwa punkty A i B na pionowej ptaszczyznie, przy czym punkt
A jest wyzej niz B. Znalez¢ krzywa taczaca punkty A i B majaca te wiasnosé, ze punkt materialny
pod wltywem sity ciezkosci zsunie sie z punktu A do punktu B w najkrotszym czasie.

3. Problem izoperymetryczny. Znalezé ksztalt krzywej zamknietej o dtugosci [ otaczajacej figure o naj-
wiekszej powierzchni.

4. Geodezyjne na kuli. Na powierzchni kuli o promieniu R i srodku w (0, 0, 0) element dlugosci we
wspOlrzednych sferycznych 7, ¢, 6 (kat 6 liczony jest od osi z, a kat ¢ jest mierzony na plaszczyznie
x,y: x =1 cos(¢)sin(f),y = rsin(f) sin(¢), z = r cos(f).) dany jest wzorem:

dI* = R*d6* + R*sin’(0)de>

Zmnalez¢ krzywa o minimalnej dtugosci taczacej dane dwa punkty na powierzchni kuli. Wskazéwka:
Potraktowaé ¢ jako funkcje zmiennej 6, (tj. dl = R\/ 1+ (¢/(0))2sin*(0) ‘dQ). W otrzymanym réwnaniu
rézniczkowym zrobi¢ podstawienie: u = cos(6)/sin(6). Wtedy rozwiazanie bedzie postaci: ctg(d) =
acos(¢ — ¢p). Przejsé od 61 ¢ do zmiennych x, y, z; otrzyma si¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej
przez (0, 0, 0). Czym jest przeciecie tej ptaszczyzny ze sfera?

5. Ruch w mechanice klasycznej mozna opisywacé za pomoca rownan Lagrange’a
——— — — =0, L(z,z,t)=T-U,
dt 0x  Ox ( )

gdzie T jest energia kinetyczng, U oznacza energie potencjalng. Otrzymaé¢ jawne rownania ruchu dla
nastepujacych lagranzianow L :
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Czym sg catki pierwsze dla powyzszych lagrangianéw? Dla ogdlnego zagadnienia wariacyjnego
JoP f(z,y,y) dx = ekstremum calka pierwsza jest dana przez
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W powyzszych przyktadach a) i b)) mamy odpowiednioéé: z — t, y — x, vy — 7.
6. Rozlozy¢ w szereg Fouriera funkcje f(x) = x na odcinku (—m, 7):

(=1 Usin(kz) + .. )
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To samo dla f(x) = x*:
m +4Z kcos kx) N

Uwaga: Szereg Fouriera dla z"! mozna otrzymaé z szeregu dla a™ przez catkowanie po z. Dla
. . , .. 2 . .
parzystych n jest stala catkowania réwna ao (powyzej %), a dla nieparzystych n stata catkowania

rowna jest zero.

7 powyzszego wyniku wydoby¢ rownosci:
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Roztozy¢ w szereg Fouriera funkcje schodkowsg
-1 dla —7<2<0
0(z) — a —mT<uw
1 dla O<z <
na odcinku (—m, 7):
4 & sin((2k + 1)x)
0 =
@ =3 kz::l 2%k + 1
Rozlozyé w szereg Fouriera funkcje cze$é utamkowa z z: {z} = x — [z], okresowg z okresem T=1
1 X sin(2kmx)
t=g-2—5

N

Znalez¢ transformate Fouriera funkcji f(z) = e,

Znalez¢ transformate Fouriera funkeji (uzy¢ catkowania za pomoca residudw)

Odpowiedzi do 10) i 11) mozna znalezé tutaj.
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