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ROZDZIAL 6§

WYBRANE ZAGADNIENIA I ZASTOSOWANIA
TEORI FUNKCJI ANALITYCZNYCH

WSTEP

Rola, jaka odgrywa teoria funkcji analitycznych w fizyce, ulegla w ciagu ostatnich dzie-
siecioleci znacznym zmianom. Obecnie nie wystarcza juz umiejgtno$é obliczania calek
za pomocg residuéw; aby moc $ledzié biezace zastosowanie funkeji analitycznych
w teoriach fizycznych, niezbedne jest glgbsze zrozumienie idei matematycznych. Dlatego
tez w niniejszym rozdziale gtéwny nacisk bedzie polozony na wprowadzanie matematycz-
nych koncepcii i logicznej struktury teorii funkcji analitycznych. Zakladajac u czytelnika
jedynie znajomo$¢ whasnofci liczb zespolonych, pragniemy zaprezentowal stanowigcy
zamknieta calo$¢ wykfad teorii w sposéb, ktdry na tyle przygotuje czytelnika, aby mogt
sobie radzi¢ zaréwno ze wspolczesnymi, jak i dawnymi zastosowaniami teorii.

Liczby ,,urojone” zostaly odkryte w §redniowieczu przy poszukiwaniach ogélnego
rozwigzania rownan kwadratowych. Nazwa, jaka im dano, wyraznie wskazuje, Zze odnoszono
sie do nich podejrzliwie. W' swojej pracy doktorskie] z 1799 roku Gauss podal znana
obecnie geometryczng interpretacje liczb zespolonych i pomédgt w ten sposob czgsciowo
rozproszy¢ otaczajaca je tajemniczo$é. W obecnym wicku istniala tendencja do
definiowania liczb zespolonych jake abstrakcyjnych symboli podlegajacych przeksztal-
ceniom wedlug pewnych formalnych regul. W ten sposdb liczby zespolone nigdy nie nabraty
,»przyziemnych” cech liczb rzeczywistych. Faktycznie zdarzylo sig raczej co§ odwrotnego:
zaczeliSmy uwazaé liczby rzeczywiste za abstrakcyjne symbole spelniajace swdj wiasny
zespot aksjomatédw, zupelnie tak samo jak liczby zespolone. Mdéwimy obecnie o polach:
polu liczb rzeczywistych i polu liczb zespolonych. Aksjomaty definiujace pole zostaly podane
w rozdziale 3 omawiajagcym przesirzenie wektorowe.

Teorie liczb zespolonych mozna rozwinaé rozwazajac te liczby jako uporzadkowane
pary liczb rzeczywistych, zapisane w postaci (x, y). Niech (o, b) i (¢, d) bgda dwoma réznymi
liczbami zespolonymi i niech K bedzie liczba rzeczywista. Dodawanie liczb zespolonych
i mnozenie liczby rzeczywistej przez zespolona oraz mnozenie dwéch liczb zespolonych
zdefiniowane jest wtedy za pomoca nastepujacych regul:

L. (@ b)+(c,d) = (a+c, b+d),
2. K- (a, b) = (Ka, Kb),
3.(a, b) (¢, d) = (ac—bd, bc+ad).



Z definicji tych widzimy, Ze zbibr wszystkich liczb zespolonych — plaszczyzna zespolona —
ma taka samg strukturg matematyczng jak zbidr wszystkich wektoréw na plaszczyznie.

Takie podejscie zostalo przyjete w Podstawach Analizy opracowanych przez Landaua,
gdzie rézne systemy liczbowe sa konstruowane logicznie z pigciu aksjomatdw Peano;
liczba urojona i mie jest nigdzie wymieniona. Jednakze gdy napiszemy uporzadkowang
parg (a, b) w postaci a+ib, gdzie i* = —1, wtedy powyzsze reguly mnozenia liczb zespo-
lonych sg zachowane, jezeli mnozymy iloczyn (a+ib) (c+id) po prostu wedhig zwyklych
regul mnozZenia liczb rzeczywistych. Wprowadzenie symbolu / pozwala na uwzglednienie
perzadkujacege aspektu uporzadkowanej pary liczb rzeczywistych podczas rozszerzania
formalnych regul arytmetyki z liczb rzeczywistych na liczby zespolone.

Liczby zespolone skonstruowane jako uporzadkowane pary liczb rzeczywistych, gdzie
(a, b) = a+ib moina uogdlni¢ do liczb hiperzespolonych z trzema lub wigcej sktadowymi,
na przyklad (a, b, ¢) = a+ib+kc. Czteroskladnikowe kwaterniony, typ liczb zespolonych,
ktore speiniaja wszystkie reguly arytmetyki z wyjatkiem prawa przemiennoéci mnozenia,
uzyteczne sg przy rozpatrywaniu obrotéow ciata sztywnego. Cztery macierze 4 x4 Diraca
vi (i=1,2,3,4) tworza zbiér liczb hiperzespolonych spelniajagcych relacje anty-
komutacii:

Yivityivi = 20;.

Mozna pokazac, ze bez wzgledu na to, jak zdefiniujemy dodawanie i mnozenie tych liczb
hiperzespolonych, niemozliwe jest zachowanie zwyklych regul aryimetyki. Jak pokazal
Weyl, liczby zespolone tworzg naturalna granice przy rozrzeszaniu pojecia liczby w tym
wzgledzie.

6.1. FUNKCJE ANALITYCZNE — WARUNKI CAUCHY’EGO-RIEMANNA

Jezeli kazdej liczbie zespolonej z z pewnego obszaru odpowiada inna liczba zespolo-
na w, wtedy w jest funkcja zmiennej zespolonej z, tzn. w = f{(z). Jezeli jest to odpowie-
dnio$¢ jeden — jeden, wtedy mozemy uwazaé te funkcje za odwzorowanie jednej plasz-
czyzny lub jej czesci, plaszezyzny z w inna plaszezyzne w. Tak zdefiniowane funkcje
zmiennej zespolonej sa rownowazne uporzadkowanym parom rzeczywistych funkcji
dwdch zmiennych, poniewaz w jest liczba zespolona zalezna od z = x+iy i moze byé
zatem zapisane w postaci

w(z) = u(x, y)+iv(x, y).

Jednakze ta klasa funkgcji jest dla naszych celow zbyt ogdlna. Interesujemy si¢ tylko takimi
funkcjami, ktére sa rézniczkowalne wzgledem zmiennej zespolonej z — jest to ogranicze-
nie znacznie silniejsze niz warunek, aby u i v byly rézniczkowalne wzglegdem x i y.
Pierwszym naszym zadaniem przy studiowaniu teorii funkcji zmiennej zespolonej bedzie
zatem okrelenie wystarczajacych i koniecznych warunkéw na to, aby funkcja zespolona
miala pochodna wzglgdem zmiennej zespolonej z. Jednowartosciowe funkcje zmiennej
zespolonej posiadajace pochodne w jakim$ obszarze plaszczyzny zespolonej nazywaja sie
Junkcjami analitycznymi. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do tej specjalnej klasy
funkcji zespolonych.
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Oto dwa przyklady zespolonych funkcji, oba zapisane w postaci w = wu+iv:

LLw=z*¥ =x-iy,

2. w=2z% = (x+iy)® = x>—py*+i2xy.

Obecnie pokazemy, ze (1) nie jest funkcja analityczna, natomiast funkcja (2) jest anali-
tyczna wszedzie w plaszezyZnie zespolonej, tzn. pochodna tej funkcji istnieje we wszystkich
punktach.

Zanim dokladnie okreélimy, co rozumiemy przez pochodna funkcji zmiennej zespolonej,
musimy dla tych funkcji dysponowaé pojeciem ciaglosci.

W definicji, ktora nastapi, uzywa si¢ pojecia wartosci bezwzglednej liczby zespolonej,
oznaczonej przez |z|. Czytelnik przypomni sobie, ze |z| = (zz%)'/? = (x2+y?)'/*. Wartos¢
bezwzgledna nazywana jest czasami modulem.

Definicja. Funkcja zespolona w = f(2) jest ciagla w punkcie z,, jezeli dla kazdego
dowolnego ¢ > 0 istnieje takie 8, ze |f(2)—f(zo)| < &, jeZeli [z—z] < & lub tez f(z) jest
ciggla w z,, jezeli

lim f(z) = f(Zo).

Z=Zg

Definicja ta brzmi zupelnie tak samo, jak definicja ciggtosci dla funkeji rzeczywistej
zmiennej rzeczywistej. Jednakze w powyzszej definicji znak wartoéci bezwzglednej oznacza,
ze jezeli tylko z lezy wewnatrz okregu o promieniu & i §rodku w z, w zespolonej plaszczyz-
nie z, wiedy f(2) lezy wewnatrz okrggu o promieniu & i §rodku w f(zo) w plaszezyZnie
zespolonej w. Jezeli f(z) = u(x, y)+iv(x, y), wtedy f(z) jest ciagle w zo = xp+1iVo,
jezeli u 1 v sa ciagle w (x5, Yo)-

Z klasy jednowartosciowych, ciggtych funkcji zespolonych, cheemy teraz wybrac te,
ktdre mozna rozniczkowaé. Wzorujac sie na definicji pochodnej z analizy funkciji rzeczy-
wistych mamy:

Definicja. f(z) jest rézniczkowalne w punkcie z,, jezeli istnieje granica

i SO~ _

zZzg Z—2Zy Az—0 ZjZ

Granice te, pochodng f(z) w zo, bedziemy oznacza¢ przez f'(z).

Bardzo wazna cecha granic wystegpujacych w definicjach ciagtosdci i pochodnej jest to,
ze z moze dazyé do z, wzdhuz dowolnego kierunku lezacego na plaszezyinie. Kiedy mowimy,
e istnieje granica, mamy zatem na mysli, iz proces przechodzenia do granicy musi daé
w rezultacie te sama liczbe bez wzgledu na to, w jaki sposdb dokonywane jest to przejscie
graniczne. To samo jest prawdziwe w analizie funkcji rzeczywistych, ale w tamtym przy-
padku istnieja tylko dwa mozliwe kierunki przy przechodzeniu do granicy: od lewej lub
prawej strony na osi rzeczywistej. W analizie funkcji rzeczywistych proces przechodzenia
do granicy jest jednowymiarowy; w analizie funkcji zespolonych jest on dwuwymiarowy.

Réwnanie, ktére definiuje pochodna oznacza, iz dla kazdego dowolnego & > 0, istnieje
takie 6, ze

o J@)—S(z0)
[f (2)— T2z, <&,
o ile tylko |z—z,| < 8. Zadanie, aby stosunek [f(z)—f(zo)l/(z—20) zawsze daZyt do tej
samej wartoéci granicznej, bez wzgledu na to wzdhiz jakiej drogi z zdaza do zo, jest
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niezwykle surowym warunkiem. Teoria funkcji analitycznych zawiera sporo zadziwiaja-
cych twierdzen, a wszystkie one sg rezultatem tego surowego wstepnego warunku, aby
funkcja posiadata ,,izotropowe” pochodne.

Moéwimy, ze jednowarto$ciowa funkcja zmiennej z jest analityczna lub regularna
w punkcie zo, jezeli ma pochodna w z, i we wszystkich punktach z pewnego otoczenia z.
Wprowadzimy zatem niewielkie rozréznienie migdzy rézniczkowalnoscia i analitycznodeia.
Warto to zrobi¢, poniewaz istnieja funkcje, ktore maja pochodne w pewnych punktach Iub
nawet wzdluz pewnych krzywych, ale nie mozna otrzymaé zadnych interesujacych rezulta-
tow, dopoki funkcje nie sa rézniczkowalne w jakims obszarze, tzn. dopéki nie sa one
analityczne. Wobec tego, jeZeli mowimy, e funkcja jest analityczna na jakiej§ krzywej,
mamy na mysli, Ze ma ona pochodna we wszystkich punktach jakiego$ dwuwymiarowego
pasa zawierajgcego t¢ krzywa. Jezeli funkcja nie jest analityczna w punkcie lub na
krzywej, moéwimy, Ze jest tam osobliwa.

Zbadamy teraz dwie wczesniej wymienione funkcje zespolone ze wzgledu na rézniczko-
walnos¢ i analityczno$¢. Pochodna w z, zapiszemy w postaci

f’(zo). = lim f(zﬂ +AZ)'“f(Zu)

Az-0 AZ

kiadac w pierwotnej definicji z = z,+4z. Dla f(z) = z? mamy

2
£ oy =t BT =86 Syiifin B g ot
Az-0 Az Az-0
Wynik ten jest w sposéb oczywisty niezalezny od drogi, wzdtuz ktérej Az — 0, tak
wige funkcja f(z) = 22 jest wszedzie rézniczkowalna i analityczna. Wynik ten jest zupetnie
analogiczny do pochodnej funkcji rzeczywistej f(x) = x2.

Z drugiej strony, jezeli f(z) = z*, wtedy mamy

, . zE+ Az -z i3 o3 ¥
S @) = }:To,——.d?__ = 4]:1-].10 Az,

Jezeli Az —» 0 wzdhuz osi rzeczywistej x, to Az = Ax i Az* = Ax* — Ax, tak wiec
f(zo0) = +1. Jezeli natomiast Az zdaza do 0 wzdhuz urojonej osi y, wtedy Az = idy tak,
ze Az* = —idy = —/Az, a zatem f'(z;) = —1. Poniewaz dla dowolnego punktu z,
granica przy z — z, zalezy od kierunku podchodzenia do z,, funkcja nie jest nigdzie
rézniczkowalna ani analityczna. [Ogélnie Az%/Az = e~?", gdzie § = arctg(dy/dx), co
w widoczny sposéb zawiera kierunek (6), w jakim przechodzimy do granicy.]

Wiele twierdzen ‘o rézniczkowalnosci w analizie rzeczywistej ma swoje analogie w ana-
lizie zespolonej i tak mamy:

1. Funkcja stala jest analityczna.

2.fz) =z"dlan=1,2,... jest analityczna.

3. Suma, iloczyn i iloraz funkcji analitycznych sa analityczne zakladajac w przypadku
ilorazu, Ze mianownik nie znika nigdzie w rozwazanym obszarze.

4. Funkeja analityczna funkcji analitycznej jest analityczna.
Dowody przebiegaja zupelnie tak samo Jjak w przypadku rzeczywistym.
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Okreslimy teraz konieczne i wystarczajace warunki na to, aby funkcja w(z) = u(x, y)+
+19(x, y) byla rézniczkowalna w jakims punkcie. Zatozymy po pierwsze, ze w(z) jest
rzeczywiscie rézniczkowalna w jakims$ punkcie z = z,, wtedy

g o= B AT 1im(‘d”+i‘1”
Wik = Az-»0 Az - Az Az :d? '
Ponicwaz w'(z,) istnieje, liczba ta nic zalezy od tego, w jaki sposéb Az — 0, to znaczy nie
zalezy od stosunku Ay/Ax. Jezeli przechodzimy do granicy wzdluz osi rzeczywistej
Ay = 01 dz = Ax, wtedy

(Au _Av)_&u O

W(ZD) = lim ]?4'12‘; E IE'.

Ax-0
Z. drugiej strony, jezeli przechodzimy do granicy wzdluz osi urojonej, Ax = 01 dz = idy.
Teraz
) . Av Au v | Ju
i (?y“"‘zi?) NI

Ay-0

Z zalozenia rézniczkowalnosci te dwie granice musza byé sobie réwne. Przyréwnujac
czebel rzeczywiste i zespolone mamy:

Ju v : 0z Ju

x T oy ’1 ox  ay’

Réwnania (6.1) znane sa jako réwnania Cauchy’ego-Riemanna. Podaja one warunek
konieczny na to, aby funkcja byla rozniczkowalna. Warunek ten otrzymaliSmy Zadajac
rozniczkowalnosei w spegjalny sposéb; nie jest zatem zadziwiajace, Ze warunki powyzsze
same nie sa wystarczajace. Wystarczajace warunki na rézniczkowalnosé w(z) w punkcie z,
sq nastgpujace: po pierwsze rownania Cauchy’ego-Riemanna musza by¢ w tym punkcie
spetnione i po drugie — pierwsze pochodne czastkowe u(x, ¥) i o(x, y) muszg istnieé
1 by¢ ciagle w z,.

Dowdd jest zupelnie prosty. Zauwazmy najpierw, e u jest ciagle w (x,, 3o), poniewaz
Jest tam rézniczkowalne; czastkowe pochodne u sa ciagle z zatozenia. W tych warunkach
z anzalizy funkeji wielu zmiennych wynika¥*, ze

(6.1)

¢
Au = u(xg+4x, yo+A4y) —u(x,, yg) = %Ax +€}‘,LLAJ?+31AJC+EZAJ’>

gdzie 0u/dx i du/dy sa czastkowymi pochodnymi okreslonymi w punkcie (xo, yo), 2 ;i &,
zmierzaja do zera, gdy zaréwno Ax i Ay zbiegaja do zera. Stosujac podobny wzor dla
~o(x, y) mamy
Aw = w(zo+Az)—w(z,) = Adu+ido =
du

Ju fov - do
= —;Ax +E’—A.}’+£1Ax+82dy+l (Eﬂx + A@AJ]'%E:;AX‘*‘S,;A}?) a

* Patrz np. G. B. Thomas ir., Calculus and Analytic Geometry czwarte wydanie, Addison-Wesley
Publishing Co. 1968, § 15-4, str. 503, réwn. 4 lub W. Kaplan Advanced Calculus Addison-Wesley
Publishing Co. 1953, § 2-6, str. 84.
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Uzywajac teraz rownan Cauchy’ego-Riemanna, ktére z zatoZenia spelnione s3 w punkcic
(X0, Po), Otrzymujemy

5 0
Aw = _;% (Ax+idy)+i g;(‘:1x+fdy)+dx(el +ie3)+ Ay(e, +iey),

zatem
Aw du | dv o Ax I
Az T T tertie) ot et i) o

Poniewaz |4z] = {(Ax)*+(Ap)*]'?, |Ax]| < |Az] i |dy] < |dz), wige |Ax/dz] < 1
i |4y/Az] < 1. Poniewaz te czynniki sa ograniczone, dwa ostatnie czlony w powyiszym
rownaniu zmierzaja do zera wraz z Az, bo &, €,, £ i g, zbiegaja do zera, gdy Az dazy
do zera. Zatem w z,
S u v
w'(zo) = g g (6.2)
granica ta nie zalezy od drogi, wigc pochodna istnieje. Stosujac warunki Cauchy’ego-
Riemanna mamy takze
; dv | du .
w (20} = "'a)';—' IT"}; 3 (63)
Przyklad. RozwaZzmy funkcje z>. Mamy
z* = (x*=3xp?)+i(3x%y—y%) = utiv,
zatem

Ju s v 3 Jv du
= 3x°— ok = o

Wobec tego rownania Cauchy’ego-Riemanna sa wszedzie spetnione. Poniewaz pochodne
czastkowe sa ciggle, funkcja =3 jest rzeczywiscie wszedzie analityczna. Funkcja, ktora jest
analityczna w calej plaszczyZnie zespolonej, nazywana jest funkcja catkowita. Pochodng =3
mozna znalez¢ uzywajac (6.2) lub (6.3). Otrzymujemy
3 =) A
‘;Z i f;ﬂ% = 3[(x>—y?) + 2ixy] = 322,

co jest zadowalajacym wynikiem. Jako drugi przyktad pozostawimy czytelnikowi poka-
zanie, Ze funkcja [z{* = zz* jest réiniczkowalna tylko w poczatku ukladéw wspolrzed-
nych i zatem nie jest nigdzie analityczna. Z réwnan Cauchy’ego-Riemanna wynika
natychmiast pewien godny uwagi rezultat, ktory wskazuje na zwiazki z fizyka. Zakladajac,
Ze roéwnania te spetnione sa w pewnym obszarze mamy

0*u v v Pu  FPu Pu z
——e e T e Ty D b L = 4
ox? oxdy dyox ay? = oxt oy? W =l 64

jezeli drugie pochodne czgstkowe sa ciagle tak, ze moZzemy zamieni¢ porzadek rézniczko-
wania w mieszanych pochodnych czastkowych. W ten sam sposéb mozemy stwierdzié, ze
funkcja v takze spetnia dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a, a wiec czesci rzeczywista
1 urojona funkcji analitycznej, posiadajace ciagle drugie pochodne czastkowe, obie spel-
niaja dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a. Udowodnimy pézniej, stosujac teorie catki,
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ze drugie pochodne czastkowe funkcji analitycznej sa z koniecznosci ciagle; to zastrzezenie
mozna wice opuscié. Interesujace jest, ze te twierdzenia o pochodnych mogg byé udowod-
nione tylko droga catkewania.

Kazda funkcja spelniajaca V?¢ = 0 nazywana jest funkcjg harmoniczna. JeZeli
/= u+iv jest funkcja analityczna, to V?u = V¢ = 0 i wtedy u i v nazywane sa
stowarzyszonymi funkcjami harmonicznymi. Jezeli dana jest jedna z dwodch stowarzyszonych
funkcji harmonicznych, mozna uzy¢ rownan Cauchy’ego-Riemanna do znalezienia drugiej
z dokladnoscia.do stalej. Przyktadowo fatwo zauwazyé, ze funkcja u(x, ¥) = 2x—x% +3xp?
jest harmoniczna. W celu znalezienia stowarzyszonej do niej funkcji harmonicznej poste-
pujemy nastepujaco:

g; = %jj— = 2-3x2+3y? = v = 2y-3xIy+ > +¢(x),
gdzie ¢(x) jest pewna funkcja x. Uzywajac teraz drugiego rownania Cauchy’ego-Riemanna
otrzymujemy
do du

zatem ¢(x) musi byé stalg i funkcja harmoniczna stowarzyszona do u ma postac
7 = 2y—3x%y+y* +const.

Zauwazmy, ze funkcja w = u+iv = 2z—z3+C jest funkcja analityczng, tak jak by¢
powinno. ;

Zanim poéjdziemy dalej, sprébujmy korzystajac z faktu, ze jestesmy fizykami, zaprezen-
towaé inne, krétsze wyprowadzenie tych warunkoéw, oparte na uzyciu infinitezymalnie
malych przyrostéw. Niech w = u+iv i w' = p+ig, wtedy dw = w'dz lub biorac czesc
rzeczywista i urojong

du = pdx—gdy, op = pdy+gdx.
Stad wynika natychmiast, ze

& 2. 8

x -y P T Ty 9

Rownania powyzsze sg identyczne z rownaniami Cauchy’ego—Riemanna (6.1).

Kontynuujge te nieformalne rozwazania, mozemy wyprowadzi¢ inny, $cisle zwiazany
wynik, ktéry pozwoli nam lepiej zrozumieé sens analityczno$ci. Ponownie, niech w(z) =
= wix, y) = u(x, ¥)+iv(x, y). Pokazemy teraz, ze dw/dz* = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
rownania Cauéhy’ego—Riemanna sa spelnione. Nie bgdziemy klopotaé si¢ sensem tej
pochodnej wzgledem z*, ale po prostu formalnie zrézniczkujemy traktujac pochodna
symbolicznie. Z pomoca wyrazen

x=(z+z%/2 1 y=(z—z%)/2

mamy

ow dw ox ow dy fou o)l (Ju v 1)#
|3+ ¥ (-2 =

oo Ty \ax Uz eyt

__{(_6‘5 K WL L
=3\ " T2\ )

£
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Jezeli rownania Cauchy’ego-Riemanna sa spelnione, ostatnie wyrazenie znika. Jezelj
z drugiej strony dw/dz* = 0, wtedy zaréwno rzeczywista jak i zespolona cze$é ostatniego
wyrazenia musi znika¢, a wigc rownania Cauchy’ego-Riemanna sa spelnione.,

Ten czysto formalny wynik, ktéry mozna otrzymaé scisle, sugeruje nam, ze funkcje
analityczne sa niezalezne od z*; sa one funkcjami tylko z. Tak wigc funkcje analityczne
sq prawdziwymi funkcjami zmiennej zespolonej, a nie po prostu zespolonymi funkcjami
dwoch zmiennych rzeczymstych (patrz np. zadanie 1), ktére ogélnie rzecz biorac beda
zalezaly zaréwno od z*, jak réwniez od z, zgodnie z

FERVT LA =

6.2. NIEKTORE PODSTAWOWE FUNKCJE ANALITYCZNE

Jedna z najbardziej uzytecznych funkcji zmiennej zespolonej jest funkcja wykladnicza,
ktéra dla z = x+iy definiujemy przez
e” = e*(cos y+isiny). (6.5)
Z tej definicji i z naszych poprzednich rozwazan wynika prosto, Ze e* jest funkcja anali-
tyczna i ze
d

= &%
dz

Inne znane wlasnosci funkcji wykladniczych, w szczegdlnodei e%1+72 = gf1e% wynikaja

bezposrednio z réwnania (6.5). Zauwazmy, Ze e® jest funkcja okresowa o okresie 2, tzi.
e*t3M = e%e?™ = ef(cos2m+isin2n) =
Z réwnania (6.5) widzimy, Ze
e = cosy+isiny,

skad wynika, iz
e’ +e¥ ; e —e~t

T e ey

Wzory te sugeruja, ze dla dowolnego zespolonego z mozemy zdefiniowaé

cosy =

eiz E:--iz
cosz = + (6.6)
i
3 el'z_e—iz
sinz = TRt (6.7)
a poniewaz
d
= el
to latwo jest obliczy¢ pochodne cosz i sinz. Otrzymujemy
ie" — je~** ;
FPBE Sy — ding
$ “iet et
ESII]Z———-—ZI_ = COS Z,




jak moglibysSmy si¢ spodziewac sadzac z przypadku zmiennej rzeczywiste]. Uzywajac
rownan (6.6) i (6.7) latwo sprawdzié, ze wszystkie znane tozsamodci trygonometryczne,
takie jak
cos(z; +z,) = €08z; 008z, —sinz, sinz,,
pozostaja stuszne dla zmiennych zespolonych.
Zespolone funkcje sinus i cosinus moga oczywiécie byé zapisane w postaci ux, y)+
+iv(x, y). Przykltadowo

. S 1 o 1 L.
sinz = % [efx+3) _g=i=+in] = 5 e"’(cosx+z31nx)—§?e’(cosx—z sinx) =

= sinx(e” +e 7)/2 +icosx(e* —e¥)/2,
zatem
sinz = coshysinx+isinhycosx. (6.8)
Podobnie
cosz = coshycosx—isinhysinx, (6.9)
Kladac x = 0 vzyskujemy ﬁzyteczne relacje sin(iy) = #sinhy i cos(iy) = coshy. Widzimy
takze, Ze warunki Cauchy’ego-Riemanna spelnione s3 wszedzie tak, jak wiemy, Ze po-
winny byé. Z réwnan (6.8) i (6.9) wynikaja bezposérednio inne wlasnosci
(sinz)* = sin(z*),
sin(—z) = —sin(z),
sin{z+2x) = sin(z).

Uzywajgc funkcji sinus i cosinus definiujemy inne znane funkcje trygonometryczne, np.

tgz = sinzfcosz.

W podobny sposéb przez analogi¢ z przypadkiem rzeczywistym definiujemy cotangens,
secans 1 cosecans. Funkcje te réinia sie od sinusa i cosinusa w ten sposéb, ze nie sa
wszedzie analityczne. Tangens bedacy stosunkiem dwéch funkcji analitycznych bedzie
analityczny wszedzie z wyjatkiem punktéw, w ktérych cosz = 0. Uzywajac czesci rzeczy-
wistej 1 zespolonej cosinusa mozemy napisaé¢ ten warunek jako

coshycosx = 0, sinhysinx = 0,
Teraz coshy = 1 dla wszystkich rzeczywistych y; pierwsze réwnanie ma wiec rozwigzania
wszedzie, gdzie cosx = 0 lub x = 2u+Dw/2, n =0, +1, +£2,.... W tych punktach
sinx = %1, wigc drugie réwnanie wymaga, aby sinhy = 0, tzn. y = 0. Zatem tangens
Jest funkcja osobliwg w punktach (2n+1)x/2 dlan = 0, +1, ... na osi rzeczywistej i tylko
W tych punktach. Wobec tego tgz staje si¢ nieskoficzony w dokladnie tych samych
punktach, gdzie tgx (x rzeczywiste) staje sie nieskonczony i tylko w tych punktach.

Na podstawie powyzszych dyskusji kuszace moze byé przypuszczenie, 7e zespolone

funkcje trygonometryczne sa ,,po prostu tym samym” co ich rzeczywiste odpowiedniki.
Jednakie czytelnik moze latwo pokazaé, ze

|sinz|® = sin?x+sinh?y
1 wyraZenie powyZsze wzrasta bezgranicznie, gdy y dazy do nieskonczonodci. Kontrastuje

to zasadniczo z przypadkiem rzeczywistym, gdzie |sinx] < 1dla wszystkich rzeczywistych x.
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Wszystkie funkcje, ktére dyskutowaliémy do tej pory, mialy taka whasnosé, ze jezeli
wybierzemy dowolny punkt z, w plaszczyznie zespolonej i wyjdziemy z tego punktu, aby
poruszajac si¢ po dowolnej drodze powrécié do niege z powrotem, to wartodé funkcji
zmienia si¢ w sposob ciagly wzdiuz pewnej drogi powracajac do pierwotnej wartosci w z,.
Przypusémy przykladowo, ze rozwazamy funkeje w(z) = e i zaczynajac z punktu z, = 1
okrazamy w plaszezyznie z poczatek ukladu po: kole jednostkowym przeciwnie do ruchu
wskazdéwek zegara. Rys. 6.1(a) pokazuje kotowa droge w plaszczyinie z, a rys. 6.1(b)
odpowiednia droge w plaszczyznie w. [UZycie dwéch plaszezyzn zespolonych w celu

ptaszczyzna z

ptaszczyzna w ptaszczyzna w

wlz)=e? 4 wlz)=vZ

b) c)

Rys. 6.1(a) Kontur kolowy w plaszczyzZnie z wokoél poczatku ukladu. (b) Odwzorowanie konEuru Z TyS.
6.1(a) przez funkcje €. (¢) Odwzorowanie konturu z rys. 6.1(a) przez funkcje ]/E

»wykreslenia” funkcji w(z) jest czesto uzywane w teorii zmiennej zespolonej.] Zauwaimy,
ze obie drogi s3 zamknigte, co jest wiasnie geometrycznym stwierdzeniem faktu, ze jezeli
startujemy z punktu z,, gdzie funkcja ma wartosé w(zo), 1 gdy poruszajac sie po krzywej
zamknigtej wrécimy z powrotem do z,, to wartosci funkcji tworza takze lini¢ ciagla
powracajaca do w(zo). W wypadku funkcji e® rezultat ten trudno uwazaé za niezwykly,
poniewaz tak zdefiniowali$my e, kierujac sie wlasnosciami rzeczywistej funkcji wyklad-
niczej, aby funkcja ta zachowywala sie w opisany sposob. Jezeli teraz przyjrzymy sie
innej prostej funkcji, mianowicie pierwiastkowi kwadratowemu, to zobaczymy, ze nie
zawsze sprawy wygladaja tak prosto. Napiszmy formalnie

w(z) = ]/E = |/x-f—iy ;

Zauwazmy, ze definicja ta pozbawiona jest znaczenia, poniewaz nie dysponujemy w tej
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chwilj 2adnym zbiorem operacji, ktére pozwolityby nam znalezé w(z) dla jakich§ danych
x i y (z wyjatkiem y = 0). Jest to sytuacja pjzeciwna niz w przypadku réwnania (6.3),
gdzie znane operacje na zmiennych rzeczywistych wystarczaly do rozwigzania wszystkich
probleméw zwiazanych z wyliczeniem wartosci funkcji.

Na szczescie w przypadku pierwiastka kwadratowego istnigje inna mozliwo$¢, a miano-
wicie mozemy zapisa¢ z w postaci biegunowej*, jako z = re’®. W tej postaci logiczne jest
rozszerzenie pierwiastka kwadratowego na plaszezyzng zespolona zawarte w definicji:

w(z) = 'z = Yre®? = y/r[cos(6/3y+isin(6/2)].

Funkcja ta w oczywisty sposdb spelnia relacje w® = z, co jest z pewnoscia minimalnym
wymaganiem dla kazdej sensownej definicji pierwiastka kwadratowego. Sprobujmy postu-
gujac sie ta definicja zmienia¢ z wzdhiz tej samej drogi wybranej na rysunku 6.1(a)
zaczynajac od r = 11 8 = 0. Rys. 6.1(c) pokazuje odpowiadajaca temu droge w plasz-
czyZnie w. Zauwaimy, ze nie jest to droga zamknigta; po dokonaniu pelnego obiegu
wokot poczatku uktadu w plaszezyZnie z, docieramy w plaszezyznie w do punktu w = —1,
a nie w = +1. Aby dotrze¢ z powrotem do w = +1, musimy zmieniaé # od 27 do 4,
tzn. przeby¢ droge po okregu w plaszczyZnie z jeszcze jeden raz. [Patrz krzywa przerywa-
na na rys, 6.1(c).] W rzeczywistosci nie jest to najlepszy sposdb opisywania sytuacji; nie
chcemy moéwié¢ o poruszaniu si¢ po okrggu w pierwotnej plaszczyZnie po raz drugi,
wolimy raczej mowi¢ o poruszaniu si¢ po identycznej drodze w innej plaszczyinie z.
Odpowiada to faktowi, ze przy pierwszym okrazeniu 0 zmieniale sig od O do 2m,
a przy drugim od 27 do 4x. Sytuacja ta nie roZni sie tak bardzo od przypadku funkcji
w rodzaju e, jak mogloby si¢ to na pierwszy rzut oka wydawac. W zmiennych bieguno-
wych mozemy napisac

eF = e cos(rsinf)+isin(rsinf)]

1 nastgpnie tyle razy przebiega¢ po okregu, ile nam si¢ podoba (# =0 — 0 = 2x,
6 = 2= - 0 = 4z itd.). W tym wypadku otrzymujemy t¢ sama warto$¢ e* dla kazdego
obiegu. Nie tracimy zatem Zadnej informacji o 7, jeZeli bedziemy identyfikowaé ze soba
plaszczyzny odpowiadajace 6 = 0 - 0 = 2=, 8 = 2= — 0 = 4x itd. Jednakze w przy-
padku w(z) = 1/2 potrzebujemy dwoch plaszezyzn nazywanych zwykle platami Riemanna
w celu jednoznacznego scharakteryzowania funkcji w(z).

Jest oczywiste, Zze dwie plaszczyzny wystarczaja: jezeli § bedzie zmieniac sie¢ od 4=
do 6w, i uzyskujemy te same wartoéci jak przy § w granicach od 0 do 2.

Wazna jest rzecza pamigtac, ze droga pokazana na rys. 6.1(a) okraza poczatek uktadu.
Jezeli wybierzemy droge, ktora ani nie okraza poczatku ukladu, ani nie przecina dodatniej
osi x, wtedy w plaszczyznie w takZe otrzymamy droge zamknigta. Rys. 6.2(a) 1 6.2(b)
pokazuja sytuacje dla w(z) = ]/ z, przy czym zaczynamy od z, = ]/56“0, gdzie ¢y =
= arctg2 (postlugujemy si¢ zwyklia trygonometryczng konwencja, wedlug ktorej arctgx
przyjmuje warto$ci miedzy 0 i 7/2). Mozemy powiedzieé, ze na rys. 6.2(a) zaczynamy od
punktu z, = 1+2i na pierwszym placie Riemanna i powracamy do tego punktu bez okra-

* Jezeli napiszemy z = x+iy i dokonamy zamiany zmiennych przechodzac do wspolrzednych bie-
gunowych (x = rcosfl, y = rsinfl), uzyskujemy =z = r(cosf@+isinf) = rei?, gdzie r = (x2+y?)\2

i = arctg(i).
X
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zania poczatku ukladu. JeZeli uczynimy to samo dla z, = 1+2/ na drugim placie
Riemanna (tzn. ¢ = arctg2+2x), w plaszczyznie w zostanie wykreslona odpowiednia
krzywa zamknigta (rys. 6.2(c)). :

+ plaszczyzna z
2i (zo=1+2i
i
+ e
| 1
a)
A
A ptaszczyzna w .
w(Z)=vz 1
r' b
wizgh
—2 —1
1 2 #iZ)
ptaszczyzna w i
iy wlz)=vz
b) c)

Rys. 6.2 (a) Zamknicty kontur w plaszczyZnie z. ktory nie obejmuje poczatku ukladu wspotrzednych.

(b) Odwzorowanie konturu z rysunku 6.2(a) przez funkcie ]/z, w przypadku przyjecia, ze kontur

Z 1ys. 6. 2(3.) lezy na pierwszym placie Riemanna. (c) Odwzorowanie konturu z rvs. 6.2(2) przez funkcje
]/ I w przypadku przyjecia, Ze kontur z rys. 6.2(a) lezy na drugim placie Riemanna.

Latwo zauwazy¢, ze opisane powyiej trudnosci beda wystepowaé takze dla wz) =1 z
1 kazdej drogi zaczynajacej sig na dodatniej osi rzeczywistej i powracajacej do pierwotnego
punktu po okrazeniu poczatku ukladu. Jezeli zatem chcemy rozwazyé w(z) = V'z w po-
dobnie prosty sposdb jak €7, to stwierdzamy, ze funkcja y’;nie Jest ciagta wzdtuz dodatniej
osi x i nie jest tam analityczna. Aby jednak uniknaé tej klopotliwej sytuacji, mozemy
powiedzie¢, Zze gdy wracamy z powrotem na o§ rzeczywista po przebyciu luku 27 radia-
néw, to przechodzimy w spos6b ciagly na drugi plat Riemanna. Gdy jeszcze raz obiegniemy
z = 0 na drugim placie powracajac z powrotem na dodatnia o§ rzeczywista, przechodzimy
wtedy w ciagly sposdb na pierwszy plat Riemanna. Mozna sobie zatem wyobrazié, e oba
platy sg przecigte wzdluz dodatniej osi x i polaczone w sposob zilustrowany na rys. 6.3.
Przy pomocy tej konstrukcji funkcja w(z) = }/z staje sie jednowartoéciowa [na obu platach
kladziemy w(0) = 0] i analityczna wszedzie z wyjatkiem poczatku ukladu, gdzie dla j'z
wystepuje ta sama trudno$¢ co dla /' x w pr"fyp'ldku zmiennej rzeczywistej. Poczatek ukiadu
jest zatem punktem osobliwym dla w(z) = /z.
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Przyjmijmy w ogdlnosci, Ze mamy jakis punkt osobliwy z, pewnej funkcji w(z) i droge
zaczynajaca si¢ w z; , ktora okraza ten punkt. Jezeli w celu powrotu do pierwotnej wartosci
w(z;) kat 6 musi przebiega¢ zakres wigkszy niz od 0 do 2w, wtedy z, nazywane Jjest
punktem rozgal¢zienia funkeji w(z). Cigcie, ktére wychodzi z tego punktu, nosi czasem
nazw¢ cigcia galgziowego. W prostym przypadku, ktory dyskutowaliémy powyzej [w(z) =
= /z] warto$¢ w(z,) dla z, z drugiego ptatu rézni sie po prostu znakiem od w(z,) dla z,
z pierwszego platu. Zauwazcie, ze mozliwe jest, aby punkt z, z pierwszego ptatu byt punktem,
dla ktérego pewna funkcja w(z) jest analityczna, podezas gdy punkt zy z drugiego platu
iest punktem osobliwym. Przykladem takiej funkcji jest

w(z) jest jednowartodciowa funkcja okre§long na dwuplatowej powierzchni Riemanna
przecigte] wzdluz dodatniej osi rzeczywistej i polaczonej tak, jak pokazuje rys. 6.3.
Funkcja ta jest analityczna w z = —1 dla ¢ = = na pierwszym placie Riemanna i osobliwa
wz = —1 dla ¢ = 37 na drugim placie Riemanna.

ptat 1

X ptat 2

Rys. 6.3 Widok z boku dwdch platéw Riemanna funkeji w(z) = ]/; patrzac wzdtuz osi rzeczywistej w kie-
runku poczatku ukiadu.

W powyzszej dyskusji moglibydmy oczywiscie upieraé sie, ze 6 bedace argumentem z
ma przedzial zmienno$ci wynoszacy tylko 2 radiandw. Mogliby$my wtedy powiedzieé, ze

wiz) = Vre®, 0<6<2n

definiuje pewna jednowartoéciowa funkcje, analityczna wszedzie w zespolonej plaszezyZnie z
z wyjatkiem punktéw lezacych na dodatniej osi rzeczywistej (wlacznie z punktem z = 0)
i, 7e

waz) = Y refCrI™Nz = ez 0 < 6 < 2n

‘takze definiuje pewna funkcie. Obie funkcje wi{z) i w,(2) spelniaja réwnosé wi = w? = z

i sy nazywane jednowartosciowymi galeziami V'z. Jest oczywiste, Ze jeZeli zdefiniujemy

wi(z) = y"re“”*‘*“)/z, 0 <6 < 2m,

to bedziemy mieli wa(z) = wy(2); wten wigcsposob nie uzyskamy nowej gatezi. Pozostawiamy
czytelnikowi jako ¢wiczenie pokazanie, Ze mozna zdefiniowad trzy jednowartosciowe galezie
funkcji w(z) = 1 "zize jezeli chee sie wtym przypadku zdefiniowa¢ w(z) jako jednowarto$-
ciowa funkcje analityczna wszedzie z wythklem punktu z = 0, to potrzebna jest trzypla-
lowa powierzchnia Riemanna.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze wybor osi rzeczywistej jako cigeia dla funkeji wiz) = yz byt
catkowicie dowolny. Dowolna inna pélprosta, powiedzmy 6 0y, bytaby réwnie dobra.
Jedyng rzecza, ktéra nie jest dowolna, Jjest wybor punktu z = _;dko punktu rozgalezienia;

= 0 Jest prawdziwym punktem osobliwym funkcji w(z) = i tego nie mozna zmienié,

Il

tﬂ::
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JednakZe w przypadku zdefiniowanych powyzej funkcji wi(z) i wy(2) pélprosta osobliwa
6 = 0 jest, z wyjatkiem z = 0, linia osobliwoéci »Stworzonych przez czlowieka”. Réwnie
dobrze, mogliby$my wybraé pélprosta 6 = 8, jako linig osobliwosci. Moglibysmy np. zde-
finiowa¢
wi(z) = Vre®? 6, <0 <6b,+2r
i podobnie
wa(z) = rei®+2my2 — —y rei?
B <0 < 0,427,

Jezeli cheemy mieé do czynienia z Jjednowartosciowg funkcjg analityczna wszedzie z wyjat-
kiem z = 0, to mozemy skonstruowaé dwuptatowa powierzchnie Riemanna przecieta
i Zaczong wzdhuz linii @ = 6,. Na krawedzi ciecia przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara
Vz = /rei2, po przebyciu tuku 27 radiandw nie powracamy do tej wartosci, ale do
wartoscl — ;/r_e”"/z 1 przechodzimy na drugi plat. Zauwazcie, ze w tym przypadku pewne
wartoéci w(z) = |/ z, ktore byly na pierwszym placic Riemanna, gdy cigcie bieglo wzdiuz
6 = 0, znajduja si¢ teraz na drugim placie Riemanna i na odwrét. Dowodzi to, Ze kons-
trukcja Riemanna jest jedynie sposobem Jjednowartosciowego zapisu funkcji. Rozréznienia
" migdzy pierwszym i drugim platem sa kwestia umowy. W rzeczywistosci nie powinno sta-
nowi¢ trudnosci dla czytelnika wyobrazenie sobie, Ze jakakolwiek rozsadna krzywa
biegnaca od srodka ukladu wspdlrzednych do nieskoficzonoéci moglaby stanowi¢ dopusz-
czalne cigcie, wzdtuz ktérego dwa platy Riemanna funkeji w(z) = }/z moga byé polaczone.,
Zanim porzucimy ten przyklad, sprobujmy najpierw zastanowié sie nad rozumowaniem,
ktére na pierwszy rzut oka wydaje sie zaprzecza¢ temu, o czym wlasnie méwilismy.
Rozwaimy dowolny punkt x, # 0 na dodatniej osi rzeczywistej. Wyobrazamy sobie, Ze
istnieje pewne otoczenie punktu x,, w ktérym mozemy napisa¢ z = xo+ o, gdzie o jest
pewna liczba zespolona, i definiujemy zatem V’ zza pomoca szeregu potggowego

e L pistlole”
¥Vz=yxg (1 +j§0~—§x—g-+ ),
jezeli tylko szereg jest zbiezny (zobaczymy poOzniej, ze szereg ten jest zbiezny, jezeli tylko
lo| < Xo). Jest to funkcja jednowartosciowa definiujaca ¥z w sposéb ciagly w jakim$
obszarze zawierajacym cz¢éé dodatniej osi rzeczywistej. Jednakze definicji tej nie mozna
zastosowac do calej plaszczyzny zespolonej, poniewaz szereg powyzszy nie wszedzie jest
zbiezny. Okazuje sig, Ze nie jest mozliwe rozszerzenie (lub ,,przedluzenie’) tej funkcji na
wszystkie punkty plaszczyzny z w ten sposGb, aby }/ z byt jednowartosciowy i analityczny.
Powré6cimy do tego zagadnienia, gdy bedziemy dyskutowaé w dalszej czesci tego rozdziatu
zasady przedtuzania analitycznego. Fakt, ze funkcja zdefiniowana za pomoca szeregu jest
ciagta przy przechodzeniu przez dodatnig 0§ rzeczywista, nie jest w sprzecznosci z umiesz-
czeniem cigcia wzdtuz tej osi, jak to pierwotnie zrobilismy, poniewaz (co zostalo pokazane
powyzej) cigcie moze byé umieszczone gdziekolwiek indziej, o ile tylko zaczyna siew z = 0.
W szczegblnosci cigeie mozna wybraé w ten sposob, ze lezy ono catkowicie poza obszarem
zbieznodci szeregu uzytego do definicji Vz (np. mozna wybraé ciecie wzdtuz ujemne;j
osi rzeczywistej). Na zakonczenie zwrécimy uwage, Ze moglibySmy z powodzeniem zde-
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finiowac w ten sposob funkcje e, Funkcja ta ma dia rzeczywistych wartosei x szereg
potggowy zbiciny wszedzie i nietrudno uwierzy¢, Ze zespolony szereg potegowy z tymi
samymi wspolezynnikami (I/n!) bedzie zbieiny wszedzie w plaszezyZnie zespolone;j.

Jako inny przykiad wielowartosciowej funkceji rozwazymy logarytm, Uzywajac ponownie
z = re' zdefiniujemy

logz = Inr+i0,
gdzie In oznacza zwykly logarytm naturalny dodatniej liczby rzeczywistej. Zauwaimy, Ze
E,:log: o= elnr+il’l o elrlrE:l'I} Py reiO = z

oraz

log(z,2;) = In(ryra)+ (0 +6;) = Inry +i0, +Inry+i0, = logz, +logz,.

Tak wiec logarytm posiada gtowne wlasnosci, ktérych mezna byloby sie spodziewaé przez
analogi¢ z przypadkiem zmiennej rzeczywistej. W przypadku logarytmu opisane powyzej
trudnosci wynikajace z wielowartodciowoscl sa powazniejsze, poniewaz bez wzgledu na to,
jak wiele razy okrazamy srodek ukladu wspotrzednych zaczynajac, powiedzmy, z jakiego$
punktu na dodatniej osi rzeczywistej, nigdy nie powrdcimy do pierwotlnej wartoécei loga-
rytmu. Logarytm wzrasta o 27 przy kazdym obiegu (lub zmniejsza si¢ o 2=, jezeli poru-
szamy si¢ w kierunku malejacego ). Wobec tego, aby uczyni¢ logz funkcja jednowartos-
ciowg, potrzebna jest nieskonczona liczba platéw Riemanna, z ktorych kazdy potaczony
jest z platem poniZej poprzez cigcie wzdluz dodatniej osi rzeczywistej. W wyniku takiej
konstrukcji logz jest analityczny wszgdzie z wyjatkiem z = 0; punktowi temu przypisu-
jemy wartosé log(z = 0) = — oo na wszystkich ptatach. MoZemy takze utworzy¢ nieskon-
czona liczbg jednowartos$ciowych gatezi logarytmu:
wo(z) = Inr+if+2=ni, 0<6 < 2m,
gdzie n = 0, £1, +£2, ... 1 w,(z) jest jednowarto$ciowa funkcja analityczna wszedzie z
wyjatkiem z = 0 i punktéw lezaeych na dodatniej osi rzeczywistej. Zupelnie tak jak po-
przednio
e¥nl® = 7,
ale
wo(z,2,) = wolz))+waz,)—2mni.
Galaz
wolz) = Inr+i, 0<0 < 2n
nazywana jest wartosciq glowng lub gldwnq galeziq logarytmu i bywa zwykle oznaczana
Logz. Mamy

el8s — z
Log(z,z;) = Logz; +Logz,.

Tak jak poprzednio wybér pélprostej 6 = 0 jako linii osobliwosci jest catkowicie arbi-
tralny.

Na podstawie poprzednich przykladéw przejécie do bardziej skomplikowanych przy-
padkow jest catkiem proste, na przyklad funkcja

wz) = Yz—a
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Jjest jednowarto$ciowg funkcja na dwuplatowej powierzchni Riemanna z cigciem od g do
nieskoficzonosci. Punkt z = g jest punktem rozgalezienia; jezeli wybierzemy ciecie réwno-
legle do osi rzeczywistej, uzyskujemy obrazek przedstawiony na rys. 6.4. Uzywajac ozna-
czen z rys. 6.4 mozemy zatem zdefiniowaé

W(Z) = !Z_a!I,fzeiﬁjz_

z
bt CIECIE
7
i b2

ciecigl:+“ b1 e
> ciecie
Gi=—ma b G,=2m -
Rys. 6.4 Mozliwy przebieg ciecia dla funkcji Rys. 6.5 Mozliwy przebieg cig¢ dla funkcji

wz) = yz—a. w2) = Viz—a) G=b).

Funkcja
w(z) =V (z—a) (z—b)
stanowi przypadek wymagajacy glgbszego zastanowienia sig. W celu uproszczenia geo-
metrycznych rozwazan ograniczymy si¢ do szczegdlnej sytuacji, kiedy a i b sg rzeczywiste.
Najbardziej oczywistym sposobem postgpowania jest po prostu wprowadzenie dwoch cied
z punktow rozgalezienia z = @ i z = b tak, jak pokazano na rys. 6.5. Takie proste
kierunki cig¢ zostaly wybrane ze wzglgdu na wygode rysunku. Cigcie lewostronne odpo-
wiada temu, co mielibySmy dla funkcji l/m, cigcie prawostronne temu, co mieliby$my
dla }'z—b. Przyjmujemy tutaj, ze 6, zaczyna si¢ od wartoéci —r na ,,spodzie” ciecia
i dochodzimy do warto$ci +m na ,,wierzchu” ciecia. Przy wartosci = przechodzimy na
drugi ptat i 0, rosnie dalej do wartoéci 3=, dla ktérej powracamy na pierwszy plat. Jezeli
popatrzymy wzdluz ujemnej osi rzeczywistej w kierunku poczatku ukladu, oba platy beda
tam polaczone tak, jak pokazuje rys. 6.3. Podobnie dla prawostronnego cigcia zaczynamy
na ,,wierzchu” ciecia od 0, = 0; poruszajac si¢ przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara
przechodzimy na drugi plat przy 0, = 27 1 wreszcie powracamy na pierwszy plat, gdy
B, = 4=. Wzdluz dodatniej osi rzeczywistej oba platy sa polaczone tak, jak pokazuje
rys. 6.3. Stosujac powyzsza umowe definiujemy
, w(z) = :Z_a,JLmEz_bll,fzew;,rzeioz,lz'

Jak pokazuje rys. 6.6, dowolny punkt z, na drugim placie moze by¢ osiagniety z punktu z,
na pierwszym placie zaréwno droga idaca przez lewostronne cigcie, jak i prawostronne
cigceie. Te dwie mozliwoéei rdznig si¢ tylko w ten sposéb, Zze w pierwszym przypadku 0,
wzrasta o 27w, podczas kiedy w drugim przypadku 6, wzrasta o 2n. W obu przypadkach
warto$¢ w(z) jest taka sama (réwna wartosci funkcji w odpowiednim punkcie na pierwszym
placie z minusem), jak to musi mie¢ miejsce dla funkcji jednowartosciowe). Dzigki powyz-
szej konstrukcji w(z) = }/(z—a) (z—b) staje si¢ jednowartosciowa funkcja analityczna
wszedzie z wyjatkiem punktdw z = g i z = b. Zauwazmy, ze jezeli w powyZszym przy-
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kladzie zmienimy o 2w zaréwno 8, i 0,, zaczynajac przykladowo z ,,wierzchu™ prawo-
stronnego cigcia, to przejdziemy na drugi plat przez lewostronne cigcie i powrdcimy do
naszego pierwotnego punktu na pierwszym ptlacie przez prawostronne cigeie. Sugeruje to,
7e rownie dobrze mogloby by¢ mozliwe przecigcie i polaczenie obu platéw wzdhuz osi
rzeczywistej od a do b. Dla czytelnika moze by¢ interesujace pokazanie, ze ma to rzeczy-
wiscie miejsce.

4 ciecie

CIETTE kit

/’

Rys. 6.6 Dwie roine drogi, po ktérych mozna od punktu r = z, na pierwszym placie dotrze¢ do punktu
z = 7z, na drugim placic. Rozpatrywana funkcja jest w(z)} = y(z—a) (z—¥H).

Postugujac sie wprowadzonymi powyzej pojeciami mozZemy takze uzyskaC sensownc
wyrazenia dla odwrotnych funkcji trygonometrycznych. Rozwaimy przykiadowo

w = arctgz.
Zapisujac to jako
2 = G e
[ oe™4em

otrzymujemy fatwo

(1—iz)e™ = (1 +iz)e~™
i stad
14z
1=z’

2iw
<

Biorgc logarytm obu stron znajdujemy
w—iloo 1+iz) 1 o i—z )
=2 B\ T 3 B\ )

arct, Zmilo (i+z)
82 =508\ 77|

a wiec

Zupelnie jak w przypadku logarytmu, mozemy modwi¢ o jednowartosciowych galeziach
arctgz odpowiadajacych jednowarto$ciowym galeziom logz. Giéwna galaZz odwrotnego
tangensa zdefiniowana jest, jak mozna sig spodziewaé, w nastgpujacy sposdb

Arctgz = —;— [Log(i+z)—Log(i—2z)] .
Podobne rozwazania stosuja sig do funkcji arcsinz i arccosz.
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6.3. CALKOWANIE ZESPOLONE — TWIERDZENIE CAUCHY’EGO-GOURSATA

Przechodzimy teraz do catkowania funkcji zespolonych, tego dziatu teorii, ktory jest
szczegdlnie interesujacy zardwno dla matematykéw, jak i fizykow. Ze wzgledu na odpowied-
nios¢ miedzy liczbami zespolonymi i dwuwymiarowymi wektorami spodziewamy sie, ze
bedziemy mogli zdefiniowac caltke krzywoliniowa funkcji zespolonej wzdtuz jakiejs krzywej
w plaszczyZnie z.

Niech ¢ bedzie rzeczywistym parametrem zmieniajacym si¢ od 4 do #5 i niech z = z(t)
bedzie jakas krzywa, lub konturem C, w plaszczyinie zespolonej o kofcach A4 = z(ty)

B = z(t5) (patrz rys. 6.7). Zaznaczamy teraz pewna liczbg punktéw f; pomiedzy ¢, i tg
i przyblizamy krzywa przez szereg linii prostych prowadzonych od kazdego z(1;) do 2(ti44).
W celu zdefiniowania catki funkcji w zmiennej zespolonej tworzymy wielkoié

lim Zw(zf)dzf = f w(z)dz,

|#2,/=0 =3 &

gdzie Az; = z(t;,,)—2(#) oraz w(z;) jest wartoscia funkcji w dowolnym punkecie z; lezacym
na C pomiedzy z(t;,,) i z(#;). Suma obliczana jest w granicy dowolnie drobnego podziatu
odcinka, ktdry przebiega rzeczywisty parametr ¢ generujac kontur od A4 do B; to Znaczy
dla # — oo lub, co oznacza to samo, w granicy dowolnie matych Az; dla wszystkich 7.

y@®}
pfuszczzymu B

x(t)
Rys. 6.7

Piszac w(z) = u(x, y}+iv(x, y) i dz = dx+idy mamy
fw(z)dz = f(udx—wdy)-l—if(udy+“vdx). (6.10)
¢ ¢ &

Mozemy to zapisa¢ réwniez w postaci parametrycznej, wtedy

dx dy
dx = —ﬂdt, dy = "Ef_dt

i zatem

g 'B
(w(z)a’z—ff(u%—w dt)dt—i_lf( jy j’f)dt
¢ ‘A ‘4

Dla danego konturu C biegnacego od 4 do B definiujemy kontur przeciwny, 0Znaczony
przez —C, ktory bedzie ta sama krzywa, przebiegang jednak od B do 4. Calka z w(z)
wzdiuz — C jest oczywiScie dana powyzszym réwnaniem, ale z f4 1 tp zamienionymi miej- -

scami, zatem
f = & f ; (6.11)
c ) =C

24




Mozna takze pokaza¢, ze

[+ = [. (6.12)
& & e
Jezeli C jest krzywa zamknigta nie przecinajaca sig, bedziemy zawsze interpretowad jn jako
C
catke po zamknigtym konturze C przebieganym w kierunku przeciwnym do ruchu wskazo-

wek zegara.
A oto jeszcze inna wlasno$¢ calki, ktéra bedziemy bardzo czgsto wykorzystywac:

Jr@a| < [ife i < ML, 6.13)
C

gdzie M jest maksymalng wartoécia |f(z)| na konturze C, a L jest dlugoscia konturu.
Pierwsza nieréwno$é wystepujaca w (6.13) jest uogdlnieniem nieréwnosci trojkata
lzy +2,] € |z;| +|2;]. Obie nieréwnoéci wyprowadzane sa dokiadnie tak samo, jak w przy-
padku rzeczywistym.

Zanim przedstawimy ogélne twierdzenia o catkowaniu funkcji zmiennej zespolonej,
wyliczymy przyktadowo dwie catki postugujac si¢ jedynie otrzymanymi dotad rezultatami.
Najpierw obliczymy catke

I= fsin zdz
c
po dwdch drogach pokazanych na rys. 6.8: (1) C, = OB, (2) C, = 04+ A4B.

Poniewaz
sinz = coshysinx+isinhycosx,

A B=1+i

Rys. 6.8
wiec postugujac sig¢ rownaniem (6.10) mamy
I= fsinza’z = J [cosh ysinxdx—sinh ycosxdy]+i f[coshysinxdy+sinhycosxdz].
Na krz;wej C; wartcoéé x = y, zatem ’
L = (140 f coshxsinxdx—(1—1i) f sinhx cosxdx = (1 —coshlcosl)+i(sinh1sinl).
L] 0

Obliczymy teraz I wzdluz C,. Wzdhuz drogizOdo 4 x = 0idx = 0, 2 wzdluz drogi z 4
do By =1idy =0, zatem

1 1
I, = fsinzdz = —fsinhya'y+ fcoshlsinxdx+
Ca2 0 o

1
+ifsinhlcosxdx = l—coshlcosl+isinhlsinl = f;.
0
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Calka z O do B jest taka sama dla obu drég catkowania. W rzeczywistodci, jak udowod-
nimy pdézniej, catka jest taka sama dla jakiejkolwick drogi — zalezy tylko od punktéw
wyznaczajacych poczatek i koniec konturu. Widzimy réwniez, ze catka po zamknigtym
konturze skladajacym sig z C; i —C; (tzn. C, przebieganego w kierunku odwrotnym) jest
zerem. Pokazemy, ze wynik ten zachowuje sig dla kazdej funkcji, ktora jest analityczna
wewnatrz zamknigtego konturu i na nim samym.

Zauwazmy, ze jezeli wyliczymy formalnie, zgodnie z regutami analizy rzeczywistej,
to mamy

13—5
Li=1I= J sinzdz = —cosz|§** =1—coshlcos1+isinhlsinl,
0
gdzie postuzyliSmy sig réwnaniem (6.9). W dalszym ciagu udowodnimy takze to ,,podsta-
wowe -twierdzeiie analizy funkcji zespolonych”, ktére jest stuszne w kazdym obszarze,
w jakim funkcja podcatkowa jest analityczna. ‘

Jako drugi przyklad, sprobujmy scatkowaé funkcje f(z) = z* po kole jednostkowym
o Srodku w poczatku ukladu, obiegajac kontur w kierunku przeciwnym do ruchu wskazo-
wek zegara. Wartosci z na tej krzywej dane sa réwnaniem z = e”, gdzie 6 zmienia sig
od 0 do 2w, zatem

2
I= j[ z*dz = f e~ Yiel%dh = 2mi.
C 0
Poniewaz zz* = 1 na C, otrzymujemy takze rezultat

j(idz = 27,
z
¢

Zadna z tych catek po zamknigtym konturze nie jest zerem. Jak zobaczymy ponizej, wynika
to z faktu, ze z* nie jest nigdzie analityczna, a zatem nie jest analityczna wewnatrz
konturu C i na nim, a z~! nie jest analityczna w punkcie z = 0, ktory lezy wewnatrz C.
Oba przyklady wyjasnia
Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli funkcja f(z) jest analityczna na jakim§ zamknietym
konturze C i wewnatrz niego i f/(z) jest ciagla na tym obszarze, to

j{ f2)dz = 0.

Podamy dwa dowody tego twierdzenia:
Dowadd 1.

§ 7@dz = § (wdx—vdy)+i § (udy+vd).
C C C

W celu obliczenia dwéch catek krzywoliniowych stojacych po prawej stromie uzywamy
twierdzenia Greena o catkach krzywoliniowych. Stwierdza ono, ze jezeli P 1 Q sg ciaglymi
funkcjami na zamknigtym konturze C i wewnatrz niego, to

j(de+Qdy) = fkf (—‘Z—%w%) dxdy,
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gdzie R jest powierzchnia ograniczona przez C. Z zaloZenia f(z) jest ciagle, pierwsze pochod-
ne czgstkowe u i v sa wigc takze ciagle, Z twierdzenia Greena wynika zatem, Ze

f(udx—vdy)+i}-(udy+ﬂdx) =

- [f () [ (- oo

Poniewaz rownania Cauchy’ego-Riemanna sg spetnione, wszystkie powyzsze funkcje pod-
catkowe znikaja. Wobec tego

§ fe)dz = 0.

c.b.d.o.

Dowdd 2. Twierdzenie Cauchy’ego mozna réwniez dowie$é postugujac sig twierdzeniem

Stokesa, ktére jest §ciSle zwigzane z twierdzeniem Greena, a jest by¢ moze lepiej znane.
Piszemy

ff(z)dz= fF-di+if{G-a,
[ (¥ c

gdzie
F=ui—vj, G=voituy 1 dl=dxit+dyj.

Niech § bedzie obszarem skladajacym sig z konturu C i jego wnetrza. Poniewaz warunki
Cauchy’ego-Riemanna spelnione sa na S, wynika stad, ze (VxF), =01 (VxG), =0
na obszarze S, gdzie z oznacza k-ta skladowa rotacji w kierunku k, np.

H—~v) Ou

ot o

ox . 0y
dzigki réwnaniom Cauchy’ego-Riemanna. Postugujac sie teraz twierdzeniem Stokesa,
ktorego wazno$é zalezy od ciaglosci czterech pierwszych pochodnych czastkowych u 1 o,
mamy

(VxF)., =

{ Az = )(F-dnij((;-dl = [(UxF)-dS+i [(VxG)-dS =
{54 {4 4 5 5

- f(VxF)za’S+ff (VxG),dS =0,
5 '

gdzie dS = kdS,
c.b.d.o.
Mozliwe jest udowodnienie twierdzenia Cauchy’ego bez zakladamia ciagtosci f'(2).
Wiynika to z faktu, ze kazda funkcja analityczna w jakims$ obszarze ma tam z konieczno$ci
ciagla pochodng. W rzeczywistosci, jak udowodnimy, funkcja analityczna ma pochodne
dowolnego rzedu i wszystkie te pochodne sa ciaggle, przy czym ciaglodé n-tej pochodnej
Jjest konsekwencja istnienia pochodnej rzedu n+1. JednakZe ten rezultat dotyczacy wyz-
szych pochodnych bedziemy mogli otrzymaé dopiero potem, jak pokazemy, Ze ciaglosc
f'(z) nie jest konieczna do udowodnienia twierdzenia Cauchy’ego.
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Ziagodzenie lub ostabienie zatozen, przy ktérych
f fz)dz = 0,
&

ma zatem zasadnicze znaczenie, W rzeczywistosci jest to centralny punkt teorii funkcji
analitycznych. Niektorzy autorzy (nigdy matematycy) definiuja funkcje analityczna jako
funkcje rézniczkowalna o ciaglej pochodnej. Centralny rezultat teorii wynika wtedy
w sposéb trywialny, jak widzieliémy z poprzedniego twierdzenia. Jest to jednak matema-
tyczne oszustwo kosmicznych rozmiaréw. Goursat pierwszy udowodnil, ze warunek,
aby f'(z) bylo ciagle, jest zbyteczny. Whadnie rezultat Goursata jest tym, co odréznia w is-
totny sposéb teori¢ catkowania funkcji zmiennej zespolonej od teorii calek krzywolinio-
wych na plaszczyZnie rzeczywistej. Chociaz twierdzenie to nazywane jest czesto twierdze-
niem Cauchy’ego, ,,cz¢$¢ Goursata” daje mu rzeczywistej matematycznej mocy. Dowodzac
to twierdzenie bgdziemy opiera¢ si¢ na rozumowaniu zaproponowanym przez Franklina
1 Knoppa.

Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata. Jezeli funkcja f(z) jest analityczna na zamknietym

konturze C 1 wewnatrz niego, to }( f2)dz = 0.
[0}

Dowdd. Udowodnimy to twierdzenie najpierw dla obszaru tréjkatnego; latwo je
nastgpnie rozszerzy¢ na dowolny obszar. Niech R oznacza zamknigty obszar skladajacy
si¢ z punktow lezacych wewnatrz i na brzegu trdjkata ograniczonego zamknigtym
konturem 7 o catkowitej dlugosci L. Poniewaz f(z) jest analityczne na R,
f(z) istnieje na R i zatem f{z) jest ciagle na R. Podzielimy teraz R na mniejsze tréjkaty, jak
pokazuje rys. 6.9. Kazdy mniejszy trojkat jest podobny do pierwotnego tréjkata, ale jego
boki i obwdd sa o polowe krétsze. Granice matych tréjkatéw oznaczymy przez Ti(i = 1,
2, 3, 4). Oczywiscie

§ fwydz = ' { o)z,

i

Rys. 6.9

gdzie wszystkie kontury przebiegane sa w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek ze-
gara. Wszystkie trzy boki trdjkata 3 przebiegane sa w obu kierunkach i zatem catki wzdtuz
tych odcinkéw znosza sig. Stosujac do tego réwnania nieréwno$¢ tréjkata otrzy-
m=jemy

f o< 3| f o,
) T

Pt
Dowod polega na pokazaniu, ze wielko$é po lewej stronie jest dowolnie mata.
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Niech teraz C, oznacza trdjkat, ktéry daje najwigkszy wkiad do powyiszej sumy.
Mamy wtedy

|§ ferde| < 4| § S,

gdzie dlugoéé C, = L, = L/2. Powtorzymy teraz ten proces na trojkacie ograniczonym
przez C,. To znaczy znajdziemy kontur C, ograniczajacy taki trojkat wehodzacy w skiad
C,. ze

f 1| < 4l f fydz,
Ci Cz

gdzie dlugo$é C, = L, = Lj2%. Jezeli podzial jest powtdrzony n razy, otrzymujemy taki
szereg tréjkatnych konturéw C,, zawartych jeden w drugim, Ze

iff(:‘:)dz| <4 ff(z)dz’ ; (6.14)
T Cn

gdzie dlugoéé C, = L, = L/2". W celu zakonczenia dowodu musimy pokazad, iz
f o
Cn

maleje z n szybciej niz 4* wzrasta z ».

Oznaczymy przez R, zamknigty obszar skladajacy si¢ z C, i punktéw wewngtrznych
powstalego przy n-tym podziale tréjkata ograniczonego przez C,. Jest oczywiste, ze kazdy
punkt R,., nalezy do R, i w miarg jak »n — cc, ten ciag zawartych jeden w drugim
domknietych zbioréw zbiega si¢ do jakiego$ pojedynczego punktu zo, ktry zawiera sig
w kazdym R, i takze w R. (Jezeli R jest kontynentem afrykanskim i wybieramy R, jako
ten obszar, ktéry zawiera najwigkszego Iwa w Afryce, mamy algorytm zlapania wielkiego
lwa — po prostu budujemy klatke wokét z,.) Poniewaz f(z) istnieje, z definicji wynika,
ze dla kazdego ¢ istnieje takie &, ze jezeli tylko Q < |z—2o| < 6, to

! |

Rozwazmy teraz funkcje g(z) zdefiniowana przez

a Z#Z[],

fD=fED) _ iy g
g(z) = =20
0 dla z =z,
Zauwazmy, Ze |g(z)] < &, jezeli |z—z,] < 8, to g(z) jest zatem ciggle w z = z,.
Funkcja f(z) jest wiec dana dla wszystkich punktéw z nalezacych do R przez

(@) = f(zo)+(z—20) [(20) +(z—20) £(2)-

Uzyjemy tego zwiazku do obliczenia J( f(z)dz. Dwa pierwsze czlony sa catkowitymi funk-
Cn

cjami z (z, jest stale) o pochodnych wszedzie ciaglych. Mozemy zatem zastosowal wcze-

$niejsza wersje twierdzenia Cauchy’ego i stwierdzimy, Ze

{1z +(z—20) f(zo))dz = 0
Ci



dla wszystkich 7, zatem

‘{ f2)dz = f (z—z0) g(2) d=.

Dokonujemy teraz wystarczajaco wielu podzialéw (tzn. wybieramy » dostatecznie duze)
tak, aby 2" > L/d, wtedy L, = L/2" < 4. Ponadto dla kazdego punktu z na C, warto$é
lz—zo| < L, < &, poniewaz z, lezy wewnatrz R, i odleglo$é od dowolnego punktu we-
wnatrz do dowolnego punktu na obwodzie tréjkata jest oczywiscie mniejsza niz obwod
tego tréjkata; zatem dla |z—zo| < 8 i |g(2)| <& wynika, Ze {(z—z0)g(z)| < L,e. Stad
mamy, iz

1z = | f =2 e@dz < L2e = s(Lf2? = o121,
G a3 |
przy czym skorzystaliSmy z réwnania (6.13). Z réwnania (6.14) wynika teraz, ze
|f fyaz| < 12,
i

Poniewaz £ jest ustalonym skonczonym obwodem trojkatnego obszaru R, a ¢ jest dowolne,
moZzemy uczyni¢ wielko$¢ ¢L? mmiejsza od jakiejkolwiek zadanej uprzednio liczby &,
Wobec tego

| fizydz| =0 istad § Az = 0.
] ! J

Dowodzi to twierdzenia Cauchy’ego-Goursata dla tréjkatnych konturéw.

Nie bedziemy podawaé formalnego rozszerzenia tego wyniku na przypadek dowolnego
obszaru, poniewaz metoda postepowania i wynik sq jasne i proste. Majac dowolny kontur C
wpisujemy w niego wielokgt. Kazdy wielokat moze by¢ roztozony na sume trojkatéw, wiemy
wige, Ze twierdzenie zachowuje stusznoéé dla wielokata o dowolnej liczbie bokdw. Jest
jasne, Ze réznica ;

f @z~ { fiz)del,

gdzie P jest obwodem wielokata wpisanego w C, moze byé dowolnie mala, jezeli wybraé
wielokat z wystarczajaco wielka liczba bokéw. Dowodzi to twierdzenia Cauchy’ego-Gour-
sata dla obszaru o dowolnym ksztalcie.

Podczas przeprowadzania dowodu zaktadaliSmy milczaco, ze obszar R jest obszarem
jednospdjnym. Oznacza to, ze kazdy zamknigty kontur zawarty w R obejmuje tylko punkty
nalezace do R. Przypusémy jednak, ze obszar R ma Jjeden lub wiecej ,,wycietych” podob-
szaréw. Byloby zatem mozliwe skonstruowanie krzywych wokét tych ,,dziur’” w taki sposéb,
ze krzywe te lezalyby catkowicie w R, ale zamykalyby wewnatrz punkty nie nalezace do R.
Obszary takie nazywaja sie obszarami wielospdjnymi. Twierdzenie Cauchy’ego nie jest
stuszne dla dowolnych konturéw w obszarach wielospdjnych.

6.4. KONSEKWENCJE TWIERDZENIA CAUCHY’EGO

Najwigkszy wysitek jest poza nami; bedziemy teraz bada¢ niektére glowne nastgpstwa
twierdzenia Cauchy’ego.
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Niezalezno$é od drogi
Udowodnimy najpierw, ze jezeli funkcja f(2) jest analityczna w obszarze R, a C; i C,
leza w R 1 maja wspolne punkty poczatkowy i kofcowy, to

[rdz = [ faz.
Cy Cz

Dowdd wynika natychmiast z zastosowania twierdzenia Cauchy’ego do konturu zamknig-
tego skladajacego sig z C; 1 —Cy, jak pokazuje rys. 6.10,

[+ [=o=f=-[=].

Cs =6y C, -C; c,

przy czym korzysta si¢ z réwnania (6.11).

A

Rys. 6.10

Podstawowe twierdzenie analizy

Z naszej dyskusji niezaleznosei calki od drogi wynika, Ze rownanie
F(z) = f fde

definiuje jednoznaczng funkcje z, jezeli f(z") jest analityczna w obszarze zawierajacym droge
migdzy zg i z.

Twierdzenie. F(z) jest analityczne i F'(z) = f(2).

Dowod:

44z

Flz+A2)=F(z) = f fi2Hdz,

gdzie droga od z do (z-+4z) moze by¢ przyjeta jako linia prosta. MoZemy napisacé

z4+4z z+dz

fiz) = @ f & = lz J f2)dz

1 stad wynika, Ze

A » z4+dz
Ter2-F0 _foy= o [ 1) -soNe
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Funkcja f(2) jest ciagta, poniewaz jest analityczna; zatem dla wszystkich ¢ > 0 istnieje takie
0 >0, ze jezeli [Z—z] < 4, to | f2)—f(z) < e Weimy teraz 0 < |4z] < 8. Wtedy
mamy

z4+dz
Fz+Az)- F(z) 1
" Jio, ‘f(z),’ SR ) L =E
To znaczy, ze
F'(z) = lim M :f(z)_

dz+0 Az

Funkcja F(z) jest zatem analityczna i jej pochodna jest f(z).

Zatem catka F{(z) z funkcji analitycznej f(2) jest analityczna funkcja gornej granicy catki,
o ile droga catkowania zawarta jest w obszarze R, w ktérym funkcja podeatkowa jest ana-
lityczna. Z powyzszego wynika natychmiast podstawowe twierdzenie rachunku calkowego

b b a
[f@dz = [f@dz~ [ f2)dz = Fe)-Fa,

gdzie a i b s3 punktami z obszaru R i F'(z) = f(z), tzn. F(z) jest funkcja pierwotna f(z).
Zauwazyliémy juz poprzednio, Ze ten spos6b obliczania calek stosowat sie w szczegblnym
przypadku do catki z sinz od a =0do b = 147 (patrz paragraf 6.3).

Calkowy wzér Cauchy’ego

Udowodnimy teraz jedno z najbardziej uzZytecznych twierdzen w calej matematycznej
fizyce.

Twierdzenie. Jezeli f(z) jest analityczna wewnatrz jakiej$§ zamknigtej krzywej C i na tej
krzywej, wtedy dla kazdego punktu z, wewnatrz C

- 3 @)
fzo) = -2—m_-c . dz. (6.15)
Dowéd. Narysujmy wewnatrz krzywej C okrag C, o promiénju r wokét z, i rozwazmy

krzywa pokazana na rysunku 6.11. Sklada si¢ ona z okregu C, i krzywej C potaczonych
dwoma prostoliniowymi odcinkami L, i L,, ktére leza dowolnie blisko siebie. Nazwijmy
ten caly kontur C’. Rozwazmy teraz

'_:ﬁz_)_dz=f&dz+f‘[}%dz+g—@_dz+L[ﬂdz.

Z—Zg Z—2Zg Z—2Zg Z—Zy
&

Wewnatrz C’ wyrazenie f2)/(z—z,) jest analityczne, a wigc z twierdzenia Cauchy’ego-
Goursata

&
Gdy zblizamy teraz liniowe odcinki L, i L, dowolnie blisko siebie,

iz;)—dz - — f f2) dz

Z—7 Z—Z
Ly 4 Ly a

3
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poniewaz odcinki te przebiegane sa w przeciwnych kierunkach. W granicy mamy wiec

@ dz=0'= { N dz + ) dz,
z==z; J 7= J z—zy -
skad o
j[ f(2) i - (2) .
Z—2, z—zg

Rys. 6.11

Zauwazmy w tym miejscu, Ze (fo rozpatrywane jako osobny kontur, tzn. nie jako czesé
", jest przebiegane w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara. Zdefiniujmy wobec

tego Cp = — (fo, tak ze C, jest teraz przebiegane w kierunku przeciwnymi do ruchu wska-
zowek zegara (tak jak C). Mozemy wtedy napisaé

A a s .

J 2=z J 22—z
P Q o

o
Zauwazmy, Ze dla potrzeb powyzszych rozwazan C, nie musi by¢ okrggiem, rédwnie dobrze
mogiby to by¢ dowolny kontur zamkniety, lezacy catkowicie wewnatrz C i tak samo zo-
rientowany. Ostatnie réwnanie mozemy napisaé w postaci

§ @ dz = fi (zo)jg a_ W@ ~fzo)

I—2z,

Skorzystamy teraz z faktu, Zze C, jest okrggiem, piszac z—z, = re’” na konturze C,.
Pierwsza calka po prawej stronie wynosi zatem

Az i)
Cf Z—2g d rei?

dla wszystkich » > 0 wewnatrz C. Wzér Cauchy’ego bedzie zatem dowiedziony, jezeli
mozemy pokazaé, Zze druga catka znika dla jakiego$ wybranego konturu C,. Ciaglosé f(z)
w zp méwi nam, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie d, Ze jezeli |z—=z| < 6, to
[f(2)=f(z0)| < ¢. Biorac wigc r = & spelniamy réwnanie [z—z,| = 6, co z kolei pociaga
za soba

£
ié z—2Z, [z— 2] |dz| < "3-(2'-'1'3) = 2me.

} f@“f(zo) dz' < |A(2) — f(zo)l

3 Matematyka w fizyce...
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Biorac wigc dostatecznie male r, ale ciagle wigksze od 0, mozna osiggnaé to, ze
bezwzgledna wartos¢ catki bedzie mniejsza od dowolnej uprzednio zadanej liczby,
skad

j(. /) dz = 27if(z,).

Z—2

Wynik ten jest kolejng wskazéwka zadziwiajaco silnej wewnetrznej struktury funkcji
analitycznych. Oznacza on, Ze jeZeli funkcja jest analityczna na konturze C i wewnatrz nie-
go, to warto$C tej funkeji w kazdym punkcie wewnatrz C okrelona jest przez jej wartosci
na ograniczajacej krzywej C. W elektrostatyce znany jest nastepujacy réwnowazny rezultat:
Jezeli rzeczywista funkcja u(x, y) jest ustalona na pewnej krzywej zamknietej i jezeli V2u = 0,
to u okreslone jest wszedzie wewnatrz tej krzywej. Funkcja analityczna zbudowana jest
z pary takich funkcji harmonicznych. Mogliby$my, gdyby§my chcieli, studiowaé ,,teorie
funkeji harmonicznych” zamiast ,,teorii funkcji analitycznych’’.

Pochodpe funkcji analitycznych

Uzywajac catkowej formuly Cauchy’ego mozemy udowodnié, ze wszystkie pochodne
funkcji analitycznej sa analityczne. Analogiczne twierdzenie dla Zmiennej rzeczywistej
nie jest prawdziwe: funkcja, ktéra jest raz rézniczkowalna w jakims obszarze, nie jest
koniecznie w tym cbszarze rézniczkowalna nieskoriczenie wicle razy. Na przyklad funkcja
J{x) = x|x| ma pochodna f(x) = 2|x|, ktéra jest wszedzie ciagla, jednakze f ‘(x) nie jest
rozniczkowalne w x = 0.

Jezeli zrézniczkujemy obie strony catkowego wzoru Cauchy’ego zmieniajac porzadek
rozniczkowania 1 catkowania, otrzymamy

e il sy (6.16)

2mi ) (z—z5)°
Ty (z—2z4)
Poniewaz z, jest dowolnym punktem wewnatrz C, moZemy go przyjac jako zmienng. Aby

dowieS¢ tego wzoru Scisle, zauwazmy, Ze uzywajac catkowego wzoru Cauchy'ego mozemy
napisac

f(z,) = lim fz) ~flzo) : ff [_j'(_z)-_ﬁ)__] L

7 = e Iim

zimzo  Z{—Zg 27 uszo ) LZ—2  Z—2Zo | 21— 20
= 1| e
=5—lim ¢ ——" 4z,
2mi z,_-rzoc (Z—ZIJ(‘.—-ZO)
skad
o 3ok -.'_I(Z,L 7m__.] lim { 1
S =y j Gz i Tedekss f 1O\ ey~
1 ¥ < ; f(z)
ALy oA Y R AT N ST T, S
(~~z0>~} 7S o (E1=20) J =2 G-z
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Oznaczajac z; —z, = ¥, mamy

1)
,f( 20)— 5 } T dz!

Zastgpujac [z —z,| przez warto$¢ minimalna, powiedzmy u, a | f{z)| przez warto$¢ maksymal-
na M, otrzymujemy

| f2)! ldz]

21 en0 ) Wz—zo)— €| |z—zo)?

1 @ 1.1 ML. ¢
. SR LI, ) < N || S R X
(o) i L (z—1z5)? Z; 2 ut 51_].1& U— 0,

gdzie L jest dtugoseig konturu. UdowodniliSmy w ten sposob réwnanie (6.16). Powtarzajac
rozumowanie otrzymujemy

oy 2 /2
Jz0) 2ri p (z—zo)-z‘_
i ogblnie dla n-tej pochodnej
¥
MY — i . f(z)__ 6
S (zo) = g C]( Gz dz. (6.17)

Wynik ten mozna tatwo udowodni¢ przez indukcje w ten sam sposéb, w jaki dowodzilismy
réwn. (6.16). Funkcja f(z) ma wigc wewnatrz C pochodne wszystkich rzeddow, wiec k-ta
pochedna f(z) jest ciagla, bo (k+1)-sza pochodna istnieje. Jezeli zatem napiszemy
M) = ulx, y)+iv(x, y), to pochodne czastkowe u i © wszystkich rzedéw sa ciagle, gdy tylko
funkcja f jest analityczna. W naszym wyprowadzeniu réownania (6.4) mozemy wobec tego
opusci¢ zadanie, aby drugie pochodne czastkowe byly ciagle; ich ciaglosé jest zagwaran-
towana przez analitycznosc¢ f.

Twierdzenie Liouville’a. Jezeli funkcja f(z) jest calkowita i [f(2)! jest ograniczona dla
wszystkich wartosdei z, wtedy funkcja f{z) jest stala.

Dowdd. Z. catkowej formuly Cauchy’ego znalezlismy, ze

1 ¢ A
o) = imogr &
{ £
Jezeli wezmiemy C w formie okregu |z —zo| = ro, wtedy

[zl <

L e @i 1 M
— ¢ —= 5 |dz] < M2wry = —
Zmi_,({ [(z—zo) =i 2mrd e o

C
gdzie [f{z)] < M wewnatrz i na konturze Cy. Zatem |f(zg)] < M/ry 1 mozemy wziad rg
tak duze, jak nam si¢ podoba, poniewaz funkcja f(z) jest calkowita. Biorac za§ r, dosta-
tecznie duZe, mozemy uczyni¢ |f(z,)| < ¢ dla kazdego uprzedniego zadanego z. To
znaczy |f'(zo)] = 0, co pociaga za sobg [(zo) = 0 dla wszystkich z,, skad f{z,) = const,
c.b.d.o.
Przyklad. Funkcje catkowite sinz i cosz nie mogg byé ograniczone. Z réwnaf (6.8)

1(6.9) jest jasne, Ze nie sa.
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Podstawowe twierdzenie algebry

To twierdzenie, ktdre trudno dowiesé algebraicznie, prosto wynika 7 twierdzenia Liou-
ville’a i stanowi godny uwagi zwiazek migdzy analiza i algebra. Przedstawiamy tu dowdd
ze wzgledu na jego ogromna prostote i elegancje.

Twierdzenie. Jezeli P(z) = ap+a,z+ ... +a,z" jest wielomianem od z pierwszego

lub wyzszego stopnia, to réwnanie P(z) = 0 ma przynajmniej jeden pierwiastek.
Dowdd. Zrobmy zalozenie przeciwne, mianowicie P(z) 5 0 dla dowolnego z. Wtedy funkcja
1/P(z) jest calkowita. Co wigcej [1/P(z)] = 0 dla |z| - o, a wiec [1/P(2)| jest ograniczone
dla wszystkich z. Zatem z twierdzenia Liouville’a wynika 1/P(z) = const, co stanowi sprze-
cznos¢, poniewaz P(z) jest stopnia pierwszego lub wyizszego. Stad P(z) = 0 przynajmniej
dla jednej wartoéci z, “c.b.d.o. |

6.5. TRANSFORMATY HILBERTA I WARTOSC GEOWNA CAUCHY'EGO

Przy studiowaniuréznych ukladéw fizycznych zdarza sig czesto, ze mamy do czynienia
z funkcjami o warto$ciach zespolonych—wspétezynniki zatamania, podatnodci elektryczne;j
1 magnetycznej, amplitudy rozpraszania, zawady itp., ktére maja sens fizyczny tylko wiedy,
gdy argument funkeji (ktéry mogiby przyktadowo by¢ czgstoscig lub energia) przyjmuje
wartodci rzeczywiste. W wielu przypadkach jest mozliwe uzyskanie, za pomoca praw rza-
dzacych uktadem, informacji o ogdlnych wlasnosciach takich wiaénie £ unkcji, gdy argument
jest zespolony; na przykiad moze sie okazaé, ze funkcja jest analityczna w pewnym obszarze
plaszczyzny zespolonej. Poniewaz dane eksperymentalne mozna uzyskaé tylko dla rzeczy-
wistych wartosci argumentu, interesujace jest sprawdzi¢, czy mozemy uzyé ogdlnych wha-
snosci, takich jak analityczno$é, do wywnioskowania zwiazkéw miedzy rzeczywistymi
wielkosciami majacymi bezposrednie znaczenie fizyczne. Podstawa realizacji takiego pro-
gramu sg pary transformat Hilberta, kt6re bedziemy badaé w tym paragrafie,

Zacznijmy od rozwazenia funkcji S(z), ktéra jest analityczna w gornej pot-
plaszczyZnie i ktora jest taka, Ze [f(z)] - 0, gdy |z] » o0 w gdrnej pétplaszezyznie. (Zau-
wazmy, ze jedyna funkcja, ktéra jest w stanie spelni¢ te warunki w calej plaszczyznie, jest
J = 0.) Rozwazmy teraz catke po konturze

: 1@
(f = dz,

Z—0

gdzie C jest konturem pokazanym na rysunku 6.12 i Jjest rzeczywiste. Z zalozenia f{(z)
Jest analityczne wewnatrz i na C, tak samo jak wyrazenie 1/(z—«), zatem

_J:(_Zi.dz =0,
Z— U
Podzielmy te calke nastgpujaco

®—05 R
‘f(_z) dz = f __f(x) dx+ j ___f(z) dz + [ ~@..dx+ ngjl dz =0,
z—a g X 5 T—0 iy X0 Z—o

Sg
gdzie & jest promieniem malego pélokregu S, centrowanego w x = x, a R jest promieniem
duZzego polokregu Sy centrowanego w Srodku ukladu wspéirzednych, tak jak pokazuje
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rys. 6.12. Promied § moZe byé wybrany dowolnie maly, a promienn R moze byt wybrany
dowolnie duzy., W granicy dowolnie malego 4 wielkodc

f S ) dx+ f—i@;dx

[- . ]
nazywana jest wartodcig gtdwnq cafki z f(x)/(x — ) 1 jest oznaczana przez
f & 4.
— o
A
R
R o-0 o atd +R

Rys. 5.12 Kontur C uzywany przy wyprowadzaniu réwn. (6.18). Promiert R polokregu Sg mozna dowolnie
powiekszy¢ i promien & polokregu S; mozna tak bardzo zmniejszyé, jak sobie tego Zyczymy.

Ponizej powiemy wigcej o tej calce. Wzdluz duzego pélokrggu Sy polozymy teraz z = Re'
tak, ze

f(z) ) dz = f(ReB) ! Re'dh
o f R:ﬂ

U 1) i) < 2 flf(Re”)ldﬂ

1 stad

poniewaz 7
[Re®— g = |R*+ a®—2Ruacost|V? > [R? + o> —2Ra]'/? = |R—«.
Ale dla R — oo, |f(2)] - 01 R/{R—a] — 1. Wobec tego catka po polokregu o promieniu R

moie by¢ dowolnie mata, o ile wybierzemy wystarczajaco duze R. MoZemy zatem
napisac

" =
Enp |9 g fl@ﬁdz = —f(2) f e __ (DS ..
Rrco x—o z—a Z—q z—a
-R 5 5s Sg
gdzie dodali$my i odjeli$my Ezlonyf f(e)/(z—a)ldz. Kladac z—o = de® w pierwszej
s
calce po prawej stronie fego rownania znajdujemy, Ze

~ 1@ [ = B e =03} f B = inf(a),
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zatem

-R S5

Poniewaz f(z) jest ciagle w z = o, argument uzyty przy wyprowadzaniu catkowego wzoru
Cauchy’ego méwi nam, Ze ta ostatnia catka po S znika. Stad

f‘ £

lim P

R—rco

dx = inf(«).

Dla uproszczenia notacji zapiszemy to po prostu jako
w0
P f%dx = inf(), (6.18)

gdzie f(x) jest funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej. Mozemy t¢ funkcje zapisac
W postaci

f(x) = fr(x)+i(x)-

Przyréwnujac rzeczywiste i urojone czeSci w réwnaniu (6.18) otrzymujemy

fd=sp [ (6.19)
file) = —w;rl—P [.%dx. (6.19b)

Kazda para funkcji, ktore spelniaja réwnania (6.19a) i (6.19b), nazywana jest parg transfor-
mat Hilberta. Zauwazmy, iz réwnania te méwig nam, Ze jezeli fi(x) = 0, to fr(x) = 0.
Warto§é gléwna calki jest, jak widzimy, sposobem unikania osobliwosci na
drodze calkowania: calkuje si¢ do odlegtosci 6 od osobliwosci, przeskakuje nad osobliwoscia
catkuje od odlegloici & za nia. Przepis ten pozwala nadaé sens takim catkom

jak
R
f dx
ol
-R
Chcieliby$my, aby ta calka zerowala sig, poniewaz catkujemy nieparzysta funkcje po syme-
trycznym obszarze. Jezeli jednak nie postawimy P przed ta calka, osobliwo$¢ w x =0

powoduje, Ze calkowanie nie ma sensu. Postgpujac zgodnie z przepisem na wartosc
gtéwna calki latwo mozemy powyZzsza caltke obliczy¢c. Mamy

-8 P R,
P f — = hm[ 2y J i]
80 X X
-R é
Polézmy w pierwszej calce po prawej stronie x = —y, wtedy

R ] R
pfiff_:- [fi"J’_Jrff‘Ti]_
P A0 y X
-R R 4




Suma Jdwach calek w nawiasie jest zerem, poniewaz

zatem
" d
P ' - S
), X
-r
W podobny sposob mozemy wyliczy¢
R
P f dx
x—a
~R
gdzie —R < a < R. Jak powyZej, piszemy
— R _
Foax [T dx | [ d«
£ f = lim — 4 J
x—a é-0f J Xx-—a x—a
-R —-R a+d -
Kladac ponownie x = —y w pierwszej calce po prawej stronie znajdujemy, Ze
- d
P f B 1m[f Tt n(r- a)——lné -
x—4a =0
-R
= lim [Ind—In(R+a)+In(R—a)—Ind),
6=0
zatem
. R
P fu-—"--:m 2} _R<a<R (6.20)
) x—a R+a

W przypadku catki
Kk
x—a
-R

réwnanie (6.20) prowadzi do

PJ' 1) 4 PJ f(a)d+PJ fe)Aa)

-R

lub
R
P S b —fidyin ( )+P [f(x)_f(“) 5. (6.21)
) x—a
Czesto bedzie si¢ zdarzaé, ze druga catka po prawej stronie rown. (6.21) nie bedzie osobli-

wa W x = a [np. bedzie to miato miejsce, gdy f(x) jest rézniczkowalna w x = aj, tak ze
symbol P mozna opusci¢. Pozostawiamy czytelnikom uzyskanie réwnania

p| —@ﬁ - fla- 1n(§;r%)+13 &L_%?-d, (6.22)
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‘ktére jest Scifle zwiazane z réwn. (6.21). W celu zilustrowania metody wartosci
glownej, a takZe ilustracji uzycia réwnan (6.19a) i (6.19b) rozwazmy funkcje f(z) = 1 Hz+i).
Funkcja ta speinia wszystkie zalozenia zrobione przy wyprowadzaniu réwnar (6.19a)
i(6.19b). Widzimy, ze :

1

Ji(x) = TREL T

fR(x) x2+1 ]

Zbadamy réwnanie (6.19b). Zapiszemy je w postaci
X 2
R 1 ffR() - _nf[(m)-

Chcemy sprawdzié, czy f(z) = 1/(z+:) spetnia te relacje. UZywajqc réwnania (6.21) mamy

lim ff“(x)d - [fg(oc)ln( )+P f&){{zﬁ@_dx]. (6.23)
Poniewaz teraz fz(x) = x/(x*+ 1), znajdujemy, ze
Sr(x)—fr() £ 1—ox
xX—u T @+ D2+’

mozemy wigc po prawej stronie réwnania (6.23) opuscié znak wartosci gléwnej. Mamy

rowmez
R—u«
Jii =),
R-bri ln ( R+ CY)

‘réwnanie (6.23) przyjmuje wiec postaé

R R R
imp [2® g1 g f i S 2 f :
Row x—o 02 +1 Row x*+1 o +1 R—.m
: -r -R " -R
poniewaz x/(x>+1) jest funkcja nieparzysta. Zatem
R
lim P Ja(x) dx = 2 hm arctgR = sty —7tfi(e)

B o xX—o e*+1 g w41

‘i réwnanie (6.19b) jest wobec tego rzeczywiscie spelnione. Pozostawiamy czytelnikowi
pokazanie, ze réwnanie (6.19a) jest takze spelnione. Jest oczywiste, Ze réwnanie (6.21)
jest bardzo uzyteczne w polaczeniu z réwnaniami (6.19a) i (6.19b), poniewaz przy
zalozeniach zrobionych przy wyprowadzaniu tych réwnan f(2) jest rézniczkowalne w z = a.
Zatem

fn(o:)=:t J—r’—(%_—é@ (6.24a)
gyl i “(x)_f"(“)d (6.24b)

gdzie w przypadku jakich$ niejednoznacznosci

0 R
J = lim f
o R-+aa_R
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Metody te moga byé czasami uZyte do obliczania rzeczywisiych calek oznaczonych.
Na przyklad rozwazmy funkcje f(z) = e””. Funkcja ta jest wszedzie analityczna i jezeli
napiszemy z = Re”’, wtedy |f(z)| = 0, gdy R — o dla wszystkich 6 takich, ze 0 <8 < .
Nie jest to dokladnie to samo, czego uzywaliSiny powyzej dla pokazania, ze catka po duzym
polokregu z f(z)/(z—«) znika (cho¢ byloby.tym samym, jezeli mieliby§my 0 < 6 < =),
Jednakze czytelnik moze pokazaé, e dla f{z) = ¢ wkiad od duzego pdlokregu
znika i réwnania (6.19a) 1 (6.19b) sa spelnione. W takim razie fp(x) = cosx i fi(x} = sinx,
uzywajac wigc rownania (6.24a) uzyskujemy

1 sm xX— sm o
cosa = — —_— x.
T

Poniewaz sinx—sing = Zsiné—(x-a) cosf(x+ o), widZimy, Z¢ rzeczywiscie wyrazenie

podcalkowe nie jest osobliwe w x = o. W przypadkﬁ szczegblnym o = 0 znajdujemy, Ze

1 [ si
e (i,

ki X

-0
to znaczy
[ee]

sinx
f dx = =.
X

-
Na podstawie tego rezultatu z wlasnodci symetrii otrzymamy takze

o0

" osinx P
J de =2,

x 2
0

Widzimy tutaj, Ze oscylacje sinx, gdy x jest duze, zapewniaja zbieznos¢ catki, nawet mimo
Ze wyraZenie
1
f —dx
X
1

jest rozbicine. Jest to analogiczne do faktu, Ze szereg naprzemienny

Z( 1yt _- = in2)

zbiega sig, podczas gdy 3 (1/n) jest rozbieiny.
n=1

6.6. WPROWADZENIE DO ZWIAZKOW DYSPERSYJNYCH

Réwnania wyprowadzone w poprzednich paragrafach sa interesujace same w sobie
z matematycznego punktu widzenia. Jednakze fizyk chce. oczywiscie wiedzie€, czy istnieja
jakie$ uklady fizyczne, do ktérych mozna otrzymane rezultaty zastosowac. Pokazemy
teraz, ze przy dosyé ogblnych, fizycznie umotywowanych zalozeniach, mozna znaleié

41



wielkosci fizyczne posiadajace analityczne wilasnosci niezbedne do tego, aby mogly one
spetiaé zwiazek transformat Hilberta. W szczegétowych zastosowaniach skupimy uwage
na elektromagnetyzmie, wiele z naszych rezultatéw bedzie wszakze mialo bardziej ogélay
charakter.

Zaczniemy od rozwazenia ukiadu fizycznego, dla ktérego zaburzenie I(t) zwiazane
jest z reakcja uktadu R(#) nastgpujaca liniowa relacjg
o

J G(t—t) It dt, (6.25)

o]

R(t) =
Vam _
gdzie /(") mogloby przykiadowo by¢ polem elektrycznym w chwili #', a R(¢) mogtoby byé
polaryzacja uktadu w chwili 7. ZalozyliSmy, e G zalezy tylko od r—¢’, poniewaz chcemy
aby system reagowal na gwaltowne zaburzenie w chwili #,, gdy I(t") = I,8(t'—t,), w ten
sam sposdb, w jaki reagowalby na gwaltowne zaburzenie w chwili #,+7, tzn. w czasie
pbiniejszym o 7. W pierwszym przypadku mamy

1 (=]
R == [ =) Iobt~ 1)t = 2 L, Gt—1o).
V2r V2
W drugim przypadku mamy
-]
Ry(t) = 1_ jG(r—r’)Io(S(t’aro—r)dt'=—1:IDG(t—to—r)
V2w A V2r

albo innymi stowami

Ry(t+7) = 1/; LG(t—15) = R,(£).

'
Jezeli zatem przesuniemy zaburzenie o 7, to przesuniemy reakcje ukiadu o 7.
Co teraz mozemy powiedzie¢ o G(7) z ogdlnego fizycznego punktu widzenia? Po
pierwsze widzimy, Ze zaburzenie w chwili ¢ nie powinno prowadzié do reakcji ukladu
w chwilach wczesniejszych od ¢, tzn. G(z) = 0 dla v < 0, a wiec

R(t) = f G(t—1HI(t)ar',

co pokazuje, Ze reakcja w chwili # jest wazona superpozycja liniowa wszystkich zaburzen,
ktére miaty miejsce przed czasem t. Jest to warunek przyczynowosci. Mozliwosé, ze G(7)
Jest osobliwe dla jakiegokolwiek skoriczonego 7, jest wykluczona, poniewaz reakcja ukladu
na gwaltowne zaburzenie {t") = [,6(t—¢") wynosi

1
Van
I poniewaz z fizycznego punktu widzenia wymagamy, aby reakcja ukladu byla zawsze
skoniczona, G(z) jest skoficzone dla wszystkich 7. Ponadto robimy fizycznie rozsadne za-
toZenie, ze zaburzenie uktadu w odleglej przesztosci nie ma dostrzegalnego wplywu na
sytuacje w chwili biezacej. Mozna to sformutowaé jako zadanie, aby G(z) - 0, gdy
T — 0, poniewaz na podstawie poprzedniego réwnania sprowadza sig to do zaloZenia,

R(1) =

LG(i—1y), >t
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7e reakcja ukladu na jakiekolwiek zaburzenie wygasa po dostatecznie dlugim czasie
(tzn. w kazdym ukladzie istnieje jaki$ mechanizm dyssypacji).

Rozwazmy teraz transformat¢ Fouriera réwnania (6.25). UZzywajac twierdzenia o splo-
cie (patrz paragraf 5.7) znajdujemy, Ze

r(m) = glw)iw),

gdzie
o) = - 1::— FR(f)e"“"dt glw) = 1? FG(I)C““’Q*I
],-‘/275 _;} ]/277: —tn ’
_ S
i(w) = —=—= f I(t) e dt .
Vin _g

W elektromagnetyzmie, gdzie f jest przylozonym polem elektrycznym E, a R jest
polaryzacja P, g(w) oznacza sie zwyczajowo przez y(w), ktore nazywane jest podatnoscia
elektryczna, zatem

Plw) = ylw)E(w).
Zakladajac, ze G(1) spelnia

f[G(T)IdT < oo,

jestesmy w stanie zagwarantowad istnienie ograniczonego g(w) dla wszystkich «. Mozemy
teraz podsumowac nasze fizycznie umotywowane zalozenia odnosnie G(7):

a) G(t) jest ograniczone dla wszystkich z,

b) |G(7)| jest catkowalne, a wigc G(z) — 0 szybciej niz /7 dla 7 — =,

¢)G(r) =0dlar < 0.

Mozemy zwrdcié uwage, ze (a) i (b) razem pociagaja za sobg catkowalnos$é w kwadracie
funkcji G(z) i stad (patrz paragraf 9.6) g(w) jest calkowalne w kwadracie.

Chcemy teraz pokazaé, ze mozemy przedluzy¢ g(w) na plaszczyzne zespolong z w ten
sposob, iz g(z) spetnia warunki, przy ktérych wyprowadziliémy parg transformat Hilberta
[réwn, (6.19a) i (6.19b)] w poprzednim paragrafie. Po pierwsze, poniewaz G(r) = 0 dla
7 < 0, napiszemy

g
g(w) = ; = J G(1)e™ dt.

Vo

Rozszerzamy te relacje na plaszczyzng zespolong uzywajac definicji

L P o T N
g(z) = == f G(I)C!:rdf = rE J G(l’) gl bl
yam g }2n 4
gdzie napisali§my z = w+ie’. Ograniczymy teraz nasza uwage do gorne) poiplaszczyzoy

(0" > 0), gdzie ze wzgledu na warunek przyczynowosci podany w zalozeniu (¢) powyZej
(1 > 0 w powyzszej calee), czynnik e~ jest gasngcg eksponenta. Dla 0 < 0 < 7 mamy
o0

1 N
ig(z)t £ —— MGf e“[.‘-’;sint}]rdt’
]/271: y



gdzie zastapiliSmy G(¢) przez warto$é maksymalng M, [zalozenie (a) powyzej], zatem
‘ M,
V2w |z|sinf

1g(z)l <

co dazy do zera, gdy |z] — 0. Dlaf = 0 lub 7 marmy
, 1 o
2w, 0 = 0) = —_ f G()et™ dt.
Vi 4

Poniewaz G(?) jest catkowalne w kwadracie, g(w, o' = 0) réwniez jest calkowalne w kwa-
dracie jako funkcja w (patrz paragraf 9.6) i zatem |g(w, w' = 0)| dazy do zera, gdy
o — 0. Wobec tego w dowolnym kierunku w gornej péiptaszezyznie |g(z)| — 0, gdy
lz| - o0,
Cheemy teraz pokazaé, ze g(z) jest analityczne w gornej polptaszczyznie. Uzywajac
1 b Ll A
g(z) = —— ] G(t)ye'dr = -——1:f G(re e~ gt (6.26)
Var Var -
widzimy, Ze dla o’ > 0

d'g 1 od il , :
T = T | O gmeFdt = —— | PG)eteordr, 627} "
&' Yo J dz" Var g

poniewaz w tym przypadku zaréwno (6.26) jak i (6.27) sa jednostajnie zbieine ze
wzgledu na czynnik e~ (o’ > 0, ¢ > 0). Zatem g(z) jest analityczne w gornej polplasz-
czyinie (o' > 0). Jednakze jest jasne, Ze nasze zalozenia odnosénie G{t) nie pozwalaja nam
rozszerzy¢ obszaru analitycznosci na o’ > 0. Mozemy niemniej powiedzieé, ze g(z) jest
ograniczone na osi rzeczywistej, tak Ze jedyne osobliwosci, gdy o’ = 0, moga byé typu
punktu rozgalezienia: mozemy nawet powiedzieé, ze takie osobliwoéci typu punktu roz-
gatezienia jak 1/)/z czy logz sa wykluczone przez zadanie ograniczonosci funkgji. Czytelnik
moze sprawdzié powracajac do wyprowadzenia oryginalnej pary, réwnan transformat
Hilberta [ré-wn. (6.19a) i (6.19b)], e mozna je zmodyfikowaé tak, aby whaczyé ograni-
czone osobliwosci typu punktu rozgalezienia, obchodzac kazdy taki punkt po malym
polokregu. Roéwnania (6.19a) i (6.19b) pozostaja zatem niezmienione przez obecnosé
takich osobliwosei (cigcia mozna zawsze tak wybraé, aby omijaly gérna pélptaszczyzne).
W celu wykluczenia mozliwosci tych osobliwosei typu punkiu rozgalezienia nalezatoby
zalozy¢ wykladnicze zanikanie G(z) dla v - . Dla dowolnego g(z) powstajacego z G(1),
ktore spelnia zalozenia (a), (b) i (c), mozemy zatem napisaé

_ 1 q gl@) .
gR((H) = -—‘;T—-P f E:a)—dw’ (6.28&)
B

Wobec tego dokonujac kilku bardzo sensownych zaloZed o rozwazanym przykiadzie
mozemy pokazaé, Ze czgsci urojona i rzeczywista fizycznej wielkosci g(w) sa Scidle ze soba
zwigzane dla rzeczywistych wartosci argumentu relacja, ktéra jest w zasadzie zwigzkiem
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dyspersyjnym. Podstawowym zatozeniem jest warunek przyczynowosci; moZemy powie-
dziet, ze preyczynowo$e pociaga za soba w rozpatrzonym przez nas przypadku istnienie
zwiazkéw dyspersyjnych. Normalnie znaczenie terminu ,,zwiazek dyspersyjny” ograni-
czane jest do catkowej relacji miedzy dwoma obserwowalnymi wielkosciami, ktéra zawiera
tylko catkowanie po wartoéciach argumentu majgcych sens fizyczny. Zatem w rownaniach
(6.28a) i (6.28b) tylko dodatnie czestodci sa dostepne eksperymentalnie, relacje te nie sg
wiec w przedstawiongj postaci bezpodrednio uZyteczne. Jednakie G(r) jest rzeczywiste,
mozemy wiec postapié nastgpujaco:

T .
g(z) = = | G()e™dt
§) #%qu

o0
o~

g¥ @) = — ] GH(e '="dt = rd {G(IJﬂ"”“dt‘ = g(~2*);

Vs

Mamy wiec g*(2) = g{—z¥), co zwykle nazywa sie warunkiem rzeczywistosci. Jezeh 7 jest
rzeczywiste (z = w), to znajdujemy, Ze

grlw)—igiw) = gr(—w)+ig(—w)
fub
gr(e) = ga(—w), (6.29a)
giw) = —g(—w), (6.29b)

t7n. gg jest parzysig funkcja w, a gy jest nieparzysta funkcja w. Zauwazmy, Ze jeZeli row-
pania (6.29a) 1 (6.29b) sa spelnione, to funkcja

o0
G(t) = ,1:— rg(m} e~ g
¥ 2r o

Jest funkcia rzeczywista.
Napiszmy teraz w réwnaniu (6.28a)

0
1 gilE) @)
aa0) =—P | Pim4ﬂ
-

Poldzmy w pierwszej calce & - —@, zatem
(-®) , ‘2@
& g; (=@ ©gl@  do
gr(@) = P_J +w T P j S

UZzywajac rawnania (6.29b) otrzymujemy ostatecznie

2 f _{ffg;_((iﬂ A

Yy o= — iy 5.30a
gle) = =P [ =20 (6.302)
i w identyczny sposob
20 [ gxl@
(43} gr @} 1y
glw) = — { -W_I;Z--dw. (6.30b)
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W réwnaniach tych wystepuja tylko dodatnie, eksperymentalnie dostgpne czgstosci. Dia
podatnosci elektrycznych mamy np.

2, [ @
1r(®) = ;P J “Cg,g’_[_j{dw; (6.31a)
G
_ 0092 ; xr(@)
yilw) = -?PJ 52__—'(0'2"!5{@- (6.31b)

Rownania (6.31a) 1 (6.31b) zostaly po raz pierwszy wyprowadzone przez H. A. Kra-
mersa 1 R, de 7 Hroniga @ nosza nazwe zwigzkdw dyspersyjuych Kramersa—Krvoniga.
Teraz zgodnie » rownaniami elektromagnetyzmu moZemy napisaé

nHw) = 1 +4ny(w),

gdzie n{w) jest zespolonym wspdlczynnikiem zalamania. PoniewaZz z jest analityczne
w gdrnej potplaszezynie, wiee #%(2) ma te samg wlasno$é i funkcja

n(z) = ' 1+4my(z) (6.32)
jest réwniez analityczna w tym obszarze, jezeli 1+ 4wy(z) nie ma zer w gdrnej polptasz-
czyinie. Jezeli |4+4my(z) znika dla jakiego$ z = z, w gdrnej pdlplaszczyinie, wtedy
zgodnie 7 warunkiem rzeczywistosci

2*(20) = #(—28)
znajdujemy, 7e 1+4y(z) znika takse dla z = —z%. Poniewaz —:z¥ lezy w gdrngj pol-
plaszczyznie i ma czgs¢ urojona Imz,, to w gornej polplaszezyZnie bedzie znajdowac sig
cigcie biegnace od —:z§ do z,. W tym przypadku zwiazki dyspersyjne (6.31a) i (6.31b)
musiatyby byé zmodyfikowane, Zalozymy, Ze n(z) nie ma zer w gornej polplaszezyZnis
i jest zatem analityczne w tym obszarze. Jednakze ze wzgledu na rownanie (6.32) |n(z)]
nie dazy do zera dla [z|] — . W rzeczywistosci
n(zy -1 dla [zl - 0,

w gbérnej polptaszczyznie. Pociaga to za soba koniecznos$é modyfikaciji traktowania czlonu
pochodzacego od duzego pdlokregu na rys. 6.12 przy otrzymywaniu réwnania (6.18).
W przypadiku n(z) mamy

r" ”('z)fdz l21-> 0 l B2 e
J Z—o :

Sq o
w notacji z poprzedniego paragrafu (patrz rys. 6.12). Zatem w przypadku »(z) rownanie

(6.18) nalezy zastgpi¢ przez

irn(w) = in+ P f —2@ da.
J d-o
Rozdzielajac czesci rzeczywista i zespolong otrzymujemy
<0 —
na(w) = 14+ P ’ D) 4 (6.331)
T J o-w
-
I [ ng(@
mw) = ——P | () el (6.33b)
T ) @-w
-0
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Korzystajac z warunku rzeczywistosci mozna przepisaé te réwnania w postaci

2~ ando

() = 1+-—P f *(_jz’i’_@ i, (6.342)
i P &) o

me) = —2p | 2 an

Wielko$¢ p(w) = (2ofcy(w), gdzie ¢ jest predkoscia dwitda w nréini, oz an
wspdlczynnikiem absorpcji 1 jest odwrotnoscia odleglosei, jaka fala

plx,t) = A exp{a‘w [?Lji)nc - t]}

przebywa, nim jej natgzenie spadnic do 1/e wartodci poczatkowej w x = 0. Uzywajac s
mamy

nlid) v Plieep { B (6.35)
™ (

J 52 —m?

0
Zatem rzeczywista czg$¢ wspdlezynnika zalamania jest catkowicie okreslona przez zna-
jomo$é wspdlczynnika absorpeji dla wszystkich czestosci! To whasnie z réwnania (6.35)
zwiazki dyspersyjne biora swoja nazwg¢. Réwnanie (6.35) wiaze wilasnosci absorpeyine
substancji z ich wlasnosciami dyspersyjnymi, to znaczy ze sposobem, w jaki wspolezynnik
zatamania zmienia si¢ z czestoscia. Whasdnic ta zmiana wspdlezynnika zatamania z czestos-
cia powoduje znane rozdzielanie (dyspersje) réznych dlugosci fali przy przejsciu przez
pryzmat.

Bardziej wspolezesnie termin zwiazek dyspersyjny jest uzywany na oznaczenie jakicgo-
kolwick zwiazku miedzy czgsciami rzeczywista i urojong jakiej$ wiclkosci fizycznej
np. amplitudy rozpraszania w mechanice kwantowej, ktory ma ogdlng postaé transformaty
Hilberta, Zauwazmy, ze poniewaz z fizveznych przestanek a(m) musi by¢ dodatnie dla
wszystkich czestodel (nie spodzievamy sig, aby istniaty fale, ktorych amplituda werasis
z czusem przy prrechodzeniu przez jakas substancie), rdwnanie (6.35) stwierdza, Z¢

) = 1+-5p | #9) o, (6.36)
0

widzimy wigc, Ze n,{0) > 1. Zatem znana statyczna stata dielektryczna & dana przez ¢ =
= n*(0) jest zawsze wigksza od jednosci. Poniewa? »,(0) = 0, widzimy, Ze catka w row-
naniu (6.36) jest zbiczna bez uzycia techniki wartosci gldwnej. Uzywajac zatem rownosc
) = & mozemy rownanie (6.36) zapisa¢ w postaci

B

ol = — [ MO
x ) &

Zwiazek ten znany jest pod nazwa reguly sum dla wspdlezynnika absorpeji; wiaze on
wazona catke po wszystkich wartoéciach wepdlczynnika absorpcji z prosta, eksperymental-
nie dostgpna stala, .



Wiy prowadzenie zwigzku dyspersyjnego dla wspdtczynnika zatamania wykazuje pewne
cechy czgsto spotykane przy wyprowadzaniu zwiazkéw dyspersyjnych. Zdarza Sig miano-
wicie czgsto, Ze rozwazana wielko$¢ nie dazy do 0, gdy |z dazy do nieskonczonosci i co
wigcej, rzadko jesteSmy w tej Szczqéliwej sytuacji, ze znamy dokladnic zachowanie sie tei
wielkosci, gdy |z| dazy do nieskoficzonoéci, z wyjatkiem np. informacji, ze Jest ona ograni-
czona dla duzych wartosci |z]. W tym przypadku mozemy postapi¢ nastgpujaco. Niech
% bedzie jakim$ punktem na osi rzeczywistej, w ktérym funkcja f(z) jest analityczna,
wtedy funkcja

M@‘_"l = ¢(2)
T—ty
nie jest osobliwa w z = «, i [¢(z)] — 0, gdy |z| —» 0. Jezeli J(2) jest analityczna w gérnej
polplaszczyinie, to ¢(z) jest tam takZe analityczna i mozemy napisa¢ zwiazek dysper-
syjny dla ¢(z)

E[IL“)—f(W]z » J" S~ f(%)

o— g —a)(x—ag)

Ale

L siasrdlss] oAl s doade <
(x—a)(x—ap)  a—ay | X—o0  x—ap |’

wobec tego nasz zwigzek dyspersyjny przyjmuje postaé

d
inf(o) = inflap)+(a—ao)P J 7@—}.;%)?_);&_0}
—f(og) P f‘ -;(fira

Zgodnie z wynikami poprzedniego paragrafu dwie ostatnie catki w sensie wartoéci glownei
znikajg i mamy po prostu

f(r)d\

— %) [\ - XU] '

inf(a) = imf(20)+ (o — %) P 1 e

Rozdzielajac czgéei rzeczywista i urojona uz_ysku;emy ostatecznic

1@ = et —a—ap [ ) g (6.37)
| - X _
Si(=) =f:(o_ro)— ;(auao)f f (7_;)5%?_ =3 dx. (6.37b)

Relacje typu réwnan (6.37a) i (6.37b) nazywane sa 2wiqzkami dyspersyjnymi = jednym
odjeciem. Aby zrobi¢ z nich uzytek, trzeba mieé sposdb okredlenia powiedzmy fal{ao) dia

jakiej$ wartodei ay, opracz posiadania normalnych informacji wymaganych przez zwykle
zwiazki d‘y spersyjne typu rownania (6.19a). Jezeli wlasnosei f{(z) dla duzych |z sa jeszcze
»gorsze”, niZ bylo zalozone powyzej [przypusémy na przyktad, ze | f(z)/z] dazy do pewnej
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niezerowej stalej, gdy |z| dazy do nieskoriczonosci] mogliby$my wprowadzié wigcej punktdw
odjecia, o, , «, itd. w analogiczny sposéb. - S

WidzieliSmy juz, Zze przyczynowosé pociaga za sobg pewne wlasnosci anahtycznosm,
zakonczymy ten paragraf pokazujac, ze odwrotne twierdzenie tez jest prawdziwe, miano-
wicie Ze analityczno$¢ pocigga za soba przyczynowo$é! Dokonamy tege uzywajac anali-
tycznych wiasnoéci n(z) w celu pokazania, Ze sygnaly elektromagnetyczne nie moga
w jakimkolwick o$rodku rozchodzié sig z predkoscia wieksza niz predko$é éwiatla. Roz-
wazmy front falowy przesuwajacy sig¢ w kierunku x w o§rodku dielektrycznym o zespo-
lonym wspotezynniku zatamania n(z). Przypu$émy, 7e w x = 0 nie ma zadnego zaburzenia
przed czasem ¢ = 0, tzn. (0, t) = 0 dla wszystkich ¢ < 0. Dowolna fale w(x, t) mozemy
zapisa¢ jako superpozycje fal plaskich o wszystkich czestoéciach

wx, 1) = f wlw)exp izm[ n(;u) x—t]}dw.

-0

L3

- Zauwazmy, Ze

aa
90, 1) = [ ylw)edo,
a wige o
— ] ; fwt
(@) = f (0, £) e ds. (6.38)

Mozemy teraz uzy¢ rownania (6.38), aby zdefiniowaé w(z) dla zespolonych z

o0
i 1 iot ,—aw't
p(z) = Eﬁf«p(o,t)e e~ “"dt,

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze 9(0, #) = 0 dla f < 01 napisalimy jak zwykle z = w+iw'.
Na podstawie naszych poprzednich argumentdw w(z) jest analityczne w gdrnej poiplasz-
czyznie i co do modulu dazy do zera, gdy |z] dazy do nieskoficzono$ci w tym obszarze.

Rozwazmy teraz
j:ﬁ p(z) exp [iz (@x - r)] dz

C

wzdtuz konfuru pokazanego na rys. 6.13. Poniewaz w(z) 1 nz) sa analityczne w goérnej

péiplaszezyZnie
f w(z)exp| iz (f-(gz)—x— t)] dz =0,
& .

Zatem

R =
_Rf wlw)exp [iw (L:’)x—r)- dow + Sj‘ y:(z)exp [iz (ﬁ(c—z)—x—t)]dz =0, (6.39)

Oznaczajac druga catkg w réwn. (6.39) przez I, mamy
e < f [w(z)lexp[—Rsinﬂ(n—:x-— z)—Rcoseig-x] Rd,
4]
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gdzie R jest pewna dowolnie duza liczba. Gdy teraz R — o, to jak widzieliSmy powyzej,

iy — 0ing — 1. Zatem w tej sytuacji
2

Hg] < ZRJ ifp(z)lexp[—R(%mr)sinG] di
3 :

\

Se

= R

Rys. 6.13 Kontur C uzywany w réwn. (6.39). R moze staé sie dowolnie duze.

ale sinfl = 20/m dla 0 < 8 < =/2. [Aby to stwierdzié, zauwazcie, ze g(8) = sind—20/=
znikadla@ = 010 = =/2 oraz g(f) jest dodatnie dla § = =/4, a wiec aby stalo si¢ réwne 0
lub mialo warto$¢ ujemna wewnatrz odcinka [0, 7/2], musi mie¢ w tym obszarze
minimum. Jednakze g"'(0) jest zawsze ujemne w [0, /2], funkcja ta nie moze wiec w zaden
sposdb przyjmowaé minimum. Mozna to stwierdzi¢ rysujac wykresy sm@ i 20/=1. Jezeli

zatem (x/c—1) jest dodatnie, to
2

- , 2R
gl < 2R J lﬁp(z)}exp[-ﬂ--(fci—t)ﬁ]dﬁ.
Q

Mamy teraz |y(z)] —» 0 dla R — o0, napiszmy wiec dla duzych R, |¢(2)| < aR~%} > 0);
wtedy

/2

[Ix] < 2qR** ’n exp[w%R(g—r)ﬂ]dﬁ

[¢]
< i 1 el SRE
J R R T "=ta i
Jezeli przyjmiemy, ze x/c > ¢, wtedy dla R — oo widzimy, Ze [Iz] — 0. Zauwaicie, Ze jezeli

xf/c < {, to nie mozemy takiego wniosku wyciagna¢ ze wzgledu na obecnn$é w powyzszej
nieréwnosci rosnacej eksponenty. Tak wiec dla R — oo rown. (6.39) przyjmuje postac

lub

DO

w(x, 1) = J q)(w)exp{w)[ 4o -—t]}dw =0

dla x/c > t. Dochodzimy zatem do zadowalajacego wniosku, Ze jezeli nie ma zadnego
sygnalu w x = 0 w chwili # = 0, to nie bedzie Zadnego sygnalu w x = x, > 0 przed
czasem t = Xqfc, co oznacra, Ze sygnal moze rozchodzi¢ sic co najwyzej z predkoscia
Swiatla ¢, nawet mimo Ze ¢/n(w) moze by¢ wigksze niz ¢, poniewaz wiadomo z ekspery-
mentu, iz n(w) moze by¢ dla duzych czestotliwosci mniejsze niz 1 [nie moZe byé oczywiscie
mniejsze od 1 dla malych czestosci, bo jak pokazaliémy n(0) > 1].
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6.7. ROZWINIECIE FUNKCJI ANALITYCZNEJ NA SZEREG POTEGOWY

Przechodzimy teraz do jednego z najwazniejszych zastosowanr twierdzenia Cauchy’ego—
Goursata, a mianowicie do mozliwosci rozwinigcia funkcji analitycznej na szereg potggowy.

Twierdzenie Laurenta. Niech f(z) bedzie funkcjg analityczng w pierScieniowym obszarze
zamknietym migdzy dwoma okregami C; i C, o wspoluym $rodku z,. Wtedy dla kazdego
punktn w tym pierscieniu

0

f@y = D Afz—zoy, (6.40)

n==—0

przy czym szereg ten jest jednostajnie zbiezny w kazdym domkmnigtym obszarze lezgcym
catkowicie wewnatrz pierScienia; w pOWyZszym Wzorze

1 f bics J
= 5 41
Ap 2w P (z' =z )"+t dz’, (6.41)
dlan=0, 1, +2, ..., a C jest dowolnym zamkni@tym‘kopturém wewnatrz pier§cienia

okrazajacego z,. _

Dowdd. Rozwazmy kontur K otaczajacy obszar R tak; jak na rys. 6.14; symbolicznie
mozZna napisaé K = C,+L,—C,+L,. Trzymamy si¢ tutaj umowy‘, 7e proste kotowe kon-
tury sa zawsze przebiegane w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara. Poniewaz
wewneirzny okrag przebiegany jest w kierunku zgodnym z ruchem wskazdwek zegara,
gdy rozwazamy go jako czes¢ K, piszemy go w postaci —C,, gdzie C, jest konwencjo-
nalnie skierowana krzywa. Poniewaz funkcja f(z) jest analityczna wewnatrz i na K, to

j:(z—r)--dz' = Je&) dz’ + [‘ J:(i’?;dz'-i— l -;L_Z_J%dz'+ f—ZfT(%dz',

-z J Z'—z J oz

Cy Ly -Ca

2nif(z) = ¥

“

Ly

\L/

Rys. 6.14 #

gdzie z € R. Przy pomocy tego samego argumentu, ktorego uzywali$my przy wyprowa-
dzaniu catkowej formuly Cauchy’ego widzimy, Ze jezeli L, i L, beda poprowadzone do-
wolnie blisko siebie, catki wzdiuz L, 1 L, zniosa sig i

y= L fIE) g L[ SED L "
_f(Z) = ZTfi o Z,__:Z—-dz *—2—‘_:1:(: —z:;_;--z--dz, ((4‘..)
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gdzie uzyliSmy réwnania (6.11). Réwnanie (6.42) jest punktem wyjscia do dowodu twier-
dzenia Laurenta. Aby pojéc dalej, skorzystamy z toZsamoéci

1 _l B
B~ a aa—p)

Drugi wyraz wynosi po prostu (B/a)[1/(w—p)], tzn. B/a razy pierwotnie rozkladana
wielko$¢, tak wiec iterujac N razy otrzymujemy

o WL -

Pamietajac o tym ostatnim réwnaniu napiszmy réwn. (6.42) w postaci

2 s f(z) (1 °f /@) .
T = omi f (CEAR RN R S (N CR PN PN Rk

2

Uzywajac réwnania (6.43) mozemy to wyraZenie zapisaé jako

2 4,1 N+1 o
FE) = ey Z f (z(z zf;3+1 f@)dz' + i? f [_2”‘ _Z_] {(_)Z_ dzl

Cy

2" pongril ([2=2 ] f@)
2ﬂ12 ﬁ( - z)fm AL +5§j [7_;:] ol

2

(6.44)

Zgodnie ze znanymi juz teraz argumentami kontury C, i C, w pierwszym i trzecim cztonie
powyzszego réwnania moga by¢ zastapione przez dowolny kontur C wokét z,, ktdry
jest zawarty w pierécieniu ograniczonym przez C, i C,. Dokonujac w trzecim czlonie
zamiany wskaznika m = n+1 otrzymujemy

N

fz) = 2 Az — 2o+ Ry(2),

n=-N-1

gdzie 4, dane jest rOwnaniem (6.41) i

z—20 I AIED 7z ™ f@)
Ry(2) = 2mi _{[z’—zo} AR dz +2*cz f[ z— zg] z—z Ft

C2

Jezeli mozemy pokazaé, ze¢ dla dostatecznie duzego N, gdzie N jest niezalezne od z,
wielko$¢ Ry (z) moze byé uczyniona mniejsza od dowolnie uprzednio zadanej liczby e,
wtedy dowdd bedzie kompletny. Niech r, bedzie promieniem C, i », promieniem C,,
mamy wtedy

L Nat FN41
[Ry(z)] < —21; [ f l2= 2| LG H di+ J‘ e z+ _‘If(z) s df)]
0

T - oI Jz=7]

Definiujemy teraz

M, = Max|f2)l, M, = Max|f(2),
zeCy zeC,

I, = Max|z—z,|, {, = Min|z—zy/,
ZER zZER

d; = Min|z'—z|, d, = Min|z'—z|.
zeR zZER

z'eCy z'eCy

e




Poniewaz R jest obszarem wewngtrz pierfcienia ograniczonego przez C; i C,,

L<r, L>r,, {6.45)
%0 Mo, (I Mor, (1, V!
i | & 2F2 [ 72
IRn(2)] < = {E) + 2 (7;) . (6.46)

Ale zgodnie z (6.45) (I ,{r) < 1 i (ry/l;) < 1, niezaleinie od z i zatem dla dostatecznie
duzego N wielko$¢ Ry(z) moZe by¢ dowolnic mala. Poniewaz ograniczenie (6.46) jest
niezalezne od z, dowod jednostajnej zbieznosci szeregu (6.40) jest zupelny. Szereg ten znany
jest pod nazwa rozwinigcia Laurenta funkcji f(z) wokdt punktu z,.
Przyklad 1. Rozwaimy funkcije
23422244
flz) = —(m)—g‘_ .

Otrzymamy rozklad Laurenta funkcji f(z) wokét osobliwego punktu z = 1. Piszac z =
= (z—1)+1, mamy

_ E=D+IP+AC-D+IP+4 _ 5 7 2
1@ = =1y =1+ =y +(z-—l)2 +(z—1)3'

W oczywisty sposob jest to rozklad Laurenta funkcji f(z) wokét punktu z = 1 i zaleca
si¢ czytelnikowi sprawdzenie tego przez obliczenie tych wspélczynnikow 4, z réwn. (6.41),
ktdre nie znikaja dla tej szczegdlnej funkcji f(z).

Przyklad 2. Rozwazymy teraz szereg Laurenta w muiej trywialnym przypadku, miano-
wicie dla funkcji cosh(z-+1/z). Cosinus hiperboliczny jest funkcja calkowita. Jej argument
z+1/z jest analityczny wszedzie z wyjatkiem poczatku ukladu, a zatem cosh(z +1/z) jest
analityczny wszedzie z wyjatkiem poczatku ukladu. MoZemy wobec tego wybraé w cha-
rakterze C, dowolnie maly okrag wokol poczatku ukladu i jako C; dowolnie duzy okrag
o tym samym $rodku. Wtedy mamy

cosh(z+—1-) = 2,4,,2", gilde ., = f R L)
z 2mi (z'y+?
- C
i C jest dowolnym zamknigtym konturem wok6t poczatku ukltadu. Niech C bedzie jednost-
kowym okregiem, wtedy z’ = €’ na C, calka przyjmuje wiec postaé

™

k19

N —217_;— f cosh(2cosf) e~ ™™di = —TIE— f cosh(2cosf)cosnfidh.
-1 o

Calka ta moze by¢ obliczona z pomoca calkowego przedstawienia dla funkcji Bessela,

ktére bedzie dyskutowane w paragrafie 6.9. W dalszej czeéci tego paragrafu obliczymy A,

jeszcze inng metoda, ale tutaj dla pelnosci podamy wynik -

w
1
- S 4
Azn Z_; mi(m+2)n)!’ (6.47)
Ay =0 dla »n=0, 1, £2, ...

Przykiad 3. W celu zilustrowania problemu innego rodzaju zwigzanego z rozwinigciem
Laurenta, rozwazymy funkcje f(z) = (z2—1)~Y2. Zgodnie z dyskusja z paragrafu 6.2,
funkcja ta ma punkty rozgalezienia w z = —1iz = 1. Mozemy wybrac cigcie biegnace
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miedzy tymi dwoma punktami wzdtuz osi rzeczywiste] definiujac jednowartodciows
gala? przez '
fG) = (er0a) 2otz 037,

gdzie 0 € ¢, < 27, 0 < @, < 2w, ¢, = |z—1]|, 0, = |z+1] 1 (9;0,)"Y? oznacza dodatni
pierwiastek kwadratowy z 1/g,0, (patrz rvs. 6.15). Przy tych definicjach funkcja f(z) jest
analityczna wszedzie z wyjatkiem osi rzeczywiste] miedzy punktami z = —1 1 z = 1.
Jezeli zatem wybierzemy C, jako okrag wokol z = 0 o promieniu infinitezymalnie wiek-
szym niz 1 i C; jako okrag o dowolnie duzym promieniu, mozemy uzyskaé rozwinigcie
Laurenta funkgji f(z) w pier§cieniu miedzy C; i C,. Jak zwykle

@@= = D Ao,

gdzie e
WMo,
An 2'1:1 { Z')"“ AT

Dla n = 0 wybieramy C jako okrag o dowolme duzym promieniu; jest oczywiste, ze dla
tego konturu odpowiednie calki znikaja, a wiec 4, = 0 dla » = 0. W przypadku » ujem-
nych wybieramy jako kontur dowolny okrag o promieniu wigkszym od 1 (patrz rys. 6.15).

Rys. 6.15 Kolowy kontur C jest punktem wyjscia przy wyliczaniu wspoiczynnikéw A, szeregu Laurentia

funkcji (z*—1)"%/2 dla # ujemnych. oy, 0a, Py 1 ¢, definivia jednowartodciowa gataz tej funkcji

i narysowany linig przerywang kontur o ksztalcie ,,psiej kosci” powstaje przez deformacj¢ konturu C,
ktora umozliwia nam- obliczenie wspolczynnikow.

Zgodnie z naszymi wynikami odno$nie niezaleZnosci calki od drogi, kontur ten moze by¢
zdeformowany do konturu o ksztalcie ,,psiej koéci”, jak pokazuje rys. 6.15. Wkiady do 4,
od nieskonczenie malych okregéw na koncach konturu znikaja, mamy wigc po prostu

An = L[f E —:ie~ 2 xTdx 4

JE

—dx,

ol e

Y1—x2

| S
il
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adzie m = —n—1 (zauwaicie, Z¢ dla rozwazanego zakresu zmiennosci #, m nie jest nigdy
siemne). Widaé jasno, ze dla m nieparzystych (n parzystych) 4, znika. Dla m parzystych
(i1 nieparzystych) calka jest elementarnie prosta, mamy wtedy

1 /2
2 ¢ X 2 !
B b wbe gt | S
- ‘ T dx = — ‘ sin™fdl SETNE
0 0
zatem
Pl | L3 {i‘, oomt 1
Ly ()
nm=

gdzie prim wskazuje, Ze tylko parzyste wartosci m wchodza do sumy. Kiadac m = 2,
mamy ostatecznie

o]
(=1 = ) a LI 11121
. L; AN 2271 T 7T 28T 8 5T

—
| L

1
= S i
Wynik ten nie jest zaskakujacy, bowiem to wlasnie otrzymaliby$my rozwijajac (z*—1)~"**
przy uzyciu metod zmiennej rzeczywiste]. Phuvazeie, ze w zgodzie z nasza definicja
jednowartosciowych galezi funkcji (z2 —1)7"/2 szereg Laurenta daje wartos¢ pierwiastka
kwadratowego, ktora jest dodatnia na dodatniej czgéei osi rzeczywistej i ujemna na ujemaej
czesel tej osi.

Do tej pory méwilismy o osobliwodciach jako o punktauh w ktorych funkcja jest
nicanalityezna, ale nic probowalismy dokonaé zadnej klasyfikacji punktow osobliwych.
Roéznice micdzy takimi punktami istnieja, jak mozemy sig¢ spodziewaé rozwazajac punkty
osobliwe = = 0 trzech funkcji 1/z, 1/z% i cosh(z+ 1/z). Czujemy, Ze osobliwoé¢ 1/2* jest
troche gorsza niz 1/z 1 Zze osobliwoéé cosh(z+1/z) jest okropna. Sposobu klasyfikacii
esobliwosci dostarcza szereg Laurenta kazdej funkeji.

Przypuéémy, ze funkcja f(z) jest analityczna w obszarze R z wyjatkiem z = z,. Roz-
wiimy 7{z) na szereg Laurenta wokot z, w obszarze R

@ = Y alz-zor+ \ b
i

n=0

( - Zo}" -

Jezeli b, = 0 dla n = N+1, N+2, ... tzn, jezeli szereg ujemnych poteg (z—1z,) konczy
sic na N-tej potedze, wtedy méwimy, Ze f(z) ma biegun rzgdu N w z,. Funkcje 1/z 1 1 f2?
maja bieguny rzedu odpowiednio pierwszego i drugiego. Natomiast rozwinigcie Laurenta
funkcji cosh(z+1/z) ma nieskoficzona liczbg ujemnych poteg z; to samo ma miejsce
w przypadku rozwinigcia Laurenta funkcji e'’%, jak wkrotce sie przekonamy. Osobliwosci
tveh funkeji w poczatku ukladu nosza nazwg istotnych osobliwosci. Nie daja sig one
usunaé droga mnozenia funkcji przez jaka$ skoriczona potege z, jak to ma miejsce
w przypadku biegunéw 1/z i 1/z%. Zauwaicie jednak, Ze obecno$¢ nieskoficzonej liczby
ujemnych poteg z w szeregu Laurenta nie gwarantuje obecnosci istotnej osobliwosci.
Przyklad 3 powyzej pokazuje, ze osobliwo$é typu punktu rozgalgzienia moze takie pro-
wadzi¢ do nieskoriczonej liczby ujemnych poteg w szeregu Laurenta. Tylke wtedy gdy
wiemy, Ze rozwazana osobliwo$é moze by¢ zamknigta w dowolnie matym obszarze, mo-
remy wnioskowaé, ze nieskoficzona liczba ujemnych poteg z pociaga za sobg istnienie
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istotnej osobliwodci. Funkcje nie posiadajaca w jakim§ obszarze istotnych osobliwosci —
cho¢ moze mie¢ ona tam bieguny — nazywamy funkciq meromorficzng.

Twierdzenie Laurenta ma szczegllnie wazne konsekwencje, w przypadku gdy nie ma
zadnych osobliwosci wewnatrz mniejszego okregu C,, tzn. f(z) jest analityczne wszedzie
wewnatrz C,. Uzywajac twierdzenia Laurenta moZemy napisaé

f@) = Z A=z,

R=—00

1 f(2)
4y = f . (6.48)

Jezeli jednak f(Z') jest analityczne wewnatrz C;, wtedy dla n = —1, —2, ... wyrazenie
podcatkowe w roéwn. (6.48) jest analityczne wewnatrz i na Ci, poniewaz C lezy wewnatrz
Cy. Zatem zgodnie z twierdzeniem Cauchy’ego-Goursata 4, = 0 dla » < —1. Co wigcej,
dla » > 0 mamy, uzywajac réwnania (6.17), ’

a1,
2mi ‘{ O )n+1 = Fﬂ (zo),

gazie

gdzie f™(zo) oznacza n-ta pochodna f(z) w z = z,, a f\O(2) = f(z,), zatem

e}
1@ = Y =1 =z (649)
n=0
Wynik ten znany jest jako twierdzenie Taylora i szereg w réwnaniu (6.49) nazywany jest
szeregiem Taylora dla f(z) wokét punktu z,. Ten bardzo wazny rezultat moze byé
sformutowany nastepujaco:
Twierdzenie Taylora. Jezeli funkcja f(z) jest analityczna we wszystkich punktach we-
wngtrznych okregu C o érodku z,, wtedy w dowolnym zamknigtym obszarze zawartym
calkowicie w C

1@ = Y= fe) o=y (6.50)

i szereg ten jest jednostajnie zbiezny. :
Mozemy teraz wyrazi¢ funkcj¢ analityczng f(z) jako jednostajnie zbiezny szereg
funkcji analitycznych (fatwo pokazaé, ze dowolny, jednostajnie zbiezny szereg funkcji
analitycznych jest analityczny). Ze wzgledu na jednostajna zbieznoé¢ latwo mozna pokazaé,
ze calka f(z) wzdluz dowolnej drogi w obszarze zbieinosci szeregu potegowego (6.49)
moze by¢ obliczona przez calkowanie szeregu czlon po czlonie (patrz zadanie 6.28).
Postugujac si¢ réwnaniem (6.17) widzimy, Ze oznacza to takZe, iz pochodne funkcji f(z)
moga by¢ obliczone réwnieZ przez. rézniczkowanie czlon po czlonie. Réwnanie (6.49)
podaje zatem funkcije f(2) i jej wszystkie pochodne w calym obszarze zbieznosci.
Przyklady

8

—

zl‘l

l.s8%=
n!

s sdldowd ] e som

E
i
[~
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2n+1
2. sinz = 2( | . TSR dia |z]<co.

o

3.(1~-2)1 = Zz", dla |zl < 1.

n=0
Wszystkie te szeregi sprowadzaja sig¢ dla rzeczywistych wartoéci z do znanych wzoréw.
Czesto jest mozliwe uzyskanie rozwinigcia Laurenta jakiej§ funkcji przy uzyciu
zwigzanego z nim rozwinigcia Taylora. Zatem w przykladzie 1 powyZej otrzymujemy

=1
327?7 (Iz] > 0).
. r=0

Widaé z tego jasno, ze ' ma w z = 0 istotng osobliwoéc. Trochg wazniejszym przykladem
jest rozwinigcie Taylora funkeji coshz. Latwo pokazaé, fe

& 5 oz
coshz = \ (Zn)'

dla |z] < co. Zatem dla [z{ > 0 mamy

cosh(z+1]/z) = Z an! ———{(z+1[2)*",

n=0

Stosujac wzér dwumianowy znajdujemy

Z2(n=m) 5 N Zh
cosh(z+1/2) = Z Z(z T = 2y 2 GEAIGT

Jezeli w rownaniu (6.50) zamienimy porzadek sumowania i nastepnie dokonamy zamiany
zmiennych v = n—p, otrzymujemy

aor - « 1
cosk(z+1/z) = F;_; : {; W]

w zgodzie z rdéwnaniem (6.47).

Obszar, w ktérym mozna dia funkcji stosowaé rozwiniecie Taylora wokdét punkiu zo,
ograniczony jest przez istnienie osobliwoéci tej funkcji. WidzieliSmy, Ze jezeli osobliwos¢
ta ma miejsce w punkcie oy, rozwiniecie Taylora stosuje si¢ wewnatrz okregu o promieniu
|t — zo| WOkt z,. Rozwiniecie Taylora daje wartosci funkeji analitycznej 1 jej wszystkich
pochodnych w kazdym punkcie w obszarze analitycznosci. W szczeglnosci wielkosci
te znane s3 w punkcie z, (patrz rys. 6.16) w poblizu granicy obszaru. Mozemy teraz uzy¢
punktu z; jako punktu, wokot ktorego rozwiniemy funkcje w inny szereg Taylora. MoZemy
to zrobi¢, poniewaz f™(z,) znane jest dla wszystkich n z pierwszego rozwinigcia funkcji
wokot z,. Promien zbieznosci tego drugiego rozwinigcia na szereg wokot z; okreslony jest
przez odlegloéé od z; do najblizszej osobliwosci. Postgpujac tym sposobem (rys. 6.16)
mozemy funkcje okresli¢ we wszystkich punktach z wyjatkiem tych, w ktorych jest osobliwa.
Przy takim postgpowaniu potrzebujemy tylko znaé¢ na poczatek wartoéci funkcji analitycz-
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nej w jakims$ obszarze, dowolnie matym. Proces ten nazywa sie przediuzaniem analitycznym.
To tak, jak gdyby paleontolog zrekonstruowatl calego dinozaura ze skamieniatych pozosta-
fosci jego jednego pazura.

Rys. 6.16 Ciag rozwinig¢ Taylora, ktore przediuzaja analitycznie funkcje znana pierwotnie w pewnym

obszarze wokot z,. Promien pierwszego rozwinigcia ograniczony jest przez osobliwosé w o,. Nastgpne

rozwinigcie Taylora wokot z; (ktore lezy wewnatrz promienia zbieznosci pierwszego rozwinigcia) ograniczone
jest przez druga osobliwo$c w oy itd.

Proces przediuzania analitycznego jest najlepsza demonstracja sztywnej struktury we-
wnetrznej funkcji analitycznych. Widzimy ponownie, jak bardzo sa od siebie zalezne wartosci
funkcjt analitycznych: wartosci funkcji analityczoej w jakimkolwiek obszarze na plaszczyz-
nie okreslaja jej wartoéci wszedzie, gdzie jest ona analityczna. Ten plan rekonstrukciji
wszystkich wartosci funkcji analityczne] demonstruje réwniez koniecznosé wiasnoscei,
ktora mowi, ze wszystkie pochodne funkcji analitycznej sa analityczne. Gdyby tak nie bylo,
nie moglibyémy przedtuzyé funkcji analitycznej przez cigg rozwinigé Taylora. Aby dato
si¢ to zrobi¢, niezbedna jest mozliwo$¢ przyblizenia funkcji dowolnie dobrZe, a to z kolei
oznacza, ze wszystkie jej pochodne musza istnieé tak, aby szereg Taylora mégt by¢ rozcia-
gniety dla uzyskania dowolnej dokladnosci. Natychmiastowa konsekwencja faktu, iz
funkcja analityczna moze byé przedluzona, jest to, Zze funkcja, ktora jest zerem wzdiuz
dowolnej krzywej w obszarze R, w ktorym jest analityczna, musi byé zerem wszedzie w R.
Oznacza to, ze jezeli dwie funkcje f(z) 1 g(z) sa rowne na jakiej$ krzywej w jednospdjnym
obszarze R, w ktérym obie sa jednowartosciowe i analityczne, wtedy musza one by¢ réwne
wszedzie w R, poniewaz f(z)—g(z) jest zerem na tej krzywej, a wiec wszedzie w R. Jak
pamigtamy, funkcje analityczne e®, sinz, sinhz itp. byly zdefiniowane dla zespolonych argu-
mentdw w sposéb, ktéry sprowadzal sie do zwyklej definicji na osi rzeczywistej. Dyskuto-
wana wyzej zasada wskazuje, Zze nie moglyby one by¢ inaczej zdefiniowane poza osig rzeczy-
wista tak, aby pozosta¢ analitycznymi. Ponadto wyjasnia to, czemu wszystkie znane toZsa-
moféci spetniane przez funkcje dla wartoéci rzeczywistych pozostaja nadal stuszne na plasz-
czyznie zespolonej.

58




Nalezy takze zwrdci¢ uwage, Zze proces przediuzania analitycznego jest scisle zwigzany
z problemem funkcji wiclowarto$ciowych i platéw Riemanna dyskutowanych w paragrafie
6.2. Przvpusémy, 7e mamy dany analityczny szereg potegowy dla pewnej funkcji w jakims
obszarze, np.
1

s ST ; 1
Fo) == 472 e T k] e Y = T Y A
W) = 7= YT=(-2 = 1— (1 -D— g (-2 + ...

w obszarze sktadajacym sig z wngtrza okregu o jednostkowym promieniu i srodku w = i,
Jezeli prébujemy przedituzaé taka funkcje wzdiuz pewnych drog w plaszezyZnie z (w powyz-
szym przypadku wzdluz dowolnej drogi okrazajace] poczatek ukladu wspdirzednych).
to moze sie zdarzyd, ze wracajac do pierwotnego obszaru, w ktdrym funkcja byta zdefiniowa-
na, nie powrdcimy do pierwotnych wartosci funkeji. Prowadzi to w naturalny sposob do kon-
strukcji pfatow Riemanna dyskutowanych w paragrafie 6.2.

6.8. TEORIA RESIDUOW — OBLICZANIE RZECZYWISTYCH CALEK OZNACZONYCH!
1 SUMOWANIE SZEREGOW

W tym paragrafie nie ma w zasadzie nic nowego. Wszystkie twierdzenia byly juz udo-
wodnione; tutaj zastosujemy je po prostu na rdine sposoby w celu wyznaczenia wartosci
pewnych rzeczywistych catek oznaczonych.

Twierdzenie o residuach. Catka z f{z) wzdluz zamknigtego konturu C zawierajgcego
skoficzona liczbe n punktéw osobliwych funkeji /{z) rowna sig sumie n calek z f(z) po n
okregach. z ktdrych kazdy otacza jeden i tylko jeden z punktow osobliwych,

Dovid. Jezeli zastosujemy twierdzenie Cauchy’ego do obszaru pokazanego na rvs.

6.17, to otrzymany

ff(z)dz-% vf‘.f(z)dz-f— .4" Aoydz+ ... + ff(:)cl: =/},
¢ ¢ ¢ q

Zauwazcie, Ze kontury C, przebiegane sa na rys. 6,17 w kierunku zgodnym z ruchem wska-
zowek zegara. Wynika stad, Ze

§ f@ydz = 2mi M R;,
o i=1
gdzie R; = (1/2xi) JC f(z)dz nazywane jest residuum w punkcie z;, W tym réwnaniu na R;
Cj
znak catki ma zwyktly sens, tzn. kontury C; przebiegane sg w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazdwek zegara,
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W powyzszym twierdzeniu nie ma nic nowego z wyjatkiem nazwy ,,residuum”. W celu
obliczania residudw bedziemy czesto uzywaé catkowej formuly Cauchy’ego, albo formuty
dla pochodnej funkcji analitycznej wyprowadzonej z formuty Cauchy’ego przez rézniczko-

" wanie.

Istnieje jednak inny, czasem uzyteczny, sposob obliczania residuéw. Rozwinmy funkcje

f(z) na szereg Laurenta wokét osobliwego punktu zo, wtedy

1) = Sa-zor+ Moz,

przy czym b, = (1/2mi) f f(z)dz = R,. Pouczajace jest sprawdzenie tego wzoru przez
Co
scalkowanie obu stron rozwiniecia Laurenta po okregu, ktéry zawiera z,, ale nie zawiera

innych osobliwosci. Zamieniajac kolejno$¢ sumowania i catkowania, co jest dozwolone,
poniewaZ szeregi te sa jednostajnie zbiezne, otrzymujemy

Cff(z)dz = Z f(z ze)'dz + Zb (z-—zo)" :

Pierwsza catka znika dla wszystkich », pomewaz (z—zo)" _]est anahtyczne Dlan = 1 druga
catka daje, przy pomocy wzoru catkowego Cauchy’ego, 2mib,. Dla n > 1 napiszemy
b, = g(z), wtedy z réwnania (6. 17) otrzymujemy

bodz [ g(nydz _ 2mi
B d g =) (=1

g Hza) =0,

poniéwaz g(z) = b, = const. Zatem (1/2ri) jf f(z)dz = b, = residuum w z,, tak wiec re-
&

siduum moze by¢ znalezione przez rozwinigcie funkcji na szereg Laurenta i wybranie
wspdlczynnika przy wyrazie (z—zo)"!. Nie ma w tym nic tajemniczego; jest to po
prostu konsekwencja calkowej formuly Cauchy’ego.

Przykiady
Ll f el/dz, gdzie C = jednostkowy okrag wokél poczatku ukiadu oraz ' =
C *
S : :
™ il ,awige by = 1, zatem I = 2mi.

R
2y == 'ﬁ zéf_::j dz, gdzie C jest oquglem |z] = 3. Najszybszym sposcbem wykona-

nia tej calki jest zapisanie jej w postaci

J‘ (322+2‘¥;’(7—*-]) e 'F (3:52+2)/zd :

£
Ff ¢ e (z+1)
gdzie Cg jest malym okn@giem wewnqtrz C okrazajacym z = 0, ale nie z =— 11 C; jest
malym okregiem okrazajacym z = —1, ale nie z = 0. UZzywajac wtedy calkowe] formuty
Cauchy’ego do cobliczenia obu calek otrzymujemy I = 2mi(2—5) = —6mi.
g f % 3242
Wz +1)° 1)“’
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gdzie C jest okregiem: |z] = 3. Rozdzielajac catke na czeéci tak, jak poprzednio mamy
3 41,
I = f -(izj—.-z—)/(—zill- dz+ f (I_i_;:_i%)/z dz = 2mi [2]+27t1|:f (l] "
&, z=—1

Co
gdzie f(z) = (3z-+2)/z. Zatem f(—1) = —4, a wigc residvum w z = -1 wynosi —2,
stad I = 2wi(2-2) = 0.

W tym ostatnim przykiadzie obliczylismy residuum funkcp maigeej  postaé
f2)/(z—zo)" w punkcie osobliwym z, postugujgc si¢ wzorem Cguchy’ego dii pochodnej .
funkcji analitycznej. W ogolnosci, jezeli f(z) jest analityczne ':wewnactrz newnego kon-
turu C otaczajacego zn i na nim, to residuum funkeji f(z)/(z—z,)" W z, wynosi

_i_ f(Z) ; _ f("*l)(.zo) PR
(n-1)1 °

2mi p (z—zo)"
Pouczajaca interpretacje tego wzoru mozna uzyska¢ rozwijajac funkcje /(z) na szereg
Taylora wokét zo. Jest to mozliwe, poniewaz funkcja f(z) jest analityczna w pewnym obsza-
rze wokot z, bo osobliwoéci s3 odosobnione, wtedy

FO D (z) (z—2p)" !
A R

Jezeli utworzymy teraz wielko$é f(z)/(z —zo)" dzielac obie strony przez (z—z,)", 40 wspoi-
czynnik przy wyrazie 1/(z—zo), ktory jest wladnie residuum funkcji f(z)/(z—z, )", wynosi
f=D(z)(mn—1)!, w zgodzie z powyzej podanym wzorem.

Zastosujemy teraz przedstawione metody do obliczania réZnych calek okresionych.

1@ = fzo) +f(z0) 2—zo)+ ... +

a) _f R(cos®, sin()dl, gdzie R jest funkcja wymierna, tzn.

B a,cosf+a,sinf+a;cos? 0+ ...
" b, cosf+b,sinf+bycos0 +bysin? b+ ...

W celu obliczenia tej calki potézmy z = e tak, ze

1 1 . 1 1
cos = 5—(z+?), sinf = 5;;(2—?)

id) = —i(dz/z). Catka przyjmuje postaé

Ak

adzie C jest okrggiem jednostkowym.
Przyklad

2mn
7= > df =
MJ atcosg’ 7%

: 1 dz . dz
P = ﬁ?“z‘f?m"
IZl=1 g4 —=—+— |zj=1
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Mianownik moe by¢ roziozony na czynniki jako (z—«) (z—f3), gdzie
= —a+@—-1"2, p=—a—(a*-D'

Poniewaz a > I, natychmiast widzimy, Ze |o] < 11 |f] > 1. Wyrazenie podcatkowe ma
zatem jeden punkt osobliwy wewnatrz kola jednostkowego w z = a i

B 2w
AN P

1
I = =2i(2ni
' i(27i) =
Nastepnie rozwazymy catki w postaci:

o«
b) f R(x)dx, gdzie R(x) jest funkcja wymierna, tzn. stosunkiem dwoch wielomiandw,
-
bez biegundw na osi rzeczywistej.
Jezeli na osi rzeczywistej nie ma biegundw, wtedy calka istnieje, gdy stopien mianownika
R(x) jest przynajmniej o dwa wyzszy od stopnia licznika. Oznacza to, ze |R(z)| — 1/|2%],
gdy |z| —» 0. Mamy zatem

{ R@dz = fe R®dx+ [ R@dz
C -0

pélokrag
(patrz rys. 6.18). Gdy ¢ — <0, zamknigty kontur C obejmuje wszystkie bieguny R(z) w gor-
nej polplaszezyznie, a wige
[ an oo
4 R@)dz = 27 2 ResR(z),

C »>0

Rys. 6.18

gdzie notacja ta ma oznaczaé utworzenie sumy wszystkich residuéw R(z) z gornej potplasz-
czyzny. Teraz w granicy duzych |z|

AT t|odh |
! f R2)dz| < I Jconsjlg L 590”%&,,
0? 0
! pétokrag - - 5
co dazy do zera, gdy ¢ — oo, zatem
* —
jf R(z)dz = [ R(x)dx = 2m'EResR(z).
C ] >0

Kiedy méwimy, ze catka po ,,konturze w nieskoniczonosci” znika, mamy w rzeczywisto-

= B

ici na my$li, ze dla dowolnego danego ¢ istnieje taki skonczony kontur C, iz H z)dz
c
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Jezeli tak jest, mowimy, Ze calka po konturze w oo jest zerem; w rzeczywistosci wszystkie
kontury sa skonczone.
Przyklad

o0

~ dx
I= | w5

Aby znalezé zera mianownika w gornej pdlplaszczyznie, musimy rozwiaza¢ réwnanie

72 = —1, Otrzymujemy z = +i. Tylko pierwiastek +/ znajduje si¢ w gérnej poliplaszczyz-
nie, zatem '

& dz 2ni d 1 \ i

+ +Hz-02 1l d (( +:.)2) =Ry~ (z+t)3,~_, —Z

¢) Inng wazna klasa calek sa calki typu J‘ R(x)e**dx. Jest to catka Fouriera wymiernej
-0

funkcji R(x). Jej czeéé rzeczywista 1 zespolona okreslaja catki

fR(x)cosxdx i f R(x)sinxdx.

- -0
Zachowujemy zaloZenie, Ze na osi rzeczywistej nie ma biegunéw. Tym razem takic

rozwaiamy catke :f R(z)e*dz po poélokregu. Poniewaz || = ¢7” < 1 dla kazdego punktu
c

w gbrnej polplaszczyznie, catka ta bedzie istniala, jeZzeli funkcja wymierna R(x) ma
w nieskoniczonoéci zero przynajmniej drugiego rzgdu. Wtedy, jak poprzednio calka po
nieskonczonym. potokregu znika pozostawiajac

f R(z)e¥*dz = me(x) e dx = 2mi Z Res[R(z)€™“].
¢

-0 ¥>0

Przyklad

Jezeli r > 0, wtedy kladac x = rk stwierdzamy, Ze catka wynosi

o

I—rf ¢* dx—rf-—we—lzr—dz—
I A 7 A Y O L

iz iz | ek

—2ir V'R )=2- | X
ir 4'3-5‘ es( P g Tir P EZHW 7 ”
¥y
Zauwazcie, Ze
w -
coskr
= —dk
I = +‘u2d
-0

i zatem powyzszy rezulitat jest faktycznie niezalezny od znaku r. Wobec tego
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Innym sposobem stwierdzenia tego moze by¢ obliczenie calki przy zalozeniu, ze r < 0.
Wtedy musimy rozwazy¢ kontur w dolnej pélplaszczyinie, poniewaz [e#] = g~ (mkyr
<o jest ograniczone tylko dla Im(k) < 0, jezeli r < 0. Jak poprzednio dla dostatecznie du-
zego polokregu (rvs. 6.19)

o

f f —27i \—' Res.

0

Rys. 6.19

Znak minus bierze sig stad, Ze kontur C przebiegany jest zgodnie z ruchem wskazdéwek
zegara. Zatem
giz | et |

[ = —2wir o —
—iur

ey - )
Z=—ipr /.&

co dla r < 0 = me™#"/u. Residuum obliczono ‘tutaj dla jedynego bieguna w dolnej pél-
plaszczyinie z = —iur.

d) Problem stanowia calki typu f R(x)e™*dx, gdzie funkcja wymierna R(x) ma w nie-
-

skoniczonosdci zero rzedu pierwszego. Calki

=2} o0
f R(x)cosaxdx i J R(xX)sin axdx
- —a0
stanowia rzeczywista i urojong cze$é powyiszej catki.

Z powyzszej dyskusji nie jest jasne, czy calki te istnieja. Lemat Jordana, ktdry teraz
udowodnimy, méwi nam, Ze one istnieja. Zndw zakladamy, Ze na osi rzeczywistej nie ma
biegunow,

Lemat Jordana. Jezeli dla ¢ — co (na rys. 6.20), [R(z)| — 0 jednostajnie w 0 dla 0 <

<b <= wedy lim [ R(z)e’*dz = 0 dla « > 0.

e—w [z|=p
Dowdd. Lemat ten prawie udowodniliémy w paragrafic o zwiazkach dyspersyjnych.
Tam jednakze korzystaliémy z analitycznosci R(z) w gbérnej péiplaszczyZnie. Tutaj skorzy-
stamy z zaloZenia o jednostajnej zbieznoéci [R(z)] do zera. Niech M{p) bedzie maksimum
|R(z)] na pélokregu |z| = ¢. Wtedy stwierdzenie, ze |R(z)] — O jednostajnie oznacza, Ze
|R(2)| < M(p), gdzie lim M(p) = 0, niezaleznie od 6.

i e
Niech

L= f R(z)e™*dz,

lzl=¢
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wtedy
™ b1
1] < M(@) | leetesmt+innd)] |gict|df = oM(o) [ &=
o 0

Postepujac z ta catka dokladnie tak jak w paragrafie 6.6 otrzymujemy

e“‘-’)

11 < =My & 0, gy o— o,

poniewaz « > 0 i M(g) - 0, gdy ¢ — . Otrzymujemy zatem wzor

f R(x)e™dx = 2ni 2 Res[R(z)e™]

— y>0

dla « > 0. Dla & < 0 przy wyprowadzaniu rozwazamy kontur lezacy tylko w dolnej pot-
plaszczyznie (y < 0) i do powyzszego wzoru nalezy wprowadzi¢ odpowiednie zmiany.

1\

lzl=¢

Rys. 6.20

Przykiad

ik |Irleos®

I= fm+ —dk = fkdqﬁfksmﬁdﬁJ dkkkz_‘_ =

kz ikir|t 2 2 k(e!kirl —i'klrl) 2T % keik}rl
= = —— k———-
i fd’fdk i k=~ f" [
-

Lemat Jordana méwi nam, ze dla zespolonych k calka ta po nieskoficzonym pélokregu
znika. Zatem

2 ke®irl 42 iuet ipirl 2n?
I= m2 i ; R 7 = = R 6.51
T 85— 3 lrl o ]l'l e » ( )

poniewaZz w gornej po}plaszczyzme znajduje sig tylko jeden biegun (k = +iu).

e) Jak dotad nie dopuszczaliémy, aby funkcja podcatkowa miata bieguay na osi
rzeczywistej. Jezeli O(z) jest funkcja meromorficzna w gornej pélptaszczyZnie, jezeli na osi
rzeczywistej funkcja ta ma tylko bieguny rzedu pierwszego (tzn. proste bieguny) i jezeli
0(z) zachowuje sie w nieskoficzonoéci jak ktorekolwiek z wyrazen podcatkowych klasy
b, ¢ lub d, wtedy metody zastosowane w tych przypadkach moga by¢ rozszerzone na przy-
padek calek typu

P [ owd,
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gdzie P oznacza warto$¢ gtéwng Cauchy’ego, ktéra wystepuje tu ze wzgledu na obecnosé
biegundw na osi rzeczywistej.

Niech Q(z) ma pojedynczy prosty biegun na osi rzeczywistej z = a. Rozwazmy wygiety
kontur C (rys. 6.21) skladajacy si¢ z malego poélokregu ¥ wokodt punktu a, duzego pétokregu
I" wokot poczatkn uktadu i dwoch prostoliniowych odcinkéw na osi rzeczywistej od — R
do a—piod a+e do R. Wezmiemy y tak male, Ze obejmuje ono tylko biegun znajdujacy
sig w a. [ jest na tyle duze, ze obejmuje wszystkie bieguny w gdrnej polplaszczyinie i na
tyle duze, Ze catka po I" dazy do zera, gdy R — co. Mamy wtedy

(f + fe + f + f)Q(z)a’z = 27:1'2 ResQ(z).

I —R a+p >0

Rys. 6.21

Biorac granicg dla R — oo otrzymujemy
a— R 0
Jllim( fo+ f)+f]g(z)dz =P [ QWdx+ [ Q(2)dz = 2mi ¥ ResQ(2).
TRR ate ¥ - ¥ ¥>0

Rozwazamy teraz [ Q(z)dz. Na vy, z = a+ge®, a wigc
: 4

0
[O@dz = [ Qa+ o) oc”ids.
¥ bt
Poniewaz (z) ma w @ prosty biegun, zawiera ono czynnik (z—a)~!. Mozemy zatem na-
pisaé¢ 0(z) = ¢(2)/(z—a)+v(z), gdzie ¢(z) 1 p(z) sa analityczne w z = g I w sasiedztwie
tego punktu. Wida¢, Ze y(z) nie daje wkiadu do calki po konturze y dla ¢ — 0, a poniewaz
z—a = pe*, to mamy:
1}
f 0(z)dz = f P(a+ oe®®)idh.
4 ™
Rozwijamy teraz ¢ na szereg Taylora wokdt a (jest ono tam analityczne)
Pla+ pe'®) = p(a)+cztony zalezne od g,

zatem dla p — 0 otrzymujemy
0
[ 0@z = [ $@idd = —ind(a).
¥ £

66




¢(a) jest oczywiscie residuum Q(z) = Bz} (z—a) w z = a, a wigc ostateczny wynik moze
by¢ napisany w postaci
o

P [ O(xydx = 2=i z Res Q(z) +mi ‘}z; ResQ(z),
&

— o y>0

edzie Y ResQ(z) oznacza sumg residuéw Q(z) w kazdym z prostych biegunéw tej funkcji
y=0
na osi rzeczywiste] (uogélniajac przypadek do kilku prostych biegundw).

Przyktad

Wartoéé tej catki moze by¢ okreslona z nastgpujacej prostej zaleznosci

20 Cz'x - eiz
P — —dx == 2 Res (—z—) = 7L,
N, X )
-0 y=0

W tym przypadku jedyny biegun lezy na osi rzeczywistej w z = x = 0. Przyréwnujac
czes¢ rzeczywista 1 urojona otrzymujemy

P J S8 ax =0,
co jest trywialnym wynikiem, bo funkcja podcatkowa jest nieparzysta, ponadto
P f iln—x—?—a{ =%

otrzymali$my poprzednio z teorii transformat Hilberta. W tym wzorze symbol P jest zby-
teczny, bo funkcja podcatkowa nie ma bieguna. Wiele calek zawierajacych sinx lub cos x
mozna obliczyé tak, jak to tutaj zrobiliémy, zastgpujac funkcj¢ trygonometryczna przez
e* i biorac nastepnie cze$¢ rzeczywista i urojona.

f) W nastepnej kolejnosci rozwazymy calki typu f x*~1R(x)dx, gdzie R(z) jest
o

wymicrne, analityczne w z = 0 i nie ma biegunéw na dodatniej osi rzeczywistej 1 gdzie
|2 R(z)| — O jednostajnie, gdy |z| = 0 i gdy |z] — o0. Poniewaz przypadek catkowitego A
moze byé rozwazony przy pomocy metod opisanych powyzej zatozymy, Ze 4 nie jest réwne
liczbie catkowite;j.

Zagadnienie to wiaZe si¢ z punktami rozgalezienia i cigciami, poniewaz z*~1 nie jest
w ogdlnosei funkcja jednowartosciowa. Niech z*~! oznacza nastgpujaca galaZ funkcji
potggowej

21 = exp[(A—Dlogz] = exp[(A1—1) (logr+i)],

gdzie 0 < 0 < 2nir > 0, wtedy

Al o pA-legi-10 ) < < 2w, r>0.

&

Ciecie zostalo poprowadzone wzdhuz dodatniej osi rzeczywistej. Dla 6 = 0 funkcja pote-
gowa ma warto$
2=l = A=l = k=1
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Rozwazmy teraz catke konturowa f 2*"1R(z)dz, gdzie zamkniety kontur C’ jest pokazany
&

na rys. 6.22. €' sklada si¢ tu z malego okregu wokét z = 0, ktérego promien bgdzie poZniej
sciagnigty do zera i duZego okregu, ktdry zostanie pézniej rozszerzony do nieskoriczonoséci
oraz dwoch calek wzdtuz dodatniej osi rzeczywistej w kierunkach przeciwnych i po przeciw-
nych krawedziach cigeia. Poniewaz funkcja podcatkowa jest nieciagla na cigciu, te dwie

A

(1

Rys. 6.22

calki nie zniosa si¢. W celu wykonania calki nalezy wszedzie okreslié faze wyrazenia
z#=1, Dokonali$my tego powyzej definiujac ja jako réwna 0 na dodatniej osi rzeczywistej,
a wiec 27! = x*71, co jest zgodne ze zwykla umowa. Wobec tego tuz ponizej osi rzeczy-
wistej 241 = x*~1e/27(=1)_Catki po malym i duzym okregu znikaja, poniewaz |Z*R(z)| = 0
dla |z] = 01 |z| = oo,

Zatem
0

§ 2Rz = — [ ¥ WO-D-1RG et [ 1R dy,
c 0 A

gdzie pierwsza catka po prawej stronie jest wkladem od prostej ponizej osi x, a druga jest
wktadem od prostej powyzej osi x. Razem calki te daja

e—ﬂii

[1 —e’"“'("“l’]f X IR(x)dx = (M)I X*1R(x)dx.
0 0

Poniewaz

§ 7 R@dz =2 D Res[Z'R()),
2

wewnatrz C*

otrzymujemy

3 2 - _ _T,:e—m'a. \j ) g
Of ATRE)r = Iy Res[z~R(:)]

(6.52)
- -
gt 1P, Z Res[z~1R(z)],

sinml
wewnatrz C’
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bo e~ = (—1). Dalej nie mozemy juz si¢ posuna¢ bez wyspecyfikowania funkcji R(z).
Bardzo prostym przykladem tego typu jest catka

Po obliczeniu tej calki uzyjemy jej do uzyskania pewnych rezultatéw zwiazanych z funkcja-
mi beta i gamma.
Po pierwsze, poniewaz 0 < A < 11 12%/(142)] - 0'dla |z] » w0 i |z| - 0, zatem

o

i;H—a’x = ﬁ)?_l Res(iz:) e —.
s 1+x sinwd vzl 4 sinmi
Funkcja beta 3(x, y) zdefiniowana jest przez
1
fx, y) = af ¢t 1=ty tdt = %f% x,y >0, (6.53)
gdzie I'(x) jest funkcja gamma:
I(x) = _F e g, (6.54)
L&)

Dowdd tozsamosci (6.53) mozna znalei¢ w wielu podrecznikach z analizy; zauwazmy
Ze
1
B, 1 =x) = T{(x) {1 —x) = j L=y rdr, jezelh 0 < x < 1.
6

Jezeli w ostatniej catce dokonamy zamiany zmiennych

5 s U 1
T F+u’
przyjmuje ona postac

oo
ux—l

o

J 1+4u

b

co dokladnie pokrywa sig¢ z catka, ktdéra dopiero co obliczyliémy, wtedy

T

PO 1 =x) =I'()I(1—-x) = -

: , dla O0<x< . (6.55)
s T

Wzdr ten moze by¢ uogdlniony droga przediuzenia analitycznego na wszysikie z w plasz-

¥ 2
czyznie zespolonej. W szczegolnodel dla x = 1/2 mamy [F (;—)] = 7, zatem

I 2 = i
wlis =F(—2-) = J 1~Y2e~tdt =2 ’ e~Pdy = J e~ du, (6.56)
0 o o

gdzie dokonalismy podstawienia 1 = u?.
Na zakonczenie tego paragrafu o teorii residuéw pokazemy, jak mozna dokonywad su-
mowania szeregdw przy pomocy calkowania po konturach. Wynik, ktéry otrzymamy, opie-
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ral sig bedzie na tym, Ze wctgwz ma bieguny rz¢du pierwszego w zerach funkcji sinmz
(tzn.wz=mnn=0,+1, £2, ...) i residuum kazdego z tych biegundw wynosi 1.

Twierdzenie. Niech f(z) bedzie funkcja meromorficzna i niech C bedzie konturem,
ktéry obejmuje zera funkcji sinmz, znajdujace si¢ w punktach z = g, o+1, ..., n. Jezeli
zalozymy, ze bieguny funkcji f(2) i sinwz nie pokrywaja sig, to

2 for) = -2% (.f retg(mfiDdz— 2 Res[rcte(m2) /). (6.57)

bieguny fiz)
wewnatrz C°

Dowdd
j( rwctg(nz)f(2)dz = ZniZ(Residua wszystkich biegunéw funkcji podcatkowej) =
c

= i [Zj'f(m)-i_ 2 Res[nctg(ﬂz)f(z)]]

bieguny f(z)
wewnatrz C”

c.b.d.o.
Przyklad. Uzyjemy tego twierdzenia do udowodnienia réwnowaznosci funkcji Lange-

vina (ctghx—1/x) i sumy
o«

2x
Z x?+n?n?
n=1
Postuzymy si¢ nastepnie tym twierdzeniem w celu wyrazenia sinfl przez nieskoriczony ilo-
czyh, co stanowi samo w sobie bardzo interesujacg formule.
Kladac f(z) = 2x/(x*+z*n?) 1 uzywajac powyiszego wzoru otrzymujemy

N
2x 1
2 e ST f rwctg(nz)f(2)dz— 2 Res[rctg(mz)f(2)],
m=-N : C bieguny fl2)
wewngtrz C

gdzie C jest jakimé zamknietym konturem, powiedzmy prostokatem obejmujacym punkty
z= —N, =N+1,...0,1,... N—1, N. Niech teraz dlugos¢ i szerokosé¢ prostokata C daza
do 0. Podczas tego

}—ila— f metg(nz)f(z)dz

C

ldz] — 0.

2x
x2+z%w?

< % f |ctgmz]
c

W celu stwierdzenia, ze ta calka znika, gdy |z] - co zauwazmy, iz

2 [ S- hl A
ot = fcosmz| (cos TeX +S1In -r:y)

[sinmz| sin?mx -+ sinh?my

Mozna teraz uzyskaé dowolnie wielka dokladno$é w sumowaniu tego szeregu przez takie
wybranie prostokata, e jego pionowe boki przecinaja o§ x w dostatecznie duZej nieparzy-

stej wielokrotnoéci jednej drugiej, na przyklad (1097+;), gdzie cosr:(1097+ 7) =01
sin:—:(los"’-i-%) = 1. Wtedy na tych bokach prostokata

P 1/2!
iR ’”y) = |tghry < 1.

1+sinh?my

letgrz] = 1 (
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Na poziomych bokach prostokata lim |ctgmz| = 1, zatem wyrazenie podcatkowe dazy

lzi—on

do |1/z2| dla |z| = oo i calka znika.
Jereli wezmiemy nieskonczony kontur prostokgtny, to

-‘ o y
? LT e allteg| RTEEE _
o \’—'"'?n T" x4z _—
_ _ 2x | ctgm(ix/m) ctgr(—ix/m) o
T g [ 2ix/w * —2ixfm = 2ictgix = 2cighx.
Zatem
X Zx 2
2 Z . NP
7y R = 2ctghx
lub
1 Y 2%

co dowadzi sformulowanej na poczatku zaleznosci.
Ten konkretay wzér, oprécz zilustrowania opisanej techniki sumowania, nie jest
szczegélnie interesujgey. Jednak, gdy scatkujemy obie strony w granicach od 0 do x, to

olrzymujemy

[=o]

k) 2

> ln(1+ ch i )=1 (smhx)

Pt mr
Stad

pf e Vafis 2 mlﬁw -
= —L; e n,,,,l m2r? |’
4 Wige
sinhx x?
—— = g (1+ ?1-2;2—). (6.59)

Mozemy uogdini¢ ten rezultat na wszystkie wartosci z w plaszezyZnie zespolonej droga
przedtuzenia analitycznege. Kladac wiedy x = i (f rzeczywiste) otrzymujemy

oo =0 | (1 = _“_) (6.60)

To wyrazenie zawierajace nieskoficzony iloczyn pokazuje w sposdb jawny wszystkie zera
funkciji sinfl. Stanowi ono kompletng faktoryzacje szeregu Taylora. Faktycznie wyrazenie
to moze by¢ uzyte jako definicja funkcji sinus.

Przyrownujac wspélezyaniki przy czlonie 6° po obu stronach powyzszego réwnania
otrzymujemy uzyteczny wzor

o

= 2
Sh-% oo
n=1 L

Jest to szezegdlna warto§¢ funkeji dzeta Riemanna

{2 = ) . (6.62)

n=1
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Istnieje wiele specyficznych trikow uZytecznych przy wykonywaniu calek i sumowaniu
szeregdw. Dokonalismy przegladu tylko podstawowych metod, ale czytelnik nie bedzie
mial trudnosci w zrozumieniu zadnej szczeg6lnej procedury, z ktéra moze si¢ zetknad, jezeli
rozumie ten paragraf. Zadanie 31 dostarcza zastosowan wszystkich podstawowych metod
rachunku residuéw, ktére byly rozwiniete powyzej.

6.9. ZASTOSOWANIA DO FUNKCJI SPECJALNYCH 1 PRZEDSTAWIEN CAEKOWYCH

W tym paragrafie uzyjemy wzoréw na pochodna funkcji analitycznej w celu znalezienia
Sunkcji tworzqcych pewnych funkeji specjalnych i ich wzoréw Rodriguesa. Wyprowadzimy
takze przedstawienia calkowe dla funkcji Bessela i wielomianéw Legendre’a.

Funkcje Bessela

Fun\kcja eliD=zw=1) jest analityczna wszedzie w plaszezyznie w z wyjatkiem w = 0,
moze by¢ wige rozwinigta na szereg Laurenta w dowolnym piercienin R, < |w| < R,
bez wzgledu na to, jak male jest R, (> 0) lub jak duze R,. Oznaczajac wspélczynniki roz-
winigcia przez J,(z), mamy

(2]
e(1/2)z0w—1/w) _ 2 J(Z)w". ) (6.63)

A=—00

Wspolczynniki rozwiniecia sa funkcjami zmiennej zespolonej z. Oznaczenie przyjete dla nich
uprzedza fakt, ze okaZa sig one funkcjami Bessela o catkowitym wskazniku. Innymi stowa-
mi et1/2(v=1/w) jest funkcjg tworzaca dla funkceji Bessela.

Udowodnimy teraz, ze funkcje J,(z) rzeczywiscie spelniaja réiniczkowe réwnanie Bes-
sela

2
f%%uu%%+w_wﬂ=u (6.64)

‘Po drodze znajdziemy catkowe przedstawienic dla funkcji Bessela i takZe jawna dla nich
formule.
Z twierdzenia Laurenta:

J(w)

"“mzm Q=g s

(6.65)

gdzie C jest dowolnym zamknigtym konturem zawartym w pierécieniu. Przyjmiemy C
w postaci jednostkowego okregu w = e, wtedy w réwnaniu (6.65) wo = 0 i Jiw) =
= ¢! 1/220e=1 Na jednostkowym okregu w—1/w = 2isinf, zatem

T ™

1 j‘ ex’zsm Ge—inﬁ‘de &= _1_ e—i(m}‘_zsjnn)de =
2r

Jl'i(.z) = _:F

o
-7 —
g -

f cos(nf — zsmﬁ)d&——u— f sin(n0 —zsin ) d6.

—TT




Druga calka jest jednak zerem, poniewaZ wyrazenie podcatkowe jest nieparzyste w 6.
Poniewaz pierwsza funkcja podcalkowa jest parzysta w 0, to

T.(2) = _71? J cos(nd —zsinB) do. (6.66)
. o]

Jest to catkowe przedstawienie funkcii J(z), ktéra jak teraz udowodnimy przez pod-
stawienie do réwnania (6.64), jest rozwigzaniem réwnania Bessela. Sprawdzenie 1ego jest
bardziej zawile niz mozna si¢ spodziewad, oprzemy sig wiec pokusie aby ,,pozostawi¢ to
czytelnikowi”. Zachecamy oczywiscie czytelnika, aby sam sprébowal, nim bedzie czytal
dalej. Mamy

e

~ 1 . .
Jiz) = 1 sinfsin(nf—zsin6)dd = — — cosfsin(nf —zsinb)[5 + (6.67a)
™ ™
°
+ —71? J cosOcos(nl —zsin8) (n — zcosb) b, (6.67b)
"o

adzic dokonalismy catkowania przez czesci. Pierwszy czton zeruje sig. Rézniczkujae po-
nownie rdwnanie (6.67a) mamy

k11
e

i (z) = ——}Ew J sin2fcos (n6 — zsin0)dl.
0

7

Tworzymy teraz wielkosé z2(J) + Jo)+zJy—n?J,, poslugujac sie réwnaniem (6.67b) na
J!(z). Wyrazenie to musi by¢ tozsamosciowo réwne zery, jezeli J,(z) sa funkcjami Bessela.
Otrzymujemy
7.1".
11:— ’ cos(nf — zsin®) [z2 — z2sin? O + zcosb(n — zcos By —n’]db =
0
=

:; f [cos(nf — zsinB) (n — zcost)] 0.
b

Funkcja sin(nf —zsin0) jest funkcja pierwotna wyrazenia podcatkowego. Znika ona za-
réwno dla 0 jak i =, dowdd jest wige pelny: J,(z) sa rozwiazaniami réwnania Bessela,
Fatwo pokazaé, ze
J{0)y =1, J(0) =0 dl 0, .
(:( ) 0) a n#F (6.68)
Ji =1, J0)=0 dla nr#l,

a wiec te funkcje sa rzeczywidcie rozwiazaniami réwnania Bessela znanymi jako funkcje
Bessela pierwszego rodzaju (ktére sa analityczne w poczatku ukladu wspolrzednych!
o wskazniku » (catkowitym).

Zwykle rozwiazanie réwnania Bessela wyrazane jest jako nieskonczona suma, a nie
jako calka. Wyprowadzimy teraz z funkcji tworzacej rozwigzanie typu nieskonczonego
szeregu

@ 0 0
el/Dzlw—1/w) _ o(1/2)zwo—z/2w _ A (Z/z)rwr y (_zfz)m“"*m - 2 whJ, (z)

el F! L m!
r=0 m=0 n=—o0

]
tsd



W celu uzyskania J,(z), wspdtczynnika przy w'(n > 0), mnozymy kazdy czion przy w—™
w drugim szeregu przez czton w"+" w pierwszym szeregu i sumujemy nastepnie po wszystkich
m, wige

reawis YEDTI A Gy [(—;)(_212)_’"] v,

— (n+m)!m! (n+m)lm!

zatem

Jo(z) = Z o Vel (6.69)

C(ntm)im!

Jest to rozwigzanie typu nieskoficzonego szeregu dla catkowitych n >0. Czytelnik moze
pokazad, ze dla catkowitych n

J_o(2) = (=10 (2 (6.70)
Rozwiazania te s3 wigc liniowo zalezne i musi istnie¢ inny zbiér liniowo niezaleznych roz-
wigzan. Nazywane sq one funkcjami Neumanna i oznaczane przez Ny(z). Z réwnan Bessela
1 funkcji Bessela mozna skonstruowaé cala rodzing réwnad i funkcji stanowiacych rozwia-
zania, jezeli dopuscimy niecalkowite i poldwkowe wartosci wskaznika n. RGowniez rozmaite
liniowe kombinacje funkcji Bessela i Neumanna dla rzeczywistych i urojonych argumentow
prowadza do zmodyfikowanych funkcji Bessela i funkeji Hankela. Sferyczne funkcje Bessela,
ktére beda dyskutowane w rozdziale 7, sa jeszcze Jjednym zbiorem funkcji definiowanych
za pomocy funkcji Bessela. Kazdy z tych zbioréw funkcji tworzy wklad Sturma-Liowville'a.
Naszym celem tutaj nie jest dostarczenie wyczerpujacego i wyczerpujacego dla czytelnika
opisu tych funkciji, pragniemy jedynie wyprowadzié i przedyskutowaé podstawowe rezultaty

aby czytelnik mégt dogrzebaé si¢ konkretnych faktow potrzebnych mu w swojej pracy
z obszernych rozpraw na ten temat.

Wielomiany Legendre’a

Pokazaliémy poprzednio, e wielomiany Legendre’a zdefiniowane przez wzér
Rodriguesa

Pus) = (1Y,
sa ortogonalnym zbiorem funkcji na odcinku [—1, 1] 1 spelniaja réwnanie Legendre’a
(1-x) P, -2xP,+n(n+1)P, = 0.
W paragrafie 1.8 wspomniano, choé nie bylo to udowodnione z wyjatkiem Py, Py i P,,
e funkcjq tworzqcq wielomianéw Legendre’a jest

o
1 2

= M P®" O<t<l, x<I. (6.71)
. 23172 ;
(1=2xt+1%) i

Poréwnujac to réwnanie z réwnaniem (1.101) czytelnik zauwazy, ze polozyli§my ¢ = r’/f'
ix = cosf. Udowodnimy teraz ten zwiazek dla wszystkich #. Zaczniemy od przedstawienia
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wzoru Rodriguesa jako catki konturowej, postugujac sig wzorem na n-ta pochodng funkcji
analitycznej,

s L el (=P 1 f )
P( ) 2n | dxn (1 X ) - 2n 27:1 J (wa)"'l dZ. (6.72)

Skorzystalismy tu z faktu, ze funkcja (1 —z%)" jest catkowita (C jest zamknietym konturem,

ktory obejmuje punkt x). To calkowe przedstawienie wielomianéw Legendre’a znane jest
o

jako calkowy wzér Schiafli. Jezeli utworzymy teraz szereg S = ' Py(x)t", uzywajac catko-

n=0
wego przedstawienia dla P,(x) i zamienimy porzadek catkowania i sumowania, to otrzy-

mamy
8:21:1';.{2 xz( 2 (z x)'

Jest to prosty szereg geometryczny, ktdry jest zbiezny i daje si¢ tatwo wysumowac,
jezeli

I t 1-2% |
| ——— "~ < L
|2 z—x |
Musimy jednak pokazaé, ze kontur C obejmujacy punkt x moze by¢ tak wybrany, aby byto
to zawsze stuszne dla wszystkich x i ¢ z ich odpowiednich zakreséw zmiennosci. Niech C

bedzie jednostkowym okregiem oraz z dowolnym punktem na C, a x niech znajduje si¢

Rys. 6.23

na osi rzeczywistej wewnatrz lub na C tak, jak pokazuje rys. 6.23. Powierzchnia trojkata
prostokatnego z wierzchotkami w —1, z, +1 dana jest przez

= 1 1 g 1 —2
= slz+1|jz—=1] =5 [1=2.

Dana jest ona takze przez %(2!1) = h; ale [z—x| = h dla wszystkich z i x, a wigc

1 1 1-22
— = = = |] =22 —
=3z h=d =1 21:12 o
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t 1=z

skad
y 2 z—x

=k

bo ¢ < 1. Mozliwy jest takze czysto algebraiczny dowdd, ale ten dowéd geometryczny jest
prostszy. Sumujemy teraz szereg geometryczny i uzyskujemy

C

2  (z—x)

1 dz 1 | P 2/tdz
3= Zm"jg z—X ENETTE Mastegew F _{ 2 2 \°
o e = IS (B
Mianownik ma dwa pierwiastki

1 P e
=—t+lF-——+1] =]l £(1-2xt+3)12],
Pamigtajac, 2 0 < ¢t < 1 i —1 < x < I, tatwo nam pokazaé iz z, >1i-1<z_<1,
a wigc z_ jest pierwiastkiem obejmowanym przez kontur. Obliczajac residuum w z_
mamy

. . T el opny 1
S=§P~(")f BTN R R (b e ok

c.b.dw.
Dokiadnie w ten sam sposéb mozna otrzymaé funkcje tworzace wielomianéw Hermite’a

i wielomiandw Laguerre’a z odpowiednich wzoréw Rodriguesa (patrz zadania 36 i 37).

Wrécmy do calkowego przedstawienia Schlafli dla wielomiandw Legendre’a
1 (z2—1)"

P N . dr. 6.73
n(¥) 2mi f2“(z—x)"+1 4 (6-13)
Mozna udowodni¢ bezposrednio z tego wzoru, Ze P,(x) spelniaja réwnanie réiniczkowe
Legendre’a. Juz jednak dowodziliémy, 7e P,(x) dane przez wzér Rodriguesa spetniaja
réwnanie Legendre’a, ominiemy wiec ten dowdd. Tutaj wyprowadzimy inne przedstawienie
catkowe: calkg rzeczywistq. ‘
Jako kontur C bierzemy okrag wokdt x o promieniu |(x*>—1)!/2|, wtedy dla kazdego

punktu z na C mozemy polozy¢ z = x+(x>—1)"2¢", gdzie 0 wzrasta od —= do .
Dokonujac tego podstawienia we wzorze Schldfli otrzymujemy

1 f[(x—l+(x2_1)uzem)(x+1+(x2_1)1,'zeie)]nidﬁ

2ni 2(x2—1)172"

P,(x) =
gdzie napisaliémy (z2--1)" w postaci [(z—1) (z+1)]" przed podstawieniem =z =
= X+ (x*—1)"2e". Wtedy cale wyrazenic w nawiasie powyZej upraszcza sie po krétkich
przeksztatceniach do x+(x>—1)"/2cosf, co jest parzysta funkcja 0. Mamy zatem rzeczy-
wiste przedstawienie calkowe dla wielomianéw Legendre’a, ktére zawdzigczamy Lapla-
ce’owi

1 ; 2} 1/2 n 1 6.74
Py(x) = — | [x+(x*=D)"?cosf]"df, dla x| < 1. (6.74)
T .
Zauwazcie, w jak oczywisty sposdb wynika z powyzszego wzoru, Ze Py(1) = 1 i P(-1)=
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= (—1)" Ksztalcace jest wyliczenie Py, P, i P, z powyiszego wzoru. Chociaz (x?— 1)1/

jest czysto urojone dla [x| < 1, wszystkie czlony zawierajace (x> —1)1/2 w POWYZSZYm Wzorze
T

znikaja przy wykonywaniu calki, bo f cos™0dd = 0 dla nieparzystych .
o

Zakoniczymy ten paragraf tablica 6.1. Podsumowuje ona pewne bardziej uzyteczne in-
formacje o funkcjach specjalnych uzywanych w fizyce matematycznej.

ZADANIA

xy*(x+1ip) .
f(@) = TETE gdzie dla z £ 0, f(0) = 0.

1. Niech
Pokaz, gdzie funkcja ta, jezeli gdziekolwiek jest: a) rézniczkowalna, b) analityczna.

2. Pokaz, ze liczby zespolone z,, z, i z; leza na linii prostej wtedy i tylko wtedy, gdy
(z1—23)/(z; —z3) jest liczba rzeczywista.

Wskazéwka: zadanic to moze by¢ rozwiazane bardzo prosto, jezeli rozwaza sie liczby zespolone

- geometrycznie jako wektory. Moze ono by¢ takze rozwiazane algebraicznie, ale metoda geometryczna
Jjest z pewnoscia prostsza.

3. Udowodnij, Ze u = sinxcoshy +2cosxsinhy+ x2 — 32 +4xy jest funkcja harmoniczna
i znajdz stowarzyszona funkcje harmoniczng ». Znajdz zespolona funkcje zmiennej zespo-
lonej z taka, ze f(z) = u+iv.

4. a) Wyznacz wszystkie wartoéci statych a, b, ¢, d, dla ktérych wielomian u(x, y) =
= ax®+bx*y+cxy*+dy* jest harmoniczny, tzn. spetnia dwuwymiarowe réwnanie
Laplace’a w calej plaszczyZnie.

b) ZnajdZz w(x, y) harmoniczna funkcje stowarzyszona do u(x, y).

¢) Znajdz funkcje analityczna f(z) = u(x, y)+iv(x, y), gdzie z = x+iy.

5. Zespolona funkcja E*(z) jest zdefiniowana przez E*(z) = E.(x, W—iE,(x, ), gdzie
E; 1 E, s skladowymi pola elektryczinego w dwdch wymiarach. Pokaz, Ze statyczne
réwnania Maxwella w prozni pociagaja za soba analityczno$é E*(z) jako funkeji z.

6. Pokaz, ze jezeli napiszemy z = re”, to réwnania Cauchy’ego~Riemanna przyjmuja
w zmiennych r i 6 postaé

ou 1 Jo dv 1 du

TR TN A = il

7. Przeanalizuj funkcje z'/* z punktu widzenia pojecia platéw Riemanna dyskutowanych
w paragrafie 6.2.

8. Korzystajac z wynikéw zadania 6.6 pokaz, ze logz, z/2 i z'/3 sg analityczne wszedzie
na ich odpowiednich platach Riemanna z wyjatkiem punktu z = 0.

9. Pokaz, ze dwuplatowa powierzchnia Riemanna dla w(z) = }/(z—a) (z—b) moie byé
rozcigta i polaczona wzdtuz odcinka [a, 4] osi rzeczywistej (zatéz dla wygody, ze @ i b sa
rzeczywiste). Zdefiniuj odpowiednie w(z) za pomocy biegunowego przedstawienia liczb
zespolonych, lacznie z definicja zakresu zmiennosci faz.

10. Znajdz powierzchni¢ Riemanna, na ktérej ]/ E~—a+]/ z—b (a, b rzeczywiste dodat-
nie) jest jednowartoSciowa funkcja analityczna wszedzie z wyjatkiem punktow z = a
iz=25, 3
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11. ZnajdZ powierzchni¢ Riemanna, na ktorej V(z—1) (z—2) (z—3) jest jednowarto-
$ciowa funkcja analityczng z wyjatkiem z = 1, 2, 3.

12. Pokaz, ze w(z) = z%(0 < a < 1), gdzie « jest niewymierne, mozZna uczyni¢ funkcja
jednowartosciowa tylko na powierzchni Riemanna o nieskonczonej liczbie platéw.
Zastanéw sig jak te platy powinny byc polaczone.

13. Pokaz, ze zgodnie z definicjami paragrafu 6.2

tg(arctgz) = z, log(e®) = z+2mni.

14. Twierdzenie o wartosci Sredniej. Pokaz, ze w dwuwymiarowej przestrzeni wolnej
od tadunkdw, wartoé¢ potencjatu elektrostatycznego w dowolnym punkcie rowna jest
éredniej potencjatlu na powierzchni dowolnego kota o srodku w tym punkcie.
Przeprowadz ten dowdd rozwazajgc potencjal jako cze$¢ rzeczywista funkcji analitycznej.

15. Znajdz wszystkie osobliwosci funkcji tghz.

16. Wyjasnij dlaczego jedna z podanych ponizej calek ma sens, a druga jest pozbawiona
sensu. Oblicz te, ktéra ma sens, zaplsujqc wynik w postaci a+ bi.

a) f z*dz, b) f sin2zdz.
17 Obhcz korzystajac z calkowego wzoru Cauchy ego.

a) f 'z%?/z , C = granica kwadratu o bokach wyznaczonych przezx = +2,y = +2.

dz o o 5 "
b) cjf 713’ C = okrag o promieniu 1 i §rodku w i,

{(Oba kontury skierowane sa przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.)
18. Pokaz, ze

z* 42241 . ) .
)_{ “G-z)" dz = 8miz,, gdzie C jest dowolnym zamknigtym konturem

obe_jmu_]qcym Zp-

coshz _2xmi [14(-D)"
b) f pr TS = :!l [ +(2 V] , gdzie C jest dowolnym zamknietym konturem

obejmujqcym poczatek ukladu.
19. Caltkowy wzdr Cauchy’ego dla wielomianu. Niech P(z) bedzie wielomianem. UZy-

wajac twierdzenia Cauchy’ego udowodnij, ze f P@) dz = P(a), gdzie C obejmu-

2mi z—a
c
je punkt a.
Wiskazéwka: Rozwaz
Q(Z) — P(z}_P(a),
zZ—a

co jest takze wiclomianem (dlaczego?) i oblicz z tego wyraZenia calke, ktéra jest ci potrzebna.
20. Udowodnij, e jeZeli f(z) jest analityczne na zamknigtym konturze C i wewnatrz
niego, a « i f s3 dwoma rdéznymi punktami wewnatrz C, to

1 @ . _ f@ , [®)
i [ G @B " a—p " p-a
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Przy pomocy tego wyniku wydedukuj twierdzenie Liouville’a, ktére méwi, ze funkcja musi
by¢ stala.

[Wskazdwka: Jezeli dla dowolnych = i 8, f(=) = f(f), to f(z) = const.]

21. Twierdzenie Morera. Twierdzenie Morera jest w pewnym sensie odwrotnoscia
twierdzenia Cauchy’ego-Goursata. Mdwi ono, ze jezeli funkcja f(z) jest ciagla w obszarze R
i jezeli § f(z)dz = 0 dla dowolnej krzywej C w R, to f(z) jest analityczne w R. Udowodnij
to twierdzenie. Twierdzenie Morera dostarcza nam innego sposobu stwierdzania analitycz-
nodci funkcji. Mozemy uzy¢ go zamiast sprawdzania warunkéw Cauchy’ego—Riemanna
i czasami klopotliwego dodatkowego warunku analitycznosci — ciagtosci pochodne;j
f(z) = u+iv, to znaczy ciagtoéci czterech pierwszych pochodnych u i .

22. Odwzorowania konforemne. Rozwaz funkcje analityczna w = f(z) jako transfor-
macje zespolone] plaszczyzny z na zespolona plaszczyzne w. Przyjmij, ze dwie krzywe £
i F? na plaszczyZnie z przecinaja si¢ pod katem « w z,. Udowodnij, Ze przetransformowane
krzywe F,; i F; na plaszczyZnie w przecinaja si¢ poa tym samym katem, jezeli f'(zo) # 0.
Warunek, Ze f(z,) # 0 ma podstawowe znaczenie dla konforemno$ci w punkcie z,.
Rozwaz funkcje analityczna w = z2, dla ktérej w'(0) = 0. Osie wspétrzednych, ktdre
przechodza przez poczatek uktadu wspotrzednych i tworza kat 90°, odwzorowane sa na pro-
ste, ktore tworza kat 180°. Kat mi¢dzy dwoma dowolnymi prostymi przechodzacymi przez
poczatek ukladu wspéirzednych bedzie na plaszczyznie w podwojony. Odwzorowanie
nie jest zatem konforemne w poczatku ukiadu. Jednakze jest ono konforemne w kazdym
innym punkcie.

23. Wzdr Poissona.

a) Niech f(z) bedzie funkcja analityczna wewnatrz i na okregu C o promieniu a.

Udowodnij, ze
; 1 /@) f@)
T &) _ﬁﬁj[z— 7 z=(a?/z%) ]dz,

jezeli 2/ =re® i r<a, we wspélrzednych biegunowych umieszczonych w $rodku
okregu C.
b) Przy pomocy powyiszego wzoru wyprowadZ wzdr Poissona:

P2w
az—r?

s 0
S = Fof a?+r2—2arcos(f—d¢)

¢) Udowodnij przy pomocy wzoru Poissona, ze jezeli funkcja jest analityczna wewnatrz
i na okregu, to wartos¢ funkeji w srodku okregu, £(0), jest §rednia jej wartosci granicznych
na okregu (twierdzenie o wartosci §redniej).

flae™)db.

d) Startujac teraz z réwnania
1
A2 i jf /() f@ |,
2mi e Lz—2 i z—(a?{z'*) 7
[ktére rézni si¢ od réwnania w czeéci (a) znakiem +, ale jest stuszne z tego samego
powodu] udowodnij, ze [uzywajac ewentualnie czeéci (c)]

Eo)) iar °F sin(6—g)f(ae®)
1) = iy f a®>+r?—2arcos(f —¢) g

0
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e) Ktadac f(z) = f(re'®) = u(r, §)+iv(r, $), itd. wyprowadz (d) ze WZOorow

2%
@) = u @+ 5P | 0@ 0)ctg( =2 )dﬁ,
0 \ !

v(a,$) = 2(O)— ZlﬂﬁP f u(a, ﬂ)ctg(%i)da.

Wzory te wyraZaja czgsé rzeczywista funkcji analitycznej na okregu przez jej czgsc
urojona na tym okregu i na odwrét. Istnieje wiele dalszych zastosowan tych wzoréw.

24. Alternatywne podejscie do transformat Hilberta.

a) Pokaz, ze jezeli f(z) jest analityczne w gornej pélplaszczyznie z i jezeli a = a+if,

przy czym § > 0, to
l.f[ﬂﬂ-+ﬂ”]w=ﬂ@

2xi 4 Lz—a z—a¥

gdzie C jest pStokregiem o dowolnie duzym promieniu, ktérego podstawa jest 0§ rzeczy-

wista.
b} Jezeli | fiz)] » O dla |z] — o W gérnej polplaszczyZnie, to pokaz, ze

. fw[f(") gl ]cix=f(a).

2ri x—a x—a*

Dodaj utamki, aby otrzymac

(x—0)f(x)
G f( )2+ﬁ2dx = f().

¢) Jezeli f(z) = u(x, y)+iv(x, »), to pokaz, ze (b) redukuje sie¢ do

1 £ (x—a)v(x, 0)

u(x, f) = Tioar WdX:

(@)= - 7%%%%94

d) Pokaz stad, ze jezeli potozymy § = 0, to

@ «© 0
u(x, 0) = ‘::P f %{’—?dx, 2{(a,0) = — %P f uff_’_m) dx,

-0

co z wyjatkiem notacji stanowi parg transformat Hilberta wyprowadzonych w paragrafie
6.5 [réwn. (6.192) i (6.19b)].
25. Rozwaz calke

B
D f(x)
I*_Pfol_d x4+ ie

£

gdzie 4 i B s3 dodatnimi liczbami rzeczywistymi, a ¢ > 0.
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a) Pokaz, 7ze J, mozna zapisa¢ w postaci
-8

+B +3
xf(x) _xfi (X) [ () f(x)
[ Fadin [ Frptrin | Tk iine J*m

I, =1lim

20

gdzie ¢ jest matg liczba dodatnia.
b) Uzyj wiarogodnych argumentdéw (na przyklad tego typu, jak w paragrafie 5.3)
w celu pokazania, ze I, moZna zapisaé w postaci
&

-5 +B B
169 169 [ xdx dx
L :[—x-—-dx+:! —x—-dx+f(0)£%—a S F f(O)lime

2 2y
Xfe
-0 ]

¢) Pokaz, ze trzeci czlon w réwnaniu (b) znika z powodu symetrii. Wykonujac w sposdb
jawny czwarta calke pokaz, ze

I, = P:I&;)-dx F g‘f(())li.l.lg[arctg(g) - arctg(é)].

d) Poléz & % 0 1 uzyj definicji funkcji 4, aby ostatecznie napisaé

B +B B B
lim fxift%dx=P_£ i%?dx$inf(0)=1’—£ f—gcldx‘-‘}:in—[ 8 (x) (%) dx.

Relacja ta jest czasem zapisywania raczej tajemniczo jako

1 N5,
e T i L
26. RozwigZz réwnanie catkowe
u(x) . 1 e
Lp f = = o),

znajdujac transformate Hilberta funkcji ©(¢). ZnajdZ funkcje zespolona f{z) = u(x, y)+
+io(x, y) taka, Ze u(x, 0) = u(x) = Re(f(2)) 1 v(x, 0) = v{x) = Im(f{(z)) oraz sprawdz,
2e ta funkcja ma dwie wlasnosci (co to sa za wlasnoéci?), ktoére gwarantuja, Ze u(x) i v(x)
sg parg transformat Hilberta.

27. Wyprowadz wzér dyspersyjny dla f(z), jezeli [f(z)/z] dazy do stalej, gdy |z| = co.

28. Udowodnij, ze jednostajnie zbieiny szereg funkcji analitycznych moze byé scatko-
wany czlon po czlonie. Pokaz stad, Ze jednostajnie zbieiny szereg funkcji analitycznych
jest funkcja analityczna.

Wskazéwka: uzyj twierdzenia Morera z zadania 22.

29. Znajdz rzad bieguna w poczatku ukladu, residuum tego bieguna i catke po (malym)
konturze otaczajacym poczatek ukladu, ale nie zawierajacym wewnatrz *adnej innej oso-
bliwosci, dla nastepujacych funkcji:

z
sinz—tgz °

30. Jakie sg poloZenia i natura osobliwosci oraz ich residua nastgpujacych funkcji

w plaszczyinie z, wylaczajac punkt w nieskoficzono$ci?

a)ctgz, b)cosec’zlog(l—2z), «¢)

ctgwz 1

—1)2, b) f2(2) = m-

2 i) = 2
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Uwaga: obie te funkcje maja nieodosobnione, a zatem istotne osebliwoéci w nieskoiczonosci,
poniewaz poczatek ukladu jest dla funkeji £1(1/2) i f2(1/2) punktem granicznym biegunéw,

31. Zadania na obliczanie rzeczywistych calek okreSlonych przez calkowanie po kon-

turze
~ di o,
T
‘ - 2 b H
Y 6[ atbsnd  (@—gyir ¢ >b>0

27
" sin?6df 2w % EINETE
) | apems = @B a>b>0,

2r P pul |
C') 2! (a""bCGSG)? = (az__bl)’j?’ a > b > O’
= c o xidx o=
J ]+x4 i 211/2 e) f ((t2+x2)3._ 16a3 . |
0
sinxdx sin?x
f) J x(a2+x—} __""(1 ), &) J_——dx .
205t 2(a—1)
h) [‘ b)j+x = TCbz cosecta, 0 <a<]l,
= logx _ ~logh
1) J D dx = S
%2 i ;
| J L m
! PJ C(@—w)+d o—o oy =y (wo—w)*+a* ’
k) 2=
‘ 3+a T e 13

1) Rozwaz calke rzeczywista

(= ]

f eik(x_xf) e—kizdk’

-0

G(X, x’, T) = E

gdzie 7 jest rzeczywiste.'W tym przypadku latwo pokaza¢, ze
I
Glx, xt, T) =i a =0T
( ) (drT)l?
Pokaz, ze ten wynik jest nadal stuszny w przypadku, gdy 7 jest czysto urojone.
Wskazéwka: warto$¢ catki

g
{ e~ gy
0

mozna znalez¢ rozwazajac catkg z e~ 22 po granicy kotowego sektora 0 < 0 < w/4, 0 < r £ R. Udowodnij,
Zze w granicy R — oo wklad od calki po kolowym tuku dazy do zera. Wkiady od pozostalych prosto-
liniowych odcinkéw konturu daja warto$é calki niezbedna w zadaniu.
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Uwaga: Ta catka konturowa dostarcza wartosci dwoch oznaczonych calek rzeczywistych

(< w
[ sinGax = [ cos@rtdr = (m/2)12

-0 —0
poprzez wzigcie czgici rzeczywistej i urojonej. Droga zamiany zmiennych x? = ¢ wynik ten moze hyé
przeksztatlcony do postaci

@ . [r.6)
s/t ~ COSt
—dr = —dt = (=/2)1/2,
[ v
32. Widzieli$my w jaki spos6b funkcja wetg(wz) moze byé uzyta do sumowania pewnych
szeregow. Jest ona jednak bezuzyteczna, jezeli szereg jest naprzemienny. Pokaz jak mozna
sumowac naprzemienne szeregi uzywajac funkcji mwcosec(nz) zamiast weotg(rz). Uzyj ogdl-
nego wyniku aby pokazad, ze

(—1)"“;117 = =2/12.
n=1
33. Rozwaz zagadnienie obliczenia calki z funkeji z'/2 od A do D wzdtuz kolowej drogi
C pokazanej na rys. 6.24. Ciecie wybieramy wzdluz promienia 6 = « i definiujemy
Z2 = ;Y212 dla 4 € 0 < a+2. Poréwnaj ten wynik z wartoéciag otrzymana z calko-
wania z'/> od 4 do D wzdtuz drogi ABCD typu ,,dziurki od klucza”. Czy wyniki sie zga-
dzaja? Czy powinny si¢ zgadzaé¢? Dlaczego?

A

Rys. 6.24 Kontur potrzebny w zadaniu 6.34, Katy e okreslajace ksztalt drogi typu ,,dziurka od klucza
sa dowolnie male. Promief okregu C, wynosi I i ciecie biegnie wzdluz kierunku 6 = op.

34. Rozwaz nastgpujaca funkcje reakcji G(¢), ktéra znika dla ujemnych wartosci argu-
mentu i ktéra dla wartosci dodatnich dana jest przez
' sinut
G(E) = Gn_—lt?‘,z— .
Zwrd¢ uwage, ze funkeja ta spetnia warunki (a), (b) i (c) z poczatku paragrafu 6.6. Pokaz,
ze transformata Fouriera g{w) dana jest wzorami:

g(w) = z;l Go[l/c_o-%]/w-{—Zy—-_;T]_/w_z,u], w = 2u,
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g(w): 3 GU[],CO——I_(A)+21$:|+4"‘2-—GO|: ]Z,u rJ], 0<om<2u

g(—w) = g¥(w).
Pokaz, ze funkcja o wartosciach zespolonych, ktéra redukuje si¢ na osi rzeczywistej do
powyZszego wyrazenia ma postaé

g2 = ——2‘ Go[l Z“*l Z+2,u—-——] 7’-—211,]

Widzimy zatem, ze g(z) ma na osi rzeczywistej punkty rozgalgzienia; ewentualnosé, ktorej
nie wykluczaja warunki (a), (b) i (c). Zauwaz, ze mozemy wybra¢ cigcia tak, aby lezaly
w dolnej pélptaszezyZnie, dzigki czemu funkcja g(2) jest analityczna w gdrnej pétplaszezyz.
nie.

Wskazéwka: bedzie tu uzyteczna calka wymieniona w uwadze po zadaniu 6.32.

35. Funkcja @ (lub funkcja schodkowa) jest zdefiniowana przez
0 dla x<0,

;]

B(x) = l—é— dla x=0
1

dla x>0
Udowodnij, ze

go e:’mx d@(x) _ 6( )

11
a) @(x)=§+mPJ do, b) -

Wskazowka: patrz roéwnanie (5.63).

36. Wielomiany Laguerre’a generowane sa przez funkcjg tworzaca
e Xti(1-1) ¥
p(x, i)—————-_—Z (x) "0 <t<l.

Dane sg one bezposrednio wzorem

dn
dx"
analogicznym do wzoru Rodriguesa dla wielomiandéw Legendre’a.

a) Rézniczkujac funkcje tworzaca wzgledem x [otrzymujge (1 —#)p’ = —ry] wyprowadz
rownanie rekurencyjne

La(x) = ¢ (x"e™), 0<x< o0,

Ly—nL; = —nL,_,.
Rézniczkujac y(x, t) wzgledem ¢ moZna otrzymadé inne réwnanie rekurencyjne. Pokaz, Ze
Lij1—Qu+l1—x)L,+n’L,_; =0.

b) Z tych dwoch zwiazkdéw rekurencyjnych wyprowadz rézniczkowe réwnanie Laguer-
re’a
xL)+(1—x)L;+nL, = 0.
c) Pokaz, ze L(0) = n!
d) Wyprowad? funkcje tworzaca ze wzoru Rodriguesa przez calkowanie po konturze.
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37. W paragrafie 5.10 zdefiniowali$my wielomiany Hermite’a przy pomocy funkcji
tworzacej

oo
e 2 = E _H__H,;(;’c) ity =0
n=0 '

i stad wyprowadziliémy wz6r Rodriguesa

dﬂ
ar©
Udowodnij teraz rzecz odwrotna, a mianowicie, ze wzér Rodriguesa pociaga za sobg istnie-
nie takiej funkcji tworzacej. Po drodze udowodnij przedstawienie catkowe

—x2

Hy(3) = (~1)'e”

—z2
ax? e

_(=Dn!
H(x) = 2xi J (z—x)"+1

dz,

gdzie C obejmuje punkt x.
38. Udowodnij catkowe przedstawienie wielomianéw Hermite’a

b8
H() == f (x-+ityedr.

-0
Uzyj tego wyniku do wyprowadzenia jawnego przedstawienia wiclomianéw Hermite’a
przez szereg

H,(x) =

(_ l)r”! (Zx)n—m‘-

{Z:QH)
39. Pokaz, ze
a)I(x+1) = xI'(x) dla x > 0,
b) I'(n+1) = n!, gdzie n jest dodatnia liczba catkowita.
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ROZDZIAL 7

FUNKCJE GREENA

WSTEP

W biezacym rozdziale skierowujemy nasza uwagg na operatory catkowe. Okazuje sig,
ze istnieje szczegdlnie bliski zwiazek miedzy operatorami rézniczkowymi i operatorami
catkowymi. Kluczowym ogniwem laczacym te dwa pojecia sa warunki brzegowe, znane
czytelnikowi z teorii réwnan rézniczkowych. Zwiazek migdzy rézniczkowymi i catkowymi
operatorami stanowi wlasnie teoria funkcji Greena, dziat fizyk: teoretycznej, ktdry nabrat
szczegblnego znaczenia w zwiazku z nowoczesnymi kierunkami rozwoju mechaniki kwan-
towej. Jest rzecza zupelnie niemozliwa podanie wszechstronnego przegladu tego ogromnego
przedmiotu w jednym tylko rozdziale, sprobujemy jednak zilustrowaé glowne idee. Funkcje
Greena moga byé uzyteczne w fizyce klasycznej, gtéwny jednak nacisk polozymy na ich
role w mechanice kwantowej, poniewaz w duzej mierze wlaénie sformutowania za pomoca
funkcji Greena wyjasnity wiele aspektéw matematycznej struktury mechaniki kwantowej,
zar6wno nierelatywistycznej jak i relatywistycznej.

7.1. NOWY SPOSOB ROZWIAZYWANIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH

Najprostszym niewatpliwie réwnaniem rézniczkowym jest réwnanie
dy
—f = ; 7.1
i = 1) (.1)

[Dla wygody przysztych rozwazan umiesciliSmy i przed pochodna; zwrdéeie uwage na
analogie z kwantowomechanicznym operatoreny p, = —ihd/dx.] Jezeli jako warunek po-
czatkowy wybierzemy y(a) = y,, natychmiast mozna napisa¢ rozwigzanie réwnania (7.1)

@) = yoti [ f)dx. (7.2)

Rozwigzaliémy juz zatem proste réwnanie rézniczkowe przez scatkowanie.

Jest to w rzeczywistosci trywialny przyktad, poniewaz w ten sposdb kaida catka,
ktéra sie pisze, moze byé zaszczytnie nazwana ,,Rozwiazanie Réwnania Rézniczkowego”™.
Sprébujemy jednak posunaé sig troche dalej. Wyobrazmy sobie, ze x lezy na domknigtym
odcinku [, b]. Mozemy wtedy réwnanie (7.2) przepisaé w postaci

b
Y(X) = yo+i [ O(x—x)f(x")dx', (1.3)
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gdzie ©(1) jest nieciagla funkcja schodkows zdefiniowana przez

@(:):{1’ el

0, r<0. 74

©)(¢) bywa czasem nazywane funkcjq Heaviside’a (rys. 7.1). Jej obecnoéé w réwn. 7.3 stuzy
do urwania calkowania po x’ przy x’ = x; réwn. (7.3) jest wiec réwnowazne (7.2). Za-
uwazmy, Ze y(x) ma postac

Y(x) = yo+Kf(x), (7.5)
gdzie ¢ ikowy operator X zdefiniowany jest przez
b
Kf(x) =i f O (x—x")f(x")dx'. (7.6)
8t
4
0 e

Rys. 7.1 Funkcja Heaviside’a.

W tym wyrazeniu i@(x —x’) jest jadrem operatora calkowego K i kiedy jadro pochodzi
z rozwigzania réwnania zawierajacego operator rochzkowy, nazywane ono czesto bywa
Junkcjqa Greena tego operatora rézniczkowego dla odpow1edmch warunkow granicz-
nych. Zatem
Gy (x, x") =i (x—x") (1.3)
jest funkcja Greena nalezaca do operatora id/dx dla uktadu poddanego warunkom brze-
gowym y(a) = Yo.
Bardziej interesujacym przykladem jest réwnanie

d*y

i = 7.7

=1, &)
gdzie y(x) poddane jest jednopunktowym warunkom brzegowym wa) = yo, ¥(a) = ¥,.
Calkujac jednokrotnie réwnanie (7.7) uzyskujemy

. d Gt s
a“_y0+ff(x)dxa

a drugie catkowanie daje

xr

»(x) = yo+Fo(x—a)+ f dx" f dx'f(x").

W tym wyrazeniu calkujemy po tréjkatnym obszarze w plaszczyznie x'x" (zacnemowany
obszar na rys. 7.2) calkujac najpierw po x' od x’ = a do x’' = x”, a nastgpnie po x” od
a do x. Jednakze réwnie dobrze mozemy catkowaé po x” od x” = x’ do x” = x
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i nastepnie catkowaé po x’ od @ do x. Poniewaz catkowana funkcja zalezy tylko od x’
Kkorzystne jest zamieni¢ w ten sposob porzadek granic catkowania. Otrzymujemy

Y@) = yotFo(x—a)+ [axf) fax,
skad

y(®) = yo+Fo(x—a)+ [ (x—x)f(x)dx" (7.8)

Czytelnik moze sprawdzi¢ ten wynik przez podwdjne zrdzniczkowanie i poréwnanie
z (7.3). Jezeli znéw ograniczymy x do odcinka [a, 5], mozemy napisaé

b
¥(®) = yo+Fox—a)+ [ (x=x)O(x—x)f(x)dx" 1.9

To rozwiazanie dla y(x) ma dokladnie t¢ sama form¢ jak rozwiazanie réwn. (7.1).
Stosujac wezesniej wprowadzona terminologi¢ moZemy powiedzied, ze funkcja

Ga(x, x') = (x—x)@(x—X") (1.9

jest funkcja Greena odpowiadajaca operatorowi d?/dx* dla warunkéw brzegowych y(a) =
= ¥, i ¥(@) = ¥,. Zauwazcie, e ta funkcja Greena jest ciagla, podczas gdy funkcja
Greena operatora dfdx jest nieciagla w x = x".

W obu réwnaniach (7.3) i (7.9) czlon po prawej stronie, ktory nie znajduje si¢ pod
catka, jest rozwiazaniem jednorodnego réwnania przy danych warunkach brzegowych.
Mamy

d
Y _ 9
x
w_przypadku réwnania (7.3) i
d*y
& =0

w przypadku réwn. (7.9). Zatem ogdélnym rozwigzaniem réwn. (7.7) jest
b
y(x) = a+px+ f(x-—x’)@(x—x‘)f(x')dx’, (7.10)
gdzie o i f# sa okre§lone przez warunki brzegowe.
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Przykladowo, jesli mamy dwupunktowe warunki brzegowe

YO =y, y(1) =y,
to rozwigzanie na odcinku [0, 1] dane bedzie przez

y@) = atfx+ [ (x—x)O(x—x)f(x)d¥x,

gdzie o i f§ okrelone sg przez réwnania

1
Yo = a= [X¥O(=x)f(x)dx’ = «
]

1
»=atf+ [(1-x)001—x)f(x)dx"
Zatem i

1
@ = Yo, f = yi=yo— [ (1=%)f(x)dx".
o

Wobec tego rozwigzanie ma postaé
1

1
y(x) = yo+(ry—yo)x— fx(l =x)f(x)dx"+ f(x—x’)@(x——x‘)f(x’)dx'.
Oznaczajac i °

Gi(x, x) = —=x(1 —x)+(x—x)O(x—x"),
mamy

Y3 =yo+ i =yo)x+ [ Gs(x, x)f(x)dx. (7.11)

Przyjrzyjmy sig blizej funkcji G,(x, x). Gdy 0 < ' <€ x,
Gi(x, x) = —x(1—x)+(x—x) = —x'(1—x),
akiedyx < x' < 1, to
Gi(x, x") = —x(1—x".

Podsumowujac, rozwiazanie réwnania (7.7) dane jest przez réwn. (7.11), gdzie G5(x, x)
jest postaci

—xfl—) . O & <
&, iy R~ 2 (7.11%
=Xl X S XS 1
Uzywajac funkeji ©(x), G4(x, x’) mozna konwencjonalnie zapisa¢ w postaci
Gi(x, x') = xx'—x'O(x—x)—xO(x"—x). (7.11")

Zauwaicie, ze G3(x, x) znikawx = 0ix =1, atakzewx' = 0ix = 1.
Interesujace jest rozwazenie zasadniczego wptywu jaki maja na postaé funkcji Greena
warunki brzegowe. Po pierwsze, zmienia si¢ postaé funkcyjna. Co wiecej funkcja Greena
(7.11") jest symetryczna funkcja x i x’, poniewaz
Ga(x, x’) = G3(xr7 x)v

ale funkcja Greena (7.9”) jest niesymetryczna. Jednakze zaréwno G,(x, x') jak 1 G3(x, x")
sq funkcjami Greena operatora d2/dx2. Jedyna rdinica lezy w warunkach brzegowych.
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Zbadajmy teraz efekt zmiany warunkéw brzegowych w réwnaniu pierwszego rzedu.
Wracamy do réwn. (7.1) i tym razem prébujemy warunki brzegowe y(1) = Cy(0).
Rozwiazanie bedzie mialo ogdlng postaé typu

1
y(x) = A+i f O(x—x")f(x")dx".
4]
Zadamy teraz, aby
»1) = A+i [f)dx’ = Cy(0) = C4,
0

gdzie w powyzszym réwnaniu podstawiliémy zaréwno x = 1 jakix = 0. Stad natychmiast
znajdujemy

1
i ') ’
A= _T(Toff(x)a:x.

Zatem
5 1 1
) = — i [ FOyde +i f O (=) f (x")dx’
0 0
lub
y(x) = Galx, x)f(x)ax’, (7.12)
gdzie
g 1 ,
Golxyx) = —z[l_c———@(x—x)].
Wobec tego
— _igf X o> x"
1-C: :
Gulx, x) = )
I
2 < x,
1-gr &%
a jezeli potozymy |C] = 1, wtedy
o XX
C*_l s 2
Gu(x, x") = _ (7.12)
1
—is s ”
+ c-1’ X< X

skad widzimy, Ze funkcja Greena jest symetryczna w sensie

G(x, x) = G(x", x)*.
Ta definicja symetrii motywowana jest definicja macierzy hermitowskiej jako takiej,
ktérej elementy spelniaja relacje

a, = af.

Jak zobaczymy, zwiazek miedzy symetrycznymi funkcjami takimi, jak G,(x, x’) i macie-
rzami hermitowskimi jest bardzo $cisty i owocny. W tej chwili moZemy wyciagnac wniosek,
7e nawet w prostym przypadku pojedynczej pochodnej, wybor warunkéw brzegowych
moze oznaczaé réznice miedzy symetryczng i niesymetryczng funkcja Greena [poniewaz
funkcja G,(x, x') z réwn. (7.3") jest niesymetrycznal.
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Fakt, ze pewne warunki graniczne prowadza do funkcji Greena, ktéra jest symetryczna,
a inne nie, fatwo uzasadni¢. Czytelnik moze prosto pokazaé, ze w przestrzeni funkcji
catkowalnych w kwadracie, ktére spetniaja /(1) = Cf(0), gdzie C = e', operator réznicz-
kowy p = —id/dx jest symetryczny w sensie, ze (f, pg) = (pf, g) gdzie ( , ) oznacza
iloczyn skalarny z réwnania (5.3) dla @ = 01 & = 1. Jednakze p nie bedzie symetryczne,
Jezeli zazadamy tylko, aby funkcje w tej przestrzeni przyjmowaty ustalona warto$é w x = (.
Podobne uwagi odnosza si¢ do operatora d?/dx?, jezeli pamictaé, ze znajdujac funkcje
Greena operatora d°/dx* dzialajacego w przestrzeni funkcji catkowalnych w kwadracie,
ktdre przyjmuja ustalone wartosci x = 0ix = 1 zawsze mozna przyjac krancowe wartosci
réwne zeru. Wynika to prosto z faktu, Ze jeZeli rozwiazemy réwnanie

d?y
a2 =™
przy warunkach %(0) = 01 %(1) = 0, to rozwiazanie
d?y ;
=S

z y(0) = yo i (1) = y, dane jest po prostu przez y(x) = y, +(¥1 —yo)x +3(x). Poniewaz
funkcje Greena G5(x, x') i G4(x, x') sa symetrycznymi fi unkcjami x i x’, latwo  <azaé,
ze operatory calkowe K, i K, ktoérych jadrami s odpowiednio G,(x, x) 1 Gux, x') sa
operatorami symetrycznymi w tym sensie w jakim p bylo symetryczne, tzn. (f, Ksg) =
= (Ksf, 8)i(/f. Kag) = (K.f, g). Nie jest wobec tego zadziwiajace, Ze wydaje sig, iZ istnieje
Scisly zwiazek migdzy symetrycznymi operatorami rézniczkowymi i symetrycznymi funkcja-
mi Greena.

Czytelnik z powodzeniem moze zastanowi¢ si¢ dlaczego zadalismy sobie trud rozwi-
nigcia takiej skomplikowanej metody catkowania prostych réwnan rézniczkowych. Jeden
wazny powdd jest nastepujacy. Przypusémy, Ze zamiast réwnania (7.1), mielibySmy roz-
wiaza¢ rownanie

d
N ) (7.13)

Jest to prawdziwe réwnanie rézniczkowe w tym sensie, ze nie daje sie ono natychmiast
catkowa¢. Na podstawie naszych poprzednich rozwazati mamy

y(x) = a+ f G(x, x)f[x', y(x)]dx". (7.14)
o

Jezeli warunkiem brzegowym jest »(0) = yo, to @ = y, i G(x, x'y = —iB(x—x"). Jezeli
warunkiem brzegowym jest y(1) = Cy(0), gdzie |C| =1, to o = 0 i G(x, x") dane jest
przez symetryczng funkcje Gu(x, x") z réwn. (7.12). Poniewaz nieznana funkcja y(x}
pojawila si¢ teraz pod znakiem calki, przeksztatcilismy rédwnanie rézniczkowe w rownanie
catkowe. Podobnie, jezeli mamy

27 = fe )

dla y(0) = y, i (1) = y,, to jako odpowiednie réwnanie catkowe otrzymujemy

1
¥(X) = yo+(—yo)x+ f Gi(x, x)f[x', y(x")]dx’,
o
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gdzie Gs(x, x") jest symetryczng funkcja dang réwn.(7.11°). Przykladowo, dobrze znane

rownanie rdzniczkowe drugiego rzgdu
a4y
Sty =0, ¥ =0=30

przeksztakca si¢ w rownanie calkowe

y(x) = —4 | G5(x, x)y(x)dx".

Ok_ﬁr--

Istnieje pewien bardzo interesujacy i delikatny aspekt tych réwnaf, ktéry nalezy tu
wspomnieé, Z grubsza moéwiac operator rézniczkowy id/dx jest nieograniczony w tym
sensie, ze moze on dzialaé na funkcje z przestrzeni Hilberta unormowane do jednosci
i przeksztalca¢ je na funkcje o dowolnie duzej normie. Przykladowo norma funkcji e~
w przestrzeni Hilberta funkgji catkowalnych w kwadracie na odcinku [0, 1] wynosi 1, ale
norma funkcji

? d inx] — inx
“E[e 1= —ne

wynosi n, co moze by¢ tak duze jak sobie tego Zyczymy. Jak pdziniej zobaczymy, teoria
-takich nieograniczonych operatoréw jest raczej misterna.

Jednakze operator, ktérego jadrem jest G,(x, x'), jest ograniczony w tym sensie, Ze
przeksztalca on dowolng funkcje catkowalng w kwadracie o normie jednostkowej na
funkcje, ktérej norma jest mniejsza od pewnej danej liczby. Polézmy ogdlnie

L
) = [ K(x, »e()dy.
o

Jezeli przyjmiemy, ze funkcja g(y) jest catkowalna w kwadracie i ze K(x, ») jest catkowalne
w kwadracie po zmiennej y dla wszystkich x, wtedy na podstawie nieréwnosci Schwar-
tza [rdwn. (4.10)] mamy

R j K (x, )y ]| f gody| "
Zatem, jezeli g ma norme jednostkowa, otrzymujemy
1
el <[ xe, )1
To oznacza jednak

1 11
[1£@Pdx < [ [ 1K(x, y)Pdxdy.
0 o0

Jezeli K(x, ) jest catkowalne w kwadracie w plaszczyZnie Xy, co ma miejsce dla wszyst-
kich funkcji Greena dyskutowanych powyzej, to przypominajac sobie, Ze

11
[ [ 1KGx, p)2dxdy = C,
0 0
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mamy
1

[irere =< c

0
dla dowolnej funkcji g(x) o jednostkowej normie. Jadra typu catkowalnego w kwadracie
maja w rzeczywistoéci wiele innych przyjemnych wlasnosci. Na przyklad jadro G,.(x, x")
przeksztalca cigg funkcji o jednostkowych normach e™™ w ciag funkcji, ktérych normy
daza do zera. W rzeczywisto$ci dla jader tego typu kazdy nieskoriczony ograniczony ciag
funkeji (tzn. funkcji f,(x) spelniajacych || f;]] < C dla wszystkich n) bedzie przeksztalcony
w ciag zawierajacy podciag, ktdry jest zbiezny w sensie §rednim. O operatorach tego typu
mowi sig, Ze s catkowicie ciggle i powiemy o nich duzo wiecej w rozdziale 9. Analiza
tych operatoréw jest znacznie prostsza niz w przypadku operatoréw nieograniczonych,
w rzeczywisto$ci bardzo przypomina zwyklg teori¢ macierzy. Przeksztalcajac zatem row-
nanie rézniczkowe w réwnanie calkowe lub inaczej moéwiac przeksztalcajac operator
rozniczkowy w operator calkowy, mozliwe jest czgsto znaczne matematyczne uproszczenie
zagadnienia.

7.2. FUNKCJE GREENA I FUNKCJA &

Majac juz w pamigci ogolne pojecie co to jest funkcja Greena, sprobujmy teraz podejsé
do problemu rozwigzania réwnania rézniczkowego w troche inny sposéb. Przypusémy,
Ze mamy réwnanie

Ly =F1, (7.15)
gdzie L jest jakim$ zwyklym liniowym operatorem rdzniczkowym, a f jest jaka$ dana
funkcja. Nie bawigc sig w Scisto$¢ przypuéémy, Ze L posiada zupely, ortonormalny
uktad funkcji wlasnych {¢,(x)} taki, ze

Lpn(x) = Znpu(x).

W tych, warunkach moglibyémy napisaé, pomijajac kropke nad znakiem réwnoéci, ktéra
oznacza zbieznosé w sensie $rednim

Y = Y andal(x), (7.16a)
@) = 3 B.u(x). (7.16b)

Sumy biegna do nieskoriczonoéci co odzwierciedla fakt, ze w nieskoficzenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta zupelny ortonormalny uklad funkcji zawiera nieskoriczenie wiele
elementow.

Jezeli teraz podstawimy réwnania (7.16a) i (7.16b) do (7.15), to otrzymujemy

Ly = LE%% T ZLan‘ﬁn = Zanln‘aén =f= Zﬁn¢ﬂ’
n=1 rn=1 n= n=1
Zatem 1

S(anin—ﬁn)qﬁn = 0.
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Poniewaz funkcje ¢, sa liniowo niezaleine wnioskujemy, ze

Un = Bnfhns
stad

=+
y(x) = w’{—;ﬁnqbn(x), (7.17)

n=1
gdzie B, = (¢, [). JeZeli jakie§ A, = 0, to rozwiazanie istnieje jedynie wtedy, gdy odpo-
wiednie 8, = 0. W tym przypadku rozwigzania nie beda jednoznaczne, do kazdego roz-
wigzania mozna doda¢ dowolng wiclokrotno$¢ ¢, odpowiadajacego A, = 0 (patrz twier-
dzenie 3.17). Chwilowo zalozymy zatem, ze A, # 0 dla wszystkich » i napiszemy réwnanie

(7.17) bardziej szczegdtowo

= N b = 3 0 [$100 )

n=1
B NCICEE Y

Zatem
yx) = [ Glx, x)f(x)dx, (7.18)
adzie
B (X) B2 (x) )
G(x,x) = e (7.18")
2%

{Zamieniliémy tutaj porzadek sum i calek raczej w nonszalancki sposob, tzn. nie spraw-
dzajac jednostajnej zbieznoséci sumy.) W ten sposéb uzyskaliémy przedstawienie funkcji
Greena poprzez nieskoficzone rozwiniecie na funkcje wlasne. Jezeli 4, sa rzeczywiste, to
G(x, x') jest symetryczne

Gx. X0 = IG5 %

Jako przykiad rozwaZzmy operator

dZ
a

dla x z odcinka [0, 1]. Unormowanymi funkcjami wlasnymi operatora L na odcin-
ku [0, 1], znikajacymi na koricach tego odcinka, sa funkcje ¢n(x) = } 2sin(nmx), dla
n=1,2, .. o wartoéciach whlasnych A, = —n’n* W tym przypadku funkcja Greena
jest zatem dana przez

w .
2 Sw sin(nrx)sin(nmx’)
=T Z 3 .
7 2 n

=1

Gx, x) = —- (7.19)

Poniewaz kolejne wyrazy szeregu sg zawsze mniejsze od 1/r*, mamy jednostajna zbieznosé
do funkcji ciaglej. W rzeczywistosci funkcja, do ktdrej szereg z rown. (7.19) jest zbiezny,
musi by¢ funkcja (7.11), poniewaz juz stwierdziliémy inna metoda (bardziej $cisla), Ze jest
to funkcja Greena operatora d*/dx? z dwupunktowymi warunkami brzegowymi. Interesu-
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Jjace jest obliczenie Gi(x, x’} dla kilku punktéw w celu stwierdzenia, czy réwnania (7.11°)

i (7.19) s zgodne. Na przyklad w x = x’ = — funkcga G3(2 ;) %, podczas gdy
rown. (7.19) daje
<4 2 1
G(z’z') STl
r=1

gdzie prim przy znaku sumy oznacza, Ze suma przebiega tylko po nieparzystych wartos-
ciach n. Uzywajac réwn. (6.61) i wynikéw zadania 6.32 tatwo uzyskaé rezultat

n=1
Dol 1 ; : s les-d
tak, ze G R o zgodzie z poprzednio otrzymanym wynikiem dla G; 55
Pouczajace jest takze przyjrzenie si¢ operatorowi p = —id/dx dziatajacemu w prze-

strzeni funkcji catkowalnych w kwadracie na odcinku [0,1], ktére spetniaja relacje ) =
= Cf(0), gdzie C = ¢¥ i 0 < v < 2%. W poprzednim paragrafie rozpatrywali$my ten
operator z innego punktu widzenia. Latwo stwierdzi¢, ze unormowanymi funkcjami wlas-
nymi tego operatora sa funkcje ¢, = e'™+W* gdzien = 0, +1, +2, ... . Odpowiednic
wartosci wlasne wynosza A, = 2mn+v. Funkcja Greena tego operatora ma zatem postaé

= el(Z"tn+v)(x—x}
G, XV = 2 = 2mn+y

Zauwazcie, ze jezeli y = 0, tzn. C = 1, to wyrazenie dla G(x, x') jest zle okreslone, po-
niewaz mianownik przyjmuje warto$¢ zero dla n = 0. Ilustruje to typ trudnosci wystepu-
jacych w przypadku, gdy operator ma wektor wlasny z zerowa wartodcia wlasna. W po-
wyzszym przypadku 1, = 0, tak wigc rozwiazanie (7.17) przestaje sig stosowaé, chyba ze
(o, ) = 0. Nawet, jezeli (o, f) = 0, rozwiazanie réwnania (7.15) nie jest jednoznaczne.
JednakZe, gdy v # 0, to problem jest dobrze postawiony i wyznaczenie G(x, x') jest
w rzeczywistodci bardzo proste. Zobaczymy w nastepnym paragrafie, ze funkcja Greena
operatora p musi by¢ stala z wyjatkiem, gdy x = x’. W celu obliczenia G(x, x'), gdy
x > x" mozemy przyja¢ bez straty ogdlnodci x—x' = 1/2, zatem
" 1 (=tp
Gt %) = 2 5 n+p/2n’

(x > x)

i podobnie biorac x—x" = —1/2,

: Wapigiany (SI7
ARl 1) E R et e '
G(x, x") = e P (x.< x.

N==00
Na podstawie wynikéw zadania 6:32 (patrz takZe réwn. (6.57)) latwo mozna obliczy¢
wystepujaca powyzej sume. Czytelnik stwierdzi, ze funkcja Greena uzyskana w ten sposéb
dokladnie zgadza sie z funkcja Greena Gu(x, x') z réwn. (7.127), ktéra uzyskaliSmy dla
operatora p bardziej elementarnym sposobem.
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Interesujacym sposobem rozpatrywania funkcji Greena jest podzialanie na G(x, x)
operatorem L, wtedy

LG(x, X)) = LZQE"(X)?@..
n=1 A

Jezeli zamienimy porzadek sumowania i operacji oznaczonej przez L, biorac Lp,(x) =
= Zupa(x), to mamy

LG(x, %) = Zi‘ﬂx}‘ﬁ—(”— - qun(x)tﬁ:(x’) = I(x, ¥).

n=1

Dla dowolnej funkcji f{x),
o0 w0
[ 1, x)f )ax = 3 () [ 16N (xVAx = 3] 4a() (B, 1)-
n=1 n=1
Poniewaz jednak ¢, tworza zgodnie z zaloZeniem zupelny ortonormalny uklad funkeji,
rownanie to mozna zapisaé w postaci
[ 1, x)f(=dx" = f().

Widzieli$my juz w rozdziale 5, Ze funkcja I(x, x), ktéra ma powyzsza wlasno$¢, jest po prostu
funkcja 6 Diraca, d(x—x"). Mozemy zatem napisaé

LG(x, x") = 6(x—x"). (7.20)
Réwnanie to lepiej napisa¢ w postaci
LK =1, (7.21)

gdzie K jest operatorem catkowym zdefiniowanym przez
Kf = J F(x, XV f(x"dx'.

Zatem z punktu widzenia réwn. (7.21) znalezienie funkcji Greena operatora L jest rowno-
znaczne z odwrdceniem L tak, Ze réwnanie typu Ly = f mozna rozwiazaé zgodnie z

y = L_lf = Kf ] fG(x, x’)f(x’)dx'.
Ta analiza méwi nam, ze jezeli wrdcimy do naszej najprostszej funkcji Greena

Gi(x, x7) z té6wn. (7.3'), to powinnismy mieé

: d , ’
_l?";‘G}(x,x) = 6(x—x).

Postugujac si¢ réwnaniem (7.3") stwierdzamy, Ze réwnanie powyisze przyjmuje postaé

mg;@(x—x’) = d(x'—x")
lub
A o) = 30 (7.22)
dt o ) )
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Sprawdzmy czy d@/dt ma whasnoéci funkcji & dyskutowanej w paragrafie 5.3. Uzywajac
definicji &(¢) widzimy, Ze

* do)
at

dt = 0(e)—0(—¢) = 1,
a wige jedna podstawowa wiasno$é funkcji ¢ spelniona jest w trywialny sposéb. Takze,
poniewaz €)(1) jest stale wszedzie z wyjatkiem ¢ = 0, to d6/d? znika wszedzie z wyjatkiem
punktu ¢ = 0. Jezeli teraz sprawdzimy jaki efekt wywiera dO(t)/dt jako czynnik w wyra-
Zeniu podcatkowym, mamy
e ]

de(t z i '

[Hrwa = w00s0r,~ [ooroa,

-2

gdzie scalkowaliSmy raz przez cz¢éci. Uzywajac definicji @(f) otrzymujemy

LS Wit = 1O~ [ FOdt = FO-If@~F O = 10).
(1]

Zatem d@/dt ma najwazniejsza wlasno$¢ funkcji 4, mianowicie

[ 8®r@ydt = £(0).

Intuicyjnym sposobem stwierdzenia, ze d@/dt = &(t) jest papisanie przyblizonego
B(t), jako ;

0, < —g
0,(t) = l+-~1~-ar, —e<t<e,
2: 28
| A
Oczywiscie O,(t) — 6(t), gdy £ — 0. Obliczamy teraz d@(t)/dt i znajdujemy, ze
0, t< —eg
O.(t) =4 1/2s, —s<t<e,

0, t>e&,

Ciag funkeji {@,(¢)} byt jednym z tych, jak pokazaliémy w paragrafie 5.3, ktére przybli
2aly funkcje 6. Rys. 7.3 pokazuje funkcje @,(t) i @/(¢). Pamietajac o tych wilasnosciacl

b

r

\*I‘

=& - D & t
Rys. 7.3 Linia ciagla przedstawia funkcje @.(¢); linia przerywana przedstawia ©(7).
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funkcji 8, czytelnik powinien sprawdzié. czy wszystkie funkcje Greena wyprowadzone
w ostatnim paragrafie spelniaja rownanie (7.20).
Rézniczkowa reprezentacja funkeji 6 dana réwnaniem (7.22) jest bardzo uzZyteczna
i zwro¢my uwage, dla przyszlych zastosowan, na kilka jej prostych konsekwencji. Po
pierwsze, poniewaz
Oat) = B(1), jezeli a >0,
Oat) = 1-@(t), jereli a <0,

to przez rdzniczkowanie otrzymujemy

de (at) de
ey =@ >0
dO(at)  dO
A ol A
zatem
ad(at) = 5(t), a >0,
ad(at) = =3(t), a<0
lub

bat) = %[ 5(0). (7.23)

Druga uzyteczna relacja dotyczy funkcji signum (x), zwykle zapisywanej sgn(x). Jest
to funkcja, ktéra rowna si¢ +1 dla x dodatnich i —1 dla x ujemnych. Widzimy, ze

sgn(x) = O(x)—O(—x),

a wiec
d do(x B — :
2ol = L TED < oG48 = 2000,
to znaczy
%sgn(x) = 24(x). (7.24)

Naturalna konsekwencja tego rezultatu jest

L 1 = L Drsen()] = - fsgn () + 2801 =~ [sgn(o)] = 20(
dz T T O = Ty senXTex x)]_d—x gn(x)l = 20(x).
SkorzystaliSmy tu z faktu, Zze xd(x) = 0 i z réwnania (7.24).

Pamietajac o tych raczej nieformalnych interpretacjach funkcji Greena i funkcji 8,
przejdziemy teraz do niektorych zastosowan,

7.3. FUNKCJE GREENA W JEDNYM WYMIARZE

Po zbadaniu na wstepie kilku prostych operatoréw sprébujemy teraz naszych mozli-
wosci w przypadku operatoréw bardziej ogélnego typu i jednocze$nie wprowadzimy inna
metodg¢ badania funkcji Greena. Zaczniemy od przykladu-z mechaniki klasycznej, ale nim

T

99



skoriczymy wywody stanie si¢ jasne, Ze mozliwosci zastosowari wynikajace z tego prostego
przypadku sa rzeczywiscie ogromne.
Rozwazmy rownanie ttumionego oscylatora harmonicznego z sita wymuszajaca

() +2yx(0) +oix(t) = F(1), (7.25)
gdzie rozniczkowanie wzgledem czasu zaznaczone jest przez kropke. Jednostkg masy
wybraliSmy w ten sposdb, ze: m = 1, y jest w zasadzie wspdlczynnikiem oporu tarcia,
o jest pierwiastkiem kwadratowym z (dodatniej) statej sitowej, a F(?) jest zewnetrzng silg
wymuszajaca. Zakladamy, ze F(¢) ma transformate Fouriera

(7 . f et F(t)dt.
2w S
Poniewaz zalozyliSmy, ze F(t) ma transformatg Fouriera, to F(¢) musi dazyé do zera dla
duzych [¢|. Ten fakt facznie z obecnoscia ttumienia powoduje, Ze rozsadne jest zatoZenie,
iz x(t) i jego pierwsza pochodna daza do 0 dla duzych |¢| i wobec tego maja transformaty
Fouriera. Biorac transformaty Fouriera obu stron réwnania (7.25) otrzymujemy
1 4]
3 f G+2yx+win)e™dr = F(k).
TT

—o0

Niech
%(k) = V,% f et x(f)dt,
wtedy -
T/!ff? f %e""dt+2y% f %J;—c"’“dt+w§5‘c(k) = Fk). (7.26)
@ %

W pierwszym czlonie catknjemy raz przez czesci i otrzymujemy

4 dzx ikt dx ikt = 3 dx d ikt * 3 dx-) i
T eiktgy | 4 — Bl .20 = —ik —— e,
] P [dte- o f a't)dt Ew)dt : f ar |°

—o0 —c0 —00 :

W tym wyrazeniu wklad od punktéw korncowych znika, poniewaz zatozylismy, ze x(¢)
i x(1) mogg by¢ przetransformowane po fourierowsku i zatem znikaja na duzych odleg-
losciach. Rownanie (7.26) pociaga -atem za soba relacje

% o0
Cr=1 ri& e®tdt + ik (k) = F(k). (7.27)
V2r dt
e .
Wreszcie catkujac jeszcze raz przez czeéci i uzywajac warunk6w brzegowych w nieskon-
czonosci znajdujemy

o

1 [ fdx\ xal i T
— ——e®dt = —ik—— f e dt = —ikx(k).
V2= _.u[ ( dt )e ; V2x A e ®

Stad réwnanie (7.27) przyjmuje postaé
(—k2 =2iyk +wd) (k) = F&). (7.28)
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PoniewaZ o3 —2iyk —k? nie ma zer na osi rzeczywistej, to

S F(k)
) = kel

a z podstawowej wlasnoséci transformat Fouriera wynika

. — 1 i ?‘(A) —ikr i
e = J '7:;\.2”21]/."\.-5-(00 e

Postugujac si¢ definicja P:(k), otrzymujemy

}‘(3 )el“ g ikt

dt
Tk 2iyk+wd

x(t) =

Mozemy teraz doda¢ dowolng kombinach liniowa rozwiazan réwnania jednorodnego,
aby ostatecznie otrzymac

x(t) = Ax,()+Bx,()+ j G(t, ) F(thdr', (7.292)
gdzie -
) 1 E3 ekttt - )
G, 1) = == [ —F—mrrar (7.29b)

a A i B musza by¢ tak wybrane, aby spelnione byly warunki brzegowe. Jako dwa liniowo
niezalezne rozwigzania réwnania jednorodnego mozemy przyjaé

(0 = esin[y @3 =77 1],

(7.30)
x,(t) = e~ Leos[ywi—»2 1]. 2
Zobaczymy teraz, czy mozemy obliczy¢ G(z, t'). Napiszmy najpierw
| emeng
G(t, t') = —— ——————————, 7.31
@, #) 2. :!3 (k—k))(k—k,) (7.3
P 5
—K mvwgéyz - O_dJ 4K
T T e S —rl
‘\ !!
“; aﬁffg 1'—2“ 0/(1 /!
\
\\\ ///
\\“‘. A’//

Rys. 7.4 Zespolona plaszczyzna & z konturem uzywanym przy obliczaniu funkeji Greena dla
tlumionego oscylatora harmonicznego.

gdzie k; = (wi—y)"2—iy i k, = —(03—y*)2—iy. Dla ustalenia uwagi zalozymy, ze
we > ¥, ale nie ma to zadnego zasadniczego znaczenia dla przytoczonych w dalszym
ciagu rozwazan. Wazna rzecza odnosnie &, 1 k, jest to, Ze ich czeéci urojone sa zavsze
ujemne. Nasze wiadomoéci z teorii zmiennej zespolonej pozwalajg nam latwo wykonaé
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te calke — rozwazmy catke z réwn. (7.31) jako cze$é catkd konturowej w zespolone;j
plaszczyznie k. Odpowiedni kontur — ktéry nazwiemy C — biegnie wzdluz osi rzZeczy-
wistej od —K do K i nastepnie jest zamknigty w dolnej péiplaszezyZnie pélokregiem
o promieniu K, ktérego $rodek znajduje si¢ w poczatku ukladu wspétrzednych (rys. 7.4).
Zobaczymy, ze jest to wiasciwy kontur, gdy #—1’ > 0. Natomiast, gdy t—¢’ < 0, whasciwym
konturem jest ten, ktory zamyka si¢ w gérnej pélplaszczyznie, wtedy

1 c—-ik(t—v)dk. 1 s e—l’ka_t')dk
S J k) k=F) 2w ) (e—k)Ge—Fp)

1 e iK(t—t) gi¢

— - ‘¢
2w | (Ke*—ky) (R —F;) e dp. (1.32)

W pierwszym czionie po prawej stronie (7.32) calka brana jest wzdhuz osi rzeczywistej,
w drugim czionie calkujemy wzdiuz pétokrggu o promieniu X, na ktérym

k = Ke', dk = iKe"df,

a ¢ zmienia si¢ w zakresie od ¢ = 0 do ¢ = —m. Rozpatrujemy teraz sytuacje, w ktérej X
promien konturu, staje si¢ bardzo duzy. Wtedy, poniewaz urojone czesci k&, i k. znajduja
sig obie w dolnej pélplaszczyZnie, kontur C obejmuje je w pewnym momencie i mozemy
obliczy¢ catk¢ metoda residuéw. Otrzymujemy 7
ik o a—kt—t) dk ( 1) (2 ’)[e-—lki(t-:f) e_ttza_r-)]
—2nl = —————dk = (— T .
xmcf &=k (E=%2) 2R R

Czynnik (—1) pojawia si¢ z powodu zamykania konturu w dolnej péiplaszczyinie, co
pociaga za sobg przebieganie konturu w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.
Podstawiajac wartosci &, i k, otrzymujemy
e~7-sin [y w3 —p%(t—1)]
V- |
Gdy K — oo, pierwszy czlon po prawej stronie réwn. (7.32) staje si¢ po prostu réwny
G(t, t') z réwnania (7.31), a wiec
e~7-"sin[)/ w3 —p3(t—1)]
Vai—y

T

= G, 1)+ lim R, (7.33)

gdzie
e—iKe®u—1)

=
e Lk .
R = sz‘ Ko? —ky) (R —F,) ke d¢-

Ta calka znika jednak na podstawie lematu Jordana (paragraf 6.8), zatem

—¥t—t) gz w2 — 2t —
Gty t)= = Sm[l/&y (Gl )| S (7.34)
Va3—y?
Jezeli teraz ¢ < ¢, to powyiszy argument jest niestuszny, bo calki wystepujace przy
szacowaniu R rosna wykladniczo. W tym jednak przypadku wybieramy kontur, ktéry
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zamknigty jest w gornej pétptaszezyinie. Wtedy wyrazenie podcatkowe w I z rownania
(7.32) nie ma osobliwosci wewnatrz konturu i wobec tego
G, t) =0, <t

Mozemy zatem podsumowac stwierdzajac, Ze

=1’} T

G, i) = B—-1)-= s‘;g’ ’”"y y2(e=1)] (7.353)
T
i piszac ogdlne rozwiazanie jako
t
—p{(t—1) 2 L

() = Ax; () +Bx,(t)+ f e7¢ Osin[y/ ;"‘i__(; NF@YE g 35

wi—y

to
gdzie 1, jest czasem, w ktorym zastosowane sa warunki poczatkowe (tzn. F(t"y mozZe byc
przyjete za réwne zeru dla czaséw wezesniejszych od #o). Zauwazcie, Ze czton zawierajacy
catke znika dla f = f, tak samo, jak jego pierwsza pochodna wzgledem ¢. Zatem A1 B
moga byé okreslone z warunkéw poczatkowych x(,) = Xo, X(fo) = x, zupehnie tak samo,
jak miatoby to miejsce, gdyby nie bylo niejednorodnego cztonu. Na poczatku biezacego
paragrafu uprzedziliSmy ten wynik oznaczajac jadro catkowe przez G(¢, t').

Wreszcie czytelnikowi pozostawiamy do pokazania, Ze

42 d
[dzz +2y— +wO]G(r £ = 8(t—17), (7.36)

jak mozna sig spodziewac.
W charakterze przykiadu przypusémy, Ze czton wymuszajacy ma postac

F(t) = Foe~**

zaczynajac od ¢ = 0. Zaktadamy, ze w ¢ = 0 ukiad znajduje si¢ w spoczynku w poloZeniu
réwnowagi tak, iz A = B = 0 w rownaniu (7.35b), zatem

13
x(t) = Fee™ f - 21 - sm[y P Z(l‘—t )]e“’ o gyt
§ Ves—v?

Wazystkie catki sa bardzo proste i otrzymujemy *

Fo sinlyoj—yt=98] ., Fy il

—— e
Vai—? Voi+or—2ay wi+o? —2ay
 gdzie tgd = Ywi—y*/(a—y) i 6 jest w pierwszej lub drugiej cw1artce Zauwaicie, e
warunki poczatkowe x(0) = 0, (0) = 0 sa spelnione. Latwo takze sprawdzié, ze x(t)
znalezione tym sposobem rzeczywifcie speinia réwnanie (7.25).
Jezeli z ttumieniem przejdziemy do zera znajdujemy, ze
x(t) = Fo Sirt,(tu_oti?) 2F° —e™ %,
Wo _]/w%+oa2 wy+ o

x(t) =

Po uplywie diugiego czasu, gdy sita F(f) staje sig bardzo mafa, uzyskujemy czysty ruch
harmoniczny. Zatem w granicy dtugiego czasu i braku ttumienia otrzymujemy po prostu
, ; .
S} e S0, OB
We Y wito?
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Na podstéwie tego wyniku mozemy obliczy¢ koncowa energie ukladu. Uklad mial
poczatkowo energig zero, koncowa energia jest wigc rowna emergii wprowadzonej do
ukladu. Mamy

1. 1 \
X2+ —wix?

Ergrag

dla czastki o jednostkowej masie, zatem

: F§
Zgodnie z paragrafem 5.7
1 o 2 1 [-+] 2 F.Z
S —iwgt foIyien 2 3—“009 -t = o
E 3 fe o F(¢) 5 F} of e~ %dt Saditad)

co jest zgodne z naszym wynikiem.
W réwnaniu (7.35a) uderzajacy jest fakt scislego podobienstwa G(¢, ¢} do rozwigzania
réwnania jednorodnego

2
Zrz +2y Z +wfx = 0. (7.37)

W rzeczywistoSci rozwazane jako funkcja ¢, G(¢, t) dla # > ¢’ jest kombinacja liniowa
dwoch liniowo niezaleznych rozwigzan rdwnania (7.37) danych réwnaniem (7.30). (Wspdt-
czynniki tej kombinacji liniowej zaleza oczywiscic od #'.) W tym przypadku

G(t, ") = A@t)e "sin[fwi—9* t]+B(t")e M cos[ywd—? 1],

gdzie
" o sinl/ a2 =2 ¢
A@) = & cos[y w3 —y2 t], Bty = -© sin[y w3 —y? t]
Pa7; Veoi—*

Dlaczego tak jest, latwo widzie¢ z roéwnania (7.36).

Wszedzie z wyjatkiem ¢ = ¢/, G(t, t') musi spelniaé réwn. (7.37), poniewaz funkcja ¢
znika wszedzie z wyjatkiem przypadku ¢ = ¢. Zatem dla ¢ > t', G(z,¢") jest pewna
liniowa kombinacja dwu rozwiazan réwnania (7.37) i podobnie dla ¢ < ¢’.

Aby rozwazyé problem w mniej wyspecjalizowanym przypadku, rozwazmy najbardziej
og6lny liniowy operator rézniczkowy drugiego rzgdu

L= o0 -2 +).

Niech x,(#) i x,(f) beda dwoma liniowo niezaleznymi rozwiazaniami réwnania
Lx(t) = 0.
Chcemy rozwiazaé réwnanie

d? G(i ) dG(t t)

LG(t, ') = fo(¥) +4() +(6)G@, 1) = 8(t—1).  (1.38)
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Dla t > ¢’ piszemy .
G(t, "y = a, %, () +a,x,(7), (7.39a)
adlat <t

G(t, t) = byx,()+bx5(2). (7.39b)
Sprobujmy teraz wyznaczyc d,, da, b, i by. G(¢, t') musi by¢ ciagle w ¢ = 1', gdyby tak
nie bylo, to dG/dt zawieratoby funkcje 8, a wobec tego d*>G/dt* zawieratoby pochodng
funkcji . Jednakze po prawej stronie réwnania (7.38) stoi po prostu funkcja 6, wniosku-
jemy wiec, ze G{t, t') jest ciagle w 1 = t'. Jednakze dG/dt nie bedzie ciagle w t = ¢’
i z rownania (7.38) mozemy okreslic wartosé wyrazenia

dG(,1') H[dG(t,rr;)‘-
dt t=t'ye dt- _Ir:z'-t:

catkujac obustronnie rownanie (7.38) od ¢ = t'—& do t = t'+¢. Po prawej stronie réwna-
nia funkcja & daje 1, a wige

' +E ' +e U+E

- d2G(t, 1 > dG(t, t’ " , ;

| A= COar [ n0CGa [ hoGe =1,

dt . dt
t'—e ‘-8 -t

Zatozmy, 7e [y, f1 i f> sa clagle w calym obszarze ok reslonosci funkcji Greena. Wiedy,
poniewaz ¢ jest bardzo mate, funkcje te beda si¢ w obszarze calkowania zmienialy
w zaniedbywalny sposéb i mozemy je zatem zastapi¢ przez ich warto$ci w ¢ = 1,

e 1'+e t'3e
o ARG, , dG(t,t’ 3 i
ooy | = d(:z ) dr+f(t) f —%—)dwrfz(z) f Gz, t')dt = 1.
=g t'—g t'—g

Poniewaz G jest ciagle w ¢ = ¢’ i poniewaZ obszar catkowania mozna uczyni¢ dewolnie
malym, ostatni czlon po lewej stronie tego réwnania znika. Wykonujac pozostale dwie
calki otrzymujemy

fom{["";‘“”] _[__dG(f_a.f_’l] }+f1(z') (Gt +é, 1)~ Gt —e, 1] = 1.
Jr=vrpe L t=t'—&

dt dt
Poniewaz G(1, ") jest ciagle w ¢ = ¢’, drugi czlon po lewej stronie znika i pozostaje
dG(t,t’) } [ dG(z, 1) ] 1
s B e | SEEME e 7.40)
[ dt Jt=trt+e dt t=1/—¢ fﬂ(r ) (

Korzystajac z tej relacji i z faktu, ze G(t,¢') jest ciagle w { = t’, mozemy uzyskaé po-
zyteczne informacje o wspotczynnikach a,, @z, by i b, z réwnan (7.39a) i (7.39b).
Z ciaglosci w t = ¢’ otrzymujemy

ayx, (1) +arx,(t") = byxy () +bax2 (1),

podczas gdy z rdwnania (7.40) mamy
@, (t) + a5 () =[x (1) + b, 3 (1)) = 1fo(r)-
Kombinujac te dwa réwnania ze soba znajdujemy nastepujacy uklad réwnan na réZnice
(a1 —by) 1{a;—b5):
(ay—by)x,(t')+(az—b2)x:(t') = 0,
(ay—b)x, (1) + (@, —b2) Xo(1") = 1[f6().
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Rozwigzania tych rownan maja postaé

ol enbil. . i Whickutl. i el
“hi= -T2 = T

gdzie WA(t’) jest wronskianem x, i x, zdefiniowanym przez

. : (1), x,(¢)
W(t") = x,(¢0%,(t) —x,(t)x,(t) = Pt 1 T, 8 {4

.

W postaci wyznacznikowej wroriskian daje si¢ uogéinié na przypadek réwnania rézniczko-
wego dowolnédgo rzedu. Podstawiajac powyzszy rezultat do réwnan (7.39a, b) widzimy,
ze G(t, t") moze by¢ zapisane jako

G(t, 1) = bx,()+ by () — 1OR O —%Ox()
: . fo(r )W(I ) (7.41 a)

G(t, 1) = byx,()+b,x,(8), t<t'.

Pokazanie, ze fo(t)W(t)) nigdy nie znika, pozostawione jest jako <¢wiczenie dla
czytelnika (zadanie 6). Dwie pozostale stale b, i b, moga by¢ teraz tak wybrane, aby
spelnione byly wlasciwe warunki brzegowe. Postaé, ktora funkcja Greena ostatecznie
przyjmuje, zaleZy bardzo silnie od typu natozonych warunkéw brzegowych. Jezeli warunki
brzegowe s3 typu jednopunktowych warunkéw charakterystycznych dla mechaniki kla-
sycznej, wtedy w réwnaniu (7.41a) bedziemy Zadali, aby &, = 0 = b,. Jezeli to uczynimy,
wtedy funkcja Greena dana bedzie przez

X, (t)xz(f)"xz(t)h(t')
G(t,t) = —-O@@r—1) 2 , 7.41b
G = S e - (7.416)
a rozwigzanie wyrazone przez funkcje Greena ma postaé
t
x(1) = Ax,(£)+Bx,y(t)+ j G(t, )F(t))dt". (7.41¢)

Czion zawierajacy calke znika w ¢ = f,, znika takze jego pochodna wzgledem ¢. Zatem,
jezeli zastosujemy jednopunktowe warunki brzegowe x(t,) = xo, X(to) = x,, to stale A
i B w réwnaniu (7.41c) wyznaczone beda zupelnie tak samo, jak gdyby czton calkowy
nie istnial,

Jezeli jednak warunki brzegowe 'sa typu warunkéw dwupunktowych, powiedzmy

x(to) = xo,  x(t;) = x4,
wtedy piszemy

x(2) = Ax,(t)+Bx, (D) + f G(t, t)F@dt'. | (7.42)

- Wydawaloby si¢ wtedy rozsadnym tak wybraé b, i b, w réwnaniu (7.41a), aby G(to, t’) =
= 0 = G(#, t") i wobec tego 4 i B z réwn. (7.42) wyznaczone sa przez warunek brzegowy
W ten sposéb, jak gdyby czlon catkowy nie istniat. i

Aby zilustrowaé ten przypadek i takze przedstawié proste obliczenie funkcji Greena
nasza nowa metoda, rozwazmy

: L= £2—+co"

X RN
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Wiemy juz, ze dla jednopunktowych (charakterystycznych dla mechaniki klasycznej)
warunkéw brzegowych funkcja Greena dana jest przez

Gt rf) o @(t_zf} Ei&)i(l‘_—t’)]‘

(50

co tatwo uzvskaé kladac w réwnaniu (7.35a) ¢ = 0. Uzyjmy teraz innej metody i nalézmy
dwupunktowe warunki brzegowe. Mozemy wybraé

x.{t) = sinmgt, x,(t) = coswe?
tak, ze
W(t') = x, (D32 (8) — %, (D) x2(2) = —wo.
Poniewaz [, = 1, to z réwnania (7.41a) otrzymujemy
sinwg(t—1")

G(t, t") = by sinwgt+bycoswet+ = B t >t (7.43a)
0

G(t, ") = bysinwet +bycosmpt, t <t (7.43b)

Jako punkty koficowe wybierzmy dla wygody 2, = 01i ¢, = 1. Wiedy nakladajac w row-
naniu (7.43b) waranki G(f, t") = G(0, t') = 0 otrzymujemy b, = 0. Podobnie naktadajac
warunek G(t,, 1) = G(1,¢') = 0 w réwnaniu (7.43a) znajdujemy, Ze

. 1 .
bisinwg +—— sinwe (1 -t = 0
g
i zatem

1 - r 1 r
b, = —ctgwysinwgt’ — —— coswpt’.
Wy Wo

Podstawiajac obliczone w ten sposéb b, i b, do réwnan (7.43a) i (7.43b) mamy

i o 1 y .
G t) = — [ctgwgsinmwet —coswy ] sinmet’, ¢ > ¢, (7.44a)
0

1 ' .
G(tt) = g [ctgmgsinmgt’ —cosmyt1sinwet, 1 < t'. (7.44b)

Zauwazcie jak bardzo rézny jest ten rezultat od wyniku otrzymanego w przypadku jedno-
punktowych warunkow brzegowych. Interesujace jest stwierdzenie, Ze jezeli potozymy
w, — 0, otrzymujemy funkcje Ga(¢, t') z rédwnania (7.11°), jako funkcje Greena operatora
d*/dt? z dwupunktowymi warunkami brzegowymi.

Zauwaicie, ze gdy wo = nwdlan = 1,2, 3, ..., w réwnaniach (7.44a) i (7.44b) funkcja
G(t,t') staje si¢ nieskoiczona i nasza metoda jest bezuzyteczna. Dzieje sig tak,
poniewaz

2

L=
dt?

-+ (nm)?

ma funkcje whasng z zerowa warto$cia wlasna, mianowicie sin(nxt), ktdra spetnia warunki
brzegowe znikajac zaréwno w f = 0 jak i w £ = 1. W tym przypadku rozktad na funkcje
wiasne w réwnaniu (7.18") nie moze by¢ zastosowany z powodu zerowej wartosci wiasne]
w mianowniku wyraZenia na G(#; t'), a wtedy réwnanie

Ix=F
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nie ma oczywiscie jednoznacznych rozwiazan, gdyz do kazdego rozwiazania mozemy
doda¢ dowolna wielokrotno$é sin(nmt) i otrzymamy w ten sposéb inne réwnie dobre
rozwiazanie.

Identyczng analiz¢ moZzna przeprowadzi¢ dla ogdlnego liniowego operatora réznicz-
kowego n-tego rzedu, zndw z zastrzezeniem, Ze fo(f) # 0 i przy wykluczeniu zerowych
wlasnosci wlasnych.

Jak bylo wskazane na zakoficzenie paragrafu 7.1, uzycie funkcji Greena nie ogranicza
sig weale do rozwigzywania réwnan rézniczkowych z czlonami niejednorodnymi niezale:-
nymi od x. Jedno z najwazniejszych ich zastosowan ma miejsce, gdy niejednorodny czton
sam zalezy od nieznanej funkcji x(z). Na przyklad réwnanie rézniczkowe

LxX°= fllx)
moze by¢ przepisane jako réwnanie catkowe o postaci
x(1) = §@O+ [G(t, OfI¢', x (¢,
gdzie &(¢) jest liniowa kombinacja rozwiazan réwnania jednorodnego
ILx =0,

ktéra spelnia warunki brzegowe, a G(¢, t') jest funkcja Greena nalezaca do operatora L
spelniajacg swoje wlasne, odpowiednie warunki brzegowe. Przykladowo dla prostego oscyla-
tora harmonicznego zaburzomego przez jaka$ meharmoniczng site postaci ¢(£)x(¢) lub

[x(#)]* mamy
) t
x(t)=xoc08wq 4+ gin w0r+f L sinwg (f — t")f[t’, x(t")]dr’,
g 5 o

dla jednopunktowych warunkéw brzegowych x(0) = x,, x(0) = x,. Zaburzenie postaci
P()x(¢) wsxazuje, ze stala sitowa oscylatora harmonicznego jest zmienna w czasie, i ma

formg k = ko+¢(r). Podobnie, jezeli sita nie jest doskonale harmoniczna, to w celu

uzyskania doktadnego opisu sity moze by¢ konieczny czton typu [x(1)]?; zdarza si¢ to czesto

w przypadku sif, ktore wigza ciala stale, gdzie male czlony proporcjonalne do kwadratu

wychylenia odgrywaja wazna role. W nastepnym rozdziale bedziemy dyskutowaé metody,

przy pomocy ktérych mozna rozwiazaé¢ takie réwnania catkowe. g

74. FUNKCJE GREENA W TRZECH WYMIARACH

Metoda uzyskiwania funkcji Greena w jednym wymiarze opisana przy koricu poprzed-
niego paragrafu nie nadaje si¢ zwykle dla tréjwymiarowych probleméw. Poniewaz trzy
wymiary odpowiadaja rzeczywistemu $wiatu, nie jest zadziwiajace, ze w tym przypadku
problemy s3 trudniejsze. Jednakze w trzech wymiarach istnieje pewien szczegdlnie wazny
operator, dla ktérego metoda transformat Fouriera opisana na poczatku ostatniego para-
grafu jest skuteczna. Operatorem tym jest

HQ = V2+j.,
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adzie V2 jest znanym operatorem Laplace’a, dyskutowanym w rozdziale 1. Zastosujemy
metode transformat Fouriera w celu rozwigzania réwnania

Hyy(r) = F(r) (7.45)

przyjmujac, ze 3(r) i £(r) maja transformaty fourierowskie. Niech

” 1 ;
Fk) = IoEE f e~k TF(r)d’r, (7.46a)
A 1 -
p(k) = @ f e~ *ryp(n)d’r, ~ (7.46b)
wtedy z rownaria (7.45)
1 . iy .
‘ Wf e~ V2@ dr + 2P(k) = F(K). (7.47)

Postuzymy si¢ teraz twierdzeniem Greena, ktore mowi, Ze
[(FV2G—GV2F)d*r = | (FYG—GVF)- nds,
v 5

gdzie S jest péwierzchniq obejmujaca objetosé V, a n jest wektorem jednostkowym normal-
nym do S skierowanym na zewnatrz. Zatem wnioskujemy, Ze

1 ~ 1 . -
WJ e~ lery2y(r)dr = W.’ w(r)vzeﬂk.,d%_i_
E vV
1 N . (1.48)
o f[e kr¥y (r) —yp (r)Ve~ ] - ndS.
Y

Obszar catkowania jest cata tréjwymiarowa przestrzenia, a wiec obliczajac catkg powierz-
chniowa przyjmujemy jako powierzchnig sferg o promieniu R i weZzmy granicg dla R — 0.
W tym przypadku n jest jednostkowym wektorem o kierunku radialnym. Czton powierzch-
niowy wynosi wigc

1

_(?'_T:),ﬁ? ’,'[e—ik.rvw(r)_w(r)ve—{k.,] e
H

(7.48"
= ; 3 2 J *ik-ralw d —ikr
“mwﬁf{F F o U b O

gdzie dQ = sinfdidg. Jezeli w(r) dazy do zera wystarczajaco s7ybko, gdy [r| =
(z grubsza méwiac, gdy v znika szybciej niz 1/r), to wtedy czlon powierzchniowy begdzie
znikat i réwnanie (7.48) redukuje si¢ do

1 £ ~
g [T @ = k0,
4

a rownanie (7.47) przyjmuje postac
(=i +D)pk) = FK). (7.49)
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Nalezy teraz odrézni¢ dwa przypadki: 2 2 01 4 < 0. Rozwazmy najpierw ten drugi przy-

padek i napiszmy A = —#x?. Wtedy (—k?—«2) nigdy nie znika, a zatem
5 Fk)
) =-7 o (7.50)

-1 z twierdzenia o caltkach Fouriera

V) = 50~ oy | e Sk,

gdzie &(r) reprezentuje dowolng liniowa kombinacje rozwiazan réwnania jednorodnege
Hop(r) = (Vz—%z)qﬁ(r) =1,
Uzywajac réwnania (7.45a) otrzymujemy
p@®) = £ + [ G, r) FE)dr, (7.512)
gdzie ;
1 eilx-(r--r’)

6Er) = ~ g | =Pk (7.51b)

Korzystajac z réwnania (6.51) mamy

S L

G(r,r) = — (7.52)

4r  r=r]
Dla zupelnodci rozwiazania potrzebujemy tylko wyznaczyé z réwnania (7.51a) funkcje
&(r). W wigkszosci probleméw fizycznych chcemy, aby w(r) pozostawalo ograniczone,
gdy |r| staje si¢ bardzo duze. Zobaczmy, czy jestesmy w stanie rozwiazaé réwna_ry'_g_

Hop(r) = (V2 —=*)dp(x) = 0 (7.53)
poddane warunkowi méwigcemu, ze ¢(r) jest ograniczone dla |r| - co. Widaé, Ze rozwia-
zaniem rownania (7.53) jest po prostu

P(r) = e~ *g="e=%2 | 52 — 32 Ly a2, (7.54)

Wszystkie jednak te rozwiazania ,,wybuchaja”, gdy |r| staje si¢ duze, z wyjatkiem tych
kierunkéw, w ktorych x,x, %,y i %3z sa dodatnie. Zatem réwnanie jednorodne nie ma
akceptowalnych rozwiazan i ostateczny rezultat mozemy napisaé w postaci

—H[r—r’|

() =~ J F(r Yd3r'. (7.55)

Jezeli F(r') maleje dostatecznie szybko, gdy |r’ ] — oo (np. jezeli F(r') znika, gdy |z’| > R
dla pewnego R) widzimy wtedy, ze dla |r] —» oo

—Xr

p(@) > C=

W tym przypadku dokonywane przez nas zaniedbanie czlonéw powierzchniowych w réw-
naniu (7.48) bylo usprawiedliwione, poniewaz 9(r) maleje wykladniczo dla duzych war-
tosci |r|.
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Rownanie (7.55) ma interesujgce zastosowanie w teorii elektromagnetyzmu;
clektromagnetyczny potencjal ¢(r) wiaze si¢ z rozkladem tadunku e(r) réwnaniem
Poissona

Vip(r) = —4=o(r),

Réwnanie (7.55) w granicy » = 0 mowi nam, Zc

(o) o,
H(r) = J T(_T—ar

co prowadzi do znanego rozkfadu na multipole dla ¢(r). Dla dostatecznie duzych |r|
funkcja ¢(r) — Q/r, gdzie

0 = [
Jest to sensowny wynik, poniewaz z duzej odlegiosci kazdy rozktad tadunku powinien
wyglada¢ jak tadunek punktowy.
Innym waznym przypadkiem zastosowania réwnania (7. 53) Jjest rownanie Schrédingera

2711E )

{V +—=— () = V(r}w(r) (7.56)

Dla standw zwigzanych w potencjale przyciagajacym [F(r) < 0], £ jest ujemne. Piszac
zatem (—2mE/h?) = x* otrzymujemy z rdwnania (7.56) przy uzyciu rdwn. (7.55)

m [ e vl , .
znﬁzj ] EIPEYE (7.57)

p) = —

Liniowe rownanie rézniczkowe na wartosci wlasne zostalo zatem przeksztalcone na li-
niowe rownanie catkowe na wartodci wlasne. Ze wzgledu na skomplikowana postaé funkcji
Greena wygodniej jest czgsto pisaé takie rownania w ,,przestrzeni pedowej”, tzn. napisad
w miejsce powyZszego catkowe rownanie na transformate Fouriera funkeji (r). Réwnanie
takie dane jest bezposSrednio przez (7.50). Dla réwnania Schrédingera

£(r) = V(l')w(r)

a uzywajac réwn. (7.46a) i twierdzenia o splocie [patrz réwn. (5.65)] otrzymujemy

S Zm s

FK) = = —pd(p)d?
(k) (2m)¥2 )2 ‘J Vik—p)p(p)d°p,

a wiec réwnanie (7.50) przyjmuje postaé

2m V{k p) ~
e ) T PO

p(k)=— (7.57")
co mogto oczywiscie by¢ takze otrzymane przez wzigcie transformaty Fouriera obu stron
rown. (7.57) i dwukrotne uzycie twierdzenia o splocie.
Jako konkretny przykiad przypusémy, ze ¥(r) dane jest przez potencjal Yukawy
g

Vi) = —

2 (7.58)
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Bezposrednie catkowanie pokazuje, Ze

) 2 1]2 1
V=[] g2 . .58/
(@ (ﬂ) 8 i (7.58)
W tym wigc przypadku catkowe réwnanie Schrdingera ma postaé
A 5 mg f @(p) 3
P00 = i ) T =)

W tej postaci wygodniej jest uwazaé » jako ustalone, a g? jako warto$¢ wlasna do wy-
znaczenia; tzn. latwiej jest spytaé, jak silny potencjal bedzie prowadzit do danej energii
wigzania 1*%*/2m, niz pytaé, jaka energie wiazania wytworzy potencjal o danej sile g2.
Dla potencjatu centralnego funkcje falowe maja katowa zalezno$¢ harmonik sferyczgych.

Zatem PK) = ¢1(K)Yim (s 1) (7.60)

ifatwo otrzyma¢ zbi6r réwnan catkowych, po jednym dla kazdego ¢ (k). Przykladowo, edy
[ =0, to Yy, jest stale. Jezeli podstawimy réwn. (7.60) do obu stron réwn. (7.59),
catkowanie po katach jest natychmiastowe i jako réwnanie na naszg funkcje ¢o(k) otrzy-
mujemy

: 7 1 ;SR S
3o = 2 | g |G i oo .60
0

Jednowymiarowe réwnanie tego typu moze byé rozwigzane przy uZyciu metod,
ktére beda rozwiniete w dwéch nastgpnych rozdziatach. Po prostu dla upewnienia sig,
ze rOwnanie to ma rzeczywicie cokolwick wspolnego z réwnaniem Schrédingera, czytelnik,
ktorego bawia zmudne rachunki, moze podstawié do réwnania {7.61) wartosci:

B i N LI7 By H5a 5
¢G(P) bl ( 2+ 1 )2 ] ED T -zma_g’ k* = -_hz == +a§ (7.62)
Pt
o

(gdzie a, = A*/mg? jest promieniem Bohra atomu wodoru). Po wykonaniu cafkowania
i nastepnie poloZeniu i — 0 czytelnik znajdzie, ze @o(p) jest rzeczywiscie rozwigzaniem
rown. (7.61).

Wskazéwka: nalezy scatkowaé raz przez czeéci, aby pozbyé sie czlonu logarytmicznego i na-
stepnie wykonaé¢ catke konturows.

Tak powinno by¢, poniewaz ¢,(p) dane réwnaniem (7.62) jest proporcjonalne do trans-
formaty Fouriera funkcji falowej stanu podstawowego atomu wodoru, a E, jest odpowia-
dajacg tej funkcji energia stanu podstawowego. Zauwazcie przy okazji, ze réwn. (7.61)
méwi nam, iz dla potencjatu Yukawy (itakze dla potencjatu kulombowskiego) po(k) ~ 1/k*
dla bardzo duzych &, co moze by¢ widoczne z réwnania (7.61) droga rozwinigcia czlonu
logarytmicznego. Jest to prawdziwe dla kazdego stanu z [ = 0.

Nim czytelnik zaoponuje, ze nie ma w tym wszystkim nic nowego, poniewaz kazdy
wie, iz istnieja $ciste rozwiazania dla wszystkich stanéw zwiazanych atomu wodoru,
zwrbcimy uwage, Ze potencjal kulombowski Jest jednym z bardzo niewielu potencjatéow,
dla ktérych mozna otrzymaé rozwigzania w zwartej postaci. Dla wielu interesujacych,
wystepujacych w fizyce potencjatéw nie mozna takich rozwigzan otrzymac i trzeba
stosowa¢ inne metody, na przyklad takie, jakie s3 tutaj przedstawione.
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Poradziwszy sobie z przypadkiem 4 < 0, zwrécimy teraz uwage na bardziej wyrafino-
wany przypadek A > 0. Wielko$¢ (—k*+4) z réwn. (7.49) przyjinuje wartos§é zero dla
k=4 1/ A. Nie mozemy wigc umiescicé tej wielkoSci w mianowniku w takiej
postaci. Podamy najpier sposob ominigcia tej trudnodci, a péZniej przedyskutujemy jego
poprawno$é. Pomyst polega na zaloZeniv, z¢ /4 jest suma dodatniej liczby rzeczywistej
i liczby urojonej

A=(gt+ie)®, &3>0 (7.63)
Uzycie ¢ jest wyrazem nadziei, ze gdy skonczymy, mozemy przejéé z ¢ do zera i uzyskad
poprawny wynik. Zatem rownanie (7.42) daje

y F
yu(k) = — kT_(—;kj_)_—wj; (7.64)

1 postepujac jak poprzednio otrzymujemy ostatecznie

9. = E0)+ [G. () FE) Y, (7.65)
gdzie
e—tk-(r—r’)

(21':)3 f k2 —(g+ie)?

d3

G.lrr) =

Ze wzglgau na czgsé urojona, ktdrg wprowadzili$my, calka ta nie ma biegundéw na drodze
cattowania, mozemy wigc postgpowaé jak w przypadku A <t 0. Wykonujac catkowanie
po katach i rozciagajac catkg po k& do —co tak, jak to zrobiliSmy przy wyprowadzaniu
(7.52), uzyskujemy

=]

1 S r— e—iklr—r/|
forph) owe . B
000 = = gt | | wmrraerarm ~ e

Mamy tu do obliczenia dwie calki. Rozwazmy najpizrw

el

—ik|r—rx7|
k
f (k~ the)(HqMS)

UZywajac argumentéw, ktoérymi postugiwali$my sig poprzednio w podobnych okoliczno-
Sciach, mozemy obliczyé tg calke przez catkowanie konturowe, zamykajac kontur w gor-
nej potptaszczyinie. Zupetnie jok w przypadku A < 0, wktad od pélokregu znika i z teorii
residuéw mamy

(+g+ieizatil—r]

Sy =2mi T = rjetidir=1/]g—elr=r|
Podobaie
~ o= iklr=x'|
K, = fk C T Grath) dic = — mig*lalr=r'lg=¢lr—r'l.
Stad -

1 tiglr—r/}
Gylr,r) = — elr—r'i —ele—v], (7.66)
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Wracajac do réwnania (7.65) znajdujemy, ze
1 gilEa+i)jr—r/|
v = 60— [ Feya
 Zatem wybor ujemnej lub dodatﬁiej czgsci rzeczywistej w réwnaniu (7.63) ma zasadniczy
wplyw na rozwiazanie. W jednym przypadku, gdy [r] — oo,

igr
pO-E0+C S,

podczas gdy w drugim
eiar
y_(D-£M+C .

r

W obu przypadkach € moze zalezeé od 6 ¢, ale nie od r. Zatem w przypadkach gdy waru-
nek brzegowy moze mieé postaé zastrzezenia co do zachowania si¢ rozwigzan w du-
zych odleglodciach (tak jak w kwantomechanicznych problemach rozpraszania), wybér
A = (q+ie)* lub A = (g—ie)* odpowiada nalozeniu konkretnego warunku brzegowego
we wszystkich punktach jakiej$ dwuwymiarowej powierzchni.

Musimy teraz zbada¢ mozliwosci, jakie istnieja dla &(r), wlasciwego rozwigzania réw-
nania jednorodnego

(V2 +g%)¢ (1) = 0.
Roéwnanie to ma rozwiazanie eio'r, gdzie q jest wektorem o dtugosci g i dowolnym kierunku.
Wobec tego kompletne rozwigzanie ma postaé
1 ellzg+i)|r—r/|

— A ig-r N J3.7
‘lj)t(l') = WE wr i —ll'——l';f_ Fr")d3r'. {7.67)

Stala 4 i kierunek q wyznaczone sa przez warunki poczatkowe,

Szczegblnie waznego przyktadu dostarcza nam znéw réwnanie Schrédingera, ktére
piszemy w postaci
2mE
ﬁz
Jeieli bedziemy badaé tak zwany przypadek rozpraszania (E > 0), wtedy bedziemy mieli
do czynienia dokladnie z ta sytuacja, ktéra wzigliémy pod uwage wyprowadzajac (7.67).
Natychmiast znajdujemy nastepujace réwnanie calkowe na Jfunkcje falowa

A . m ptigilr—1] , N g3
V0 = G5 [ S ey, @, (7.68)

(v2+ )w(r) -2y @y .

gdzie g; = y/2mE/h*. R6wnanie to nosi nazwe réwnania Lippmana-Schwingera; jest ono
punktem wyjécia dla wigkszosci wspolczesnych metod badania kwantowomechanicznego
zjawiska rozpraszania. Opusciliémy tu ¢ przewidujac fakt, ze granica e — 0 nie przedstawia
Zadnych trudnosci. Pézniej powrécimy do tego punktu.

Obraz fizyczny przedstawia tutaj fale plaska biegnaca w kierunku g, o energii #2g7/2m,
padajacq na centrum rozpraszajace reprezentowane przez V(r). NateZenje fali okreslone
Jest przez A4, ale jest ono w zasadzie nieistotne dla fizyki zagadnienia. W duzych
odlegtodciach spodziewamy si¢ zaobserwowag nie tylko falg padajaca, ale takze wychodzaca
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falg kulista powstala w wyniku rozpraszania. W tym przypadku warunek brzegowy wymaga,
abyémy mieli asymptotyczne zachowanie si¢ typu

el'qir

A .
s _aili-r "
%(") - (271.)3,’2 € +C r

7e jest to wlasciwe rozwiazanie, kidre zawiera wychodzace fale kuliste, mozna zobaczyé
pamigtajac, ze zalezne od czasu réwnanie Schrédingera ma postaé

kg

ét -

HY =ih

Jezeli H nie zalezy od czasu,
P(r, 1) = pE)e " = pei,
edzie w = E/f 1 (r) spelnia niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera
Hy(r) = Ep(r).
Zatem asymptotyczne rozwiazanie réwnania zaleznego od czasu jest nastgpujace
¥ora)y= o gliT-on 4 C M (7.69)
’ (2m)3? ro
gdzie w = hg?/2m. Aby przy wzrocie ¢ faza pozostawala stala, r musi wzrastaé¢; wobec
tego rownanie (7.69) opisuje falg wychodzacy.
Na odwrdt, asymptotyczna postad
e~ iair

A i
v = Gy €€

odpowiada wchodzacej fali kulistej. Ten warunek brzegowy jest rowniez istotny w mecha-
nice kwantowej, gdy dyskutuje sig stany koncowe procesow rozpraszania. Bedziemy
dyskutowac¢ oba warunki razem, poniewaz nie wprowadza to zadnych dodatkowych trud-
nosci.

Interesujace jest przyjrzenie si¢ trochg blizej asymptotycznej postaci (7.68). Jezeli napi-
szemy

' -— r.r’ 2 VP
1 "o 3 e, T -
r—r| =yr’=-2r-r'+r2=r 1—7_4__;5_

1 zalozymy, Zc r jest bardzo duZe, wtedy rozwiniecie dwumianowe daje
r—r'| = r—mn-v'+ O(1/r),

gdzie @ (1/r) reprezentuje czlony, kidre znikajy dla duzych r przynajmniej tak szybko
jak 1/r, a n jest jednostkowym wektorem o kierunku radialnym. Réwnanie (7.68) przyjmuje
zatem dla duzych r postac

A e m eiiqir ~ forngr , . )
'?]:’i(r) ﬂWe“ﬂ —aﬁ ; J e¥wi V(]' )y)i(r)dJI‘.
Ktadac q; = ¢;n, mamy
A — etiair
p.(r) = W [@' 4 +fi (qs) r ] (7.70)
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gdzie
2m) 2 L
rita) = =5 [y @y (7.71)

1/.(qy) nosi nazwg amplitudy rozpraszania. Wielkosé ta mierzy stosunek strumienia czastek
rozproszonych do strumienia czastek padajacych. Nie zaleZy ona w oczywisty sposob
od A, poniewaz y(r) bedzie proporcjonalne do 4. Poniewaz y(r) i 4 maja ten sam
wymiar, widzimy z rownania (7.70), Ze fi(gy) musi mieé wymiar dlugosci. Wielkosé
S:i(qy) odgrywa w mechanice kwantowej bardzo wazna rolg, poniewaz w eksperymentach
rozproszeniowych mierzy si¢ whasnie kwadrat modutu tej wielkosci. Wkrétce otrzymamy
rownanie catkowe dla tej waznej wielkoéci. W obecnej chwili zauwazymy jedynie, ze ponie-
waz f(qy) jest, pomijajac stale wsp "fczynniki, po prostu transformata Fouriera iloczynu
V(r) (r), mozemy postuzy¢ si¢ twierdzeniem o splocie, aby otrzymaé

)2 i 8 : '
2@) = - [ s q-pp@as. (.72

Fakt, ze fgy) ma prosty zwiazek z transformata Fouriera y(r), sugeruje, iz moze byvé
uzy.eczne uzyskanie rownania catkowego na y(p) tak samo, jak zrobilimy to
w réwnaniu (7.57°) w przypadku stanu zwigzanego (1 < 0). Jedyna réznica polega na
tym, Zze teraz mamy czton niejednorodny. Z réwnania (7.68) vidzimy, ze musi on byé
transformata Fouriera funkcji [4/(27)%2e%, co daje

A

(273

f eiTe~ kT3 = A5(q—k).

(To przedstawienie funkcji & wprowadzone bylo w rozdziale 5, réwn. (5.63).) Postepujac
teraz dokladnie tak jak w przypadku réwnania (7.57") znajdujemy, ze

Bl = @B [ DG, 7y

Jest to postaé réwnania Lippmanna-Schwingera w prastrzeni pedéw. Rownanie (7.72)
sugeruje definicje nowej funkcji J/:(q) w postaci

T 1/2 A 5 !
@ = -E .. @749

Mnozac obie strony réwr.nia (7.73) przez

Q@m)Y2m .
—(_j%ﬁz—V(q—k)
1 calkujge po calej przestrzeni k otrzymujemy
_ (2m)Pm A 2m f N f(®) bl
fel = —TV((]—QE)—W:LF Vig—k) = A a’k. (7.75)

Poréwnujac (7.72) i (7.74) widzimy, ze amplituda rozpraszania dana jest przez

2(qy) = fu(xqyp),
gdzie

4y = g:n = )/ 2mEfh? -n.
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Funkcja f, ma sens fizyczny tylko dla konkretnej wartosci q; gdy obliczamy /. dla tej szcze-
gdlnej wartodci, moéwimy czgsto, ze obliczamy f, na ,,powloce energetycznej”.

Interesujace jest stwierdzenie, jaka pestaé ma réwnanie (7.75) dla potencjalu Yukawy
(7.58), ktérego transformata Fouriera dana jest przez (7.58"). Podstawiajac (7.58") do (7.75)
otrzymujemy

2mg? 1 mg? £.(0d%k

L@ =5 Grgrae T ] T e —gren - 070

Pierwszy czlon tego rownania na f, [ogolnie, pierwszy czton réwnania (7.75)] nosi nazwe
przyblizenia Borna dla amplitudy rozpraszania, gdy jest obliczony dla q = +gq;. Nic jast
nierozsadnie przypuscic, ze gdy potencjal jest staby (powiedzmy, ze g* jest male), megloby
to by¢ dobre przyblizenie dla amplitudy rozpraszania. Zobaczymy pozniej, w jakim sensie
mozemy tak moéwi¢. Jereli potozymy g? = €2, gdzie e jest ladunkiem elektronu oraz
u = 0, wtedy przyblizenie Borna dla amplitudy rozpraszania na potencjale kulombowskim

daje
2me* 1
frm
h* (q;—q)*
Poniewaz |q;] = |q,], wigc moZemy to zapisac jako
me? 1

,r= hrg? 1—cosf’

gdzie 6 jest kqtem rozpraszania, tzn. Katem miedzy kierunkiem padania fali plaskiej g;
a kierunkiem wylatujacej czastki q,. Piszac 1—cosl = 2s1in%(0/2), mamy

me* 1
2h%g7  sin*(0/2)

fr=
1 stad

2 2
o = (;—) i
T} sin*(6/2)
poniewaz h*gi/m = mv}, gdzie v; jest predkoscig padajacej czastki. Réwnanie (7.77)
daje wzgledne prawdopodobienstwo znalezienia czastki rozproszonej pod katem 6. Jest
to stynny rézniczkowy przekrdj czynny Rutherforda, wyprowadzony przez niego po raz
pierwszy z mechaniki klasycznej.

(7.77)

7.5. RADIALNE FUNKCJE GREENA

W ostatnim paragrafie pokazali$my, jak catkowe rownanie Schrodingera w przedstawie-
niu pedowym mogto by¢ zredukowane do réwnania catkowego jednej zmiennej przez fakto-
ryzacje znanej zaleznosci katowej rozwiazan, danej przez harmoniki sferyczne. Sugeruje
to, ze podobna reduk.ja moglaby by¢ przeprowadzona na samym poczatku, gdy startowa-
liémy z rézniczkowego réwnania Schrodingera w przestrzeni polozeri. Mozna rzeczywiscie
to zrobié, i sposdb, w jaki operuje si¢ w tym przypadku funkcja Greena, demonstruje zwiazek
miedzy dwoma ostatnimi paragrafami.
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Zapisujac réwnanie Schrodingera w postaci

— o VO VR = Ey),
gdzie V(r) zalezy tylko od diugosci r, szukamy rozwigzan w postaci
P(E = $i(r)Y1n(0, 9).
W zgodzie z paragrafem 5.8, harmoniki sferyczne sa funkcjami wlasnymi katowej czesci
operatora V? z wartoéciami wlasnymi /(7/+1). Zatem &i(r) spelnia réwnanie

R e T 2V0s0. @)

Rozwazmy réwnanie jednorodne

d*¢, 2 dp, [ 2mE 1(1+1)] )
— =1L e =0. 7.79
dr? +r dr h? P $i(r) =0 (L9
Jezeli dokonamy zamiany zmiennych
x = [2mE[h?]/2r, . (7.80)
réwnanie na ¢, przyjmuje postaé
¢, 2 dg, 1(1+1)]
2 =0. . 7.81
e L PY e (7.81)

Gdy x dazy do zera, rozwiazanie réwnania (7.81) moze dazy¢ albo do x!, albo do x—'-1,
Sprawdzenie tego powinno by¢ ksztalcace dla czytelnika. Regularne rozwiazanie, ktore
zachowuje si¢ w poblizu x = 0 jak x', nazywa sie sferycznq funkcjq Bessela o wskazniku /,
arozwigzanie, ktére ,,wybucha’ Jak x~=1 nazywa si¢ sferyczng Sfunkcjg Newmanna o wskas- -
ntku I,

Rozwigzania réwnat postaci (7.81) za pomoca Szeregu potegowego sa dobrze znane.
Nie pdjdziemy jednak tadroga; napiszemy zamiast tego dwa liniowo niezalezne r1ozwigzania
W postaci zespolonych przedstawies: catkowych. W szczegdllnosci twierdzimy, ze ‘

g ool 2)) i
SGe) = T cf mw dz (7.82)
1

Jest rozwiazaniem réwnania (7.81), gdy C; jest dowolnym konturem obejmujacym bieguny -
Wz = 41w sposéb pokazany na rys. 7.5. Drugie rozwigzanie dane Jest przez catkowanie
po innym konturze C. pokazanym na rys. 7.6. Piszemy

1 (=2yn iz
m(x) = i (_x“')‘lh T aTT—————dz. (7.83)
Cn

- d
(z+ DTyt 2

POWyZej rzeczywiscie spelniaja réwnanie (7.81).
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Aby to pokazag, obliczmy najpierw pierwsze dwie pochodne funkcji

—ixz

Silx) = l+1 (z+l)'+1(z I)H-L Z

gdzie kontur jest dowolna krzywa obejmujaca przynajmniej jeden z punktéw z = +1.
W oczywisty sposob, jezeli kontur nie obejmuje ani z = +1,ani z = —1, z twierdzenia
Cauchy’ego wynika fi(x) = 0. PokaZemy teraz, Ze takie f(x) spelnia réwnanie (7.81).
Dla pierwszej pochodnej mamy, pomijajac stala C),

. (I-I-l) —ixz i Ze—ixz
fi(x) = e f (= )1+1 T (Z—1)+1 dz.

Podobnie
. I+ (+2) g L 20+ [ zem™ds
fi(x) = T+3 T _yel T HE2 Z_ i+l
X (z I (z2-1)
z2e~ 7 dz
= x1+1 (Zz _1)t+1 5
Im(z)} Im(2)}
= 1 Re(z) Re(2)
G “

Rys. 7.5 Kontur C; uzywany dla obliczania sfe- Rys. 7.6 Kontur C, uzywany dla ob]ic.zania

rycznej funkcji Bessela. sferycznej funkcji Neumanna.
Tworzymy teraz wielkosé

. 2 7+1
a9 =110+ 2+ [1- 150 | rn.

Aby udowodnic, ze f;(x) spelnia réwnanie (7.81), wystarczy nam teraz pokazaé, iz ¢,(x) = 0.
Uzywajac wyraZen na fi(x) i f7'(x) otrzymujemy

2il g e 1 e
71(x) = pe ) 1)1 dz— a1 (Z—1) z

Ale
2126- ixz d a ixz . e ixz
FE—1pt - ‘"c??[(zz—l)‘]"”‘ @
a wiec

i d e~z
QI(x) = _Ff.{g[—(zz———lf]dz =0

poniewaz catka z pochodnej zupelne] po konturze zamknietym znika.

Funkcja fi(x) jest zatem rozwiazaniem réwnania (7.81) dla dowolnego konturu zamknig-
tego obejmujacego osobliwosci. Kontury z rysunkéw 7.5 i 7.6 wybraliémy w ten sposéb |
aby pozostawaly w zgodzie ze zwyklymi definicjami., Jest to r6wniez powodem naszego

119



szczegblnego wyboru statych wspolezynnik 6w stojacych przed catkami (7.82) i (7.83)
Ksztalt konturu nie ma oczywiscie znaczenia; twierdzenie Cauchy’ego méwi nam, e
istotne sa tylko osobliwosci, ktére on obejmuje. Na przykiad dla C; wybralismy kontur
kolowy pokazany na rys. 7.5, ktéry obejmuje zaréwno z = 1, jak iz = —1, Réwnis
dobrze mozemy jednak $cisnaé ten kontur tak, jak pokazuje rys. 7.7a, nastepnie rozdzielié
go na dwie czegdei, jak pokazuje rys. 7.7b, i wreszcie zdeformowaé ten kontur do dwu

kotowych konturéw pokazanych na rys. 7.7¢, z ktérych kazdy przebiegany jest w kierunku

Im(z2} Im(2) Im(z)f

D D D
b) c)

Rys. 7.7 Deformowanie konturu z rys. 7.5, ktére prowadzi do dwéch konturéw uzywanych przy
obliczaniu sferycznej funkcji Besscla

a)

przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara: jeden wokél punktu z = —1 j drugi wokdt
z = +1. Podobnie kontur o ksztalcie Ssemki definiujacy #,(x) moze byé przeksztatcony
na dwa kontury kolowe, jeden wokét z = — 1 przebiegany przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara, a drugi wokél z = +1 przebiegany w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek
zegara. Zatem funkcja zdefinjowana przez

HO(x) = 70 + iy (x) (7.84a)
ma przedstawienie
1 (=2n g~z )
1
gdzie C, jest konturem otaczajagcym tylko z = —1 skierowanym przeciwnie do ruchu

wskazéwek zegara [pamigtajcie, ze zdefiniowali§my m(x) z dodatkowym czynnikiem ;-1
wzgledem ji(x)]. Podobnie

H(X) = ji(x)—iny(x) (7.852)
ma przedstawienie
. 1 (=2)n g e
AP (x) = I g cf WJZ, (7.85b)

gdzie C, jest konturem obiegajacym tylko z = | w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara. Funkcje AfV(x) i #{2(x) nosza nazwe Sferycz.iych funkcji Hankela
odpowiednio pierwszego i dru iego rodzaju. Gdybyémy chcieli, réwnie dobrze moglibysmy
wybraé jako nasze podstawowe rozwigzania funkcje A{"(x) i h(x), zamiast j(x) i nl(x).

sujac regule Leibnitza na pochodna iloczynu dwéch funkcji

d - ! W= dn
a [f(x)g )] = _?;’ITJ:‘-—?I)'_ [me_f (x)] A 8 (x).

m=0
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lacznie z twierdzenicm o residuach dla bieguna rzedu /+1 [réwn. (6.17)] znajdujemy, Ze

iy LI 5 o
hx) = It Z ml(g m)l dzi-m dr™ \ z+1 o 1+

dd_( ! ) |
+zzf‘fﬁ a7 \z=1 i b

Wyrazenie na 1,(x) réini sig od powyzszego tylko czynnikiem £~ ' { obecnoscia znaku minus
przed cztonem pochodzacym od bieguna z = +1, poniewaz biegun ten w przypadku
n(x) obiegany jest w kierunku zgodnym z ruchem wskazdwek zegara. Rozniczkowanie
jest elementarne i mamy

2I 4 —ix ix
jl(x) S5 I( } Z mr(] m}l IY)E m( l)m ( m) [214—m+1 (_2;+m-‘r1 ] =

— Z (l+m)| 1 ! if-—m-v-ll: (_])7(1_m+])eix+c-ix —‘

ml(l—m)! 2™ x"+! 2
m=0

4

gdzie kilkakrotnie skorzystaliémy z faktu, 2ze (—1)" = (—1)"". Piszac (—1) = ei™ oraz
i = e'™? otrzymamy ostat_cznie

i cOS (x - ﬂ.l_ TC)
Hilsd) s Z (+m)! 1 2 (7.862)
~ mi{{—m)! 2™ xmt
Zmieniajac znak przy e~* w poprzednim wyrazeniu i dzielac przez i, otrzymujemy
sin(x—-[_m+1 -n:)
i = Utm)! 1 2 (7.86b)
- ml(i—m)! 2" P
Zgodnie z naszymi definicjami sferycznych funkcji Hankela mamy natychmiast
! exp( [ _i_m+1 n])
hgl](x) S‘ U+m)‘ 1 2 4 (786C)
“ ml(l— m)‘ o L :
exp (— i [x— l—m_-li rc])
KO(x) = (+m! 1 , 2 _ (7.86d)
- mli(l—r)! 27 amtd

Po kilku prostych przeksztalceniach mamy zatem jawne wyrazenia dla wszystkich
sferycznych funkcji Bessela i sferycznych funkcji Hankela. Zbadajmy teraz ich zachowanie
asymptotyczne. Przede wszystkim jasne jest, ze gdy x dazy do nieskoriczonosci, dominuja-
cym czlonem w kazdej sumie bedzie m = 0, a wiec

( 1+1 )
COs x—T ks
Jilx) - = s (7.87a)
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141 )
sin | x —2——75'

m(x) — Y TR (7.87b)
X— 00
(il=-%4)
expil i x—-——"n
h9(x) - = =, (7.87c)

(--15)
exp | —i e
Ay 5 SEHSNT shanvatéax whl

= o (7.87d)
Gdy x - 0, w sumie na n{(x) dominuje czion m = /i znajdujemy, ze
@D! sin(x—m=/2)
iR e
Zatem
2D 1
ny(x) x__>0 5 ‘%‘;I)T TR (7.88a)

poniewaz sin(x—nf2) = —cosx, co dazy do —1, gdy x dazy do zera,
Na pierwszy rzut oka wydawaloby sie teraz rozsadne zrobié to samo dla Jix). Jezeli
tak postapimy, to szybko dojdziemy do
., @n! cos(x —7/2)

*E i o s s |
alecos(x—m/2) = sinxi poniewaz sin x zmienia si¢ jak x, gdy x dazy do zera, stwierdzamy,
Ze ji(x) wydaje sie zmieniaé jak x~!, Nim wyciagniemy wniosek, ze takie jest zachowanie
graniczne, musimy zbadaé czlon m = /—1 w sumie dla j(x). Dla bardzo matych x czlon
ten zmienia sig jak

@I=-1)!  cos(x—n) @-11 1
(-1 X! =D

jednakze
i—1) AL
(=02t = = b

a wiec ten czton m = /—1 dokdadnie redukuje dominujacy wkiad od czlonu m = /. Nie
Jest naprawde zadziwiajace, Ze tak powinno byé, poniewaz widzieliSmy wezesniej, iz dwa
rozwigzania réwnania (7.81) Zmieniajg si¢ albo jak x~'!, albo . Stwierdzili$my, ze
m(x) zmienia sie jak x71-1, podejrzewamy wiec, ze Jjezeli wszystko jest w porzadku, j(x)
powinno zmienia¢ sie jak x' dla malych x. Zatem wyrazenie (7.86a) dla ji(x) jest raczej
mylace, jezeli chodzi o zachowanie dla malych x, Nie oznacza to, ze réwnanie (7.86a)
jest bledne, ale jedynie, ze gdy x staje sig male, wiele czlonéw dajacych wklady do Ji(x)
musi si¢ redukowaé (redukcja nasila si¢ gwaltownie ze wzrostem f), co w rezultacie prowadzi
do pozadanego zachowania si¢ jak x' dla matych x. '
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Aby przekonaé sig, 7e ji(x) rzeczywiScie zmienia sig jak x' dla matych x, wréémy do
przedstawienia calkowego (7.82) 1 dokonajmy zamiany zmiennych & = xz; wtedy

1 20 )
/I(x) ( 132 }; (g_-zfxz )l+1 — €

gdzie C; jest dowolnym konturem skierowanym przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara
obejmujacym osobliwosci £ = +x. Przepiszmy to réwnanie w postaci

. 1 a—it x2 -1t
];(x) = ﬁ(—Q)’[Tx‘ —E-zm [1 —"g] ds,t.
o
Ale dla kazdego domknigtego obszaru na zewnatrz okregu o promieniu [§| = x wielkosci
w nawiasie kwadratowym odpowiada nastgpujacy jednostajnie zbieiny szereg potggowy

2

x —-i=1 %2 1 x4
[1-?] = 1+(+ D) g+ 5 G+ DO+ D gt . =

N (I+m)! X2

mift g
m=0

Ponicwaz wolno nam to zrobi¢, wybierzmy jako C; okrag lezacy na zewnatrz dysku £ = x.
Ze wzgledu na jednostajna zbieznosé mozemy zamienic kolejno$¢ sumowania i catkowania,
wtedy otrzymamy
. 1 1 ek dEdl , [ E® d
) = 5 (-2 | f S de+ Q)X § frmedet | =
’ Lt ;
2041 22043
:'_HI.(_.’_).. [1(__’)_2
(=2 x [ @I+ D! +{+D QI+ 3! x4 .

przez proste zastosowanie rachunku residudw; zatem

. 24 352
Jilx) = GIESI {x’— 20IT3) + ] (7.88b)

Czton wiodacy jest proporcjonalny do x!, jak to przewidywaliémy. Zainteresowanemu
czytelnikowl pozostawiamy pokazanie, Ze jezeli zachowuje sig wszystkie cztony rozwinigcia
[1__'\,:;;52]4—1 to

mw—ff\W 1y

(I+m)!x2m 1/ ™ }7 o (x/2)2m+!
m!I2/+2m+1)! = m!I(I+m+3/2) °

(7.28b")
gdzie skorzystaliSmy z réwnania (6.54) jako definicji 7'(x). Z réwnania (6.54) wynika prosto
[patrz np. wyprowadzenie réwn. (6.56)], ze .

(2n+1)!
ktory to rezultat zostal uzyty przy wyprowadzeniu rownania (7.88b").

Jezeli czytelnik wréci do réwnania (6.69), to zauwazy wyrazne podobienstwo micdzy
powyzszym wyrazeniem na j,(x) i danym tam wyraZeniem na J,(x). Dla catkowitych
wartodci m 1 n wiemy, ze (n+m)! = I'(n+m+1) i gdy dokonamy tego podstawienia,
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oczywiste lest, Ze rownanie (6.69) uogolnia si¢ na niecalkowite wartosci a. UZywajac wtedy
réwnania (7.88b") po kilku przeksztalceniach mozemy pokazaé, ze

™

Ji(x) = T J,+1!2(x).

To dlatego funkcje Ji(x) nazywane sg sferycznymi funkcjami Bessela ; 83 one Scisle zwigzane
z funkcjami Besselg o polowikowym wskazniku.

Dysponujac Scistymi wyrazeniami dla rozwiazan réwnania (7.81) i cala informacja
o ich asymptotycznym zachowaniu sig, jeste$my wreszcie gotowi wyznaczyé funkcje
Greena réwn. (7.79). Wezmy ji(x) i m(x) Jako dwa liniowo niczalezne rozwiazania réwn.
(7.81). Odpowiednimi rozwiazaniami réwnania (7.79) sa j(kr) i m(kr), gdzie zakladamy
najpierw, ze £ > 0, i definiujemy zgodnie z (7.80)

k = y2mER>.

Zatem zgodnie z (7.41) funkcja Greena réwnania (7.79) dana jest przez

gilr, 'y = bijt(k?’)'f*bz”z(k")“*ﬁ;—’,j [j;(kr)n,(kr')—j;(kr’)n;(kr)], (7.89a)

jezelir > ' i
gi(r,r) = blj,(kr)-f-bzrz,(kr), (7.89b)

jezeli r < #'. W(r') jest wrofiskianem danym réwnaniem
Wir') = jy(kr' 4 (kr") kr’) 4. kr'
D) =5 )?{;rnx —my (k. _5717-]‘( FY:

Stosujac oznaczenia z paragrafu 7.3 [rown. (7.38)], mamy fy(r) = I, filr) = 2/r,
£(r) = k2 I+ 1)jr2. Widzieliémy w paragrafie 7.3, 2¢ W spelnia réwnanie

W hr)

R e 7 e W.
dr Jo(r)
Podstawiajac jawna postaé f, i /1 znajdujemy, 7e
dw 2

@& =W

skad wnioskujemy, iz W(r') = C(1/r2).

Musimy teraz okresli¢ C, ktére zalezy od konkretnej normalizacji funkcji. Poniewaz
znamy asymptotyczng postaé j, i n; w duzych odlegloéciach, mozemy uzy¢ tych wiadomosci
dla okreslenia W{(r’) dla duzych r"istad C. Postugujgc si¢ réwnaniem (7.87a) i (7.87b) mamy

P 1
Wir )rr::o T2

skad mamy, e C = 1/k. Oczywiscie uzyskalibysmy identyczny wynik stosujgc wyrazenia
dla malych r’. Zatem catkiem ogdlnie

W) = 1/kr
i réwnania (7.89a) i (7.89b) przyjmuja postaé
&ar,r) = byjikr)+5, n,(kr)—-kr’z[j;(kr)n,(kr’) —jikr ) n (k)] (7.902)
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dlar >r'i
gir, r') = byji(kr)+bymikr) (7.90b)
dlar < r. Nie chcemy oczywiscie, aby rozwiazania rownania Schrédingera byly osobliwe
w poczatku ukladu, a wige dla r < ¢ g (r, ¥y nie moze mie¢ osobliwodci w r = 0,
Jednakze n{kr)ma w r = 0 osobliwos¢ typu (1/r)'*!, musimy wigc w rozwiazaniu wylaczyé
czlon z n,. Kladziemy zatem b, = 0. Dla duzych » mozliwym warunkiem brzegowym jest
zadanie, ab:’ rozwiazanic mialo postad e™®/r, jak to zrobiliSmy w ostatnim paragrafie.
Ale jest to asymptotyczna postac funkcji 4", wybieramy wige b, w ten sposdb, aby zapewnié
takie zachowanie sie funkcji (7.90b) dla r > r'. Jezeli weimiemy
b, = —ikr*mD(kre"),
wtedy dla r > r’ uzywajac réwn. (7.90a) z b, = 0 i réwn. (7.84a) otrzymujemy
gr, v’y = —ikr2h{Okr)jlkr”).
Dla r < ' powyiZsza war.o$¢ by prowadzi do wyniku
gi(r, r) = —ikr4j(kr)h§ ¥ kr'y.
Wzor ten dopetnia charakterystki funkcji g;. Zauwaicie, ze g(r, r') jest ciagle w r = r’,
chociaz oczywiscie pochudna tej funkeji nie jest w tym punkcie ciagla. Czgsto wprowadza
sie oznaczenie r, = wieksza z liczb (r, r’) i r. = mniejsza z liczb (r, r'). Uzywajac tej
konwencji, mamy nastepujace proste wyrazenie na g;
g, 7'y = —ikr’jy(kr Y (k). (7.91)

Jezeli napiszemy teraz réwnanie Schrodingera w postaci

6,28 e D0 - 2 veeo,

to na podstawie naszych poprzednich rozwazan moZemy je natychmiast przeksztalcié

w rownanie catkowe

. o N R T
i) = Aplk)+ - | e, rWV () dr (7.92)
0
Iub tez w bardziej jawnej postaci
oy 2k ——
Br) = Ajlkry— S | iller YIS e, )V )Gy )r2dr (7.93)
0

Dodalismy dowolng wielokrotnosé ji(kr) tego z rozwiazan réwnania jednorodnego, ktore
jest regularne w poczatku ukladu.
W naszych badaniach réwnania Schrodingera rozwazaliSmy tylko przypadek E = 0,
ale fatwo to mozna naprawic¢ definiujac
‘ ®* = —2mE h?
i piszac rownanie Schrédingera jako

dZ

Jezeli teraz wybierzemy pierwiastek kwadratowy z — x? z dodatnia czgsicig urojona, wtedy
rozwigzaniem réwnania zerowego rzedu sa funkcje ji(ixr) i my(ixr). W tym przypadku
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AP (ixr) zachowuje sig¢ w duzych odlegloéciach dokladnie w taki sposdb, jaki bySmy sobie
zyczyli w problemie stanu zwigzanego, mianowicie zanika wyktadniczo. Wszystkie inne
rozwigzania rosng wykladniczo w duizych odleglo$ciach, nasze réwnanie catkowe przyj-

muje wiec postac

$i(r) = 2’;% f Juir YR Gnr YV (r) o (r ) 2dr. (7.94)

Nie ma czlonu jednorodnego, bo rownanie

&g, 2 dp, +[_x2' l(l+1)]¢1()_0

dr? +_r_ dr

nie ma rozwigzania, ktore spelnia warunki brzegowe regularnosci w r = 0 i wylkdadniczego
zaniku w duzych odleglosciach. ‘

. Interesujace jest poréwnanie tych jednowymiarowych réwnaf catkowych, np. rown.
(7.94) z tréjwymiarowymi wynikami ostatniego paragrafu. W przypadku stanu zZwiazanego
w paragrafie 7.4 rown. (7.57) znalezliSmy, Ze

r o emHIr-T|
v = — 5 | S VO EE, (7.57)

Poniewaz funkcja Greena zalezy tylko od |r—r’|, mozemy rozwazyé ja jako funkcje r, r’
1 x, gdzie x jest cosinusem kata miedzy r i r’. Naturalng rzecza jest rozwinigcie tej funkcji

na szereg wiclomianow Legendre’a w x. W tym celu definiujemy
1

= %r—r’|
alr) = g[S P, (199

wtedy

e—xll‘-urf|

’ —_—
[r—r'|

= Y @i+ g, 1P, (7.96)
i=0

gdzie skorzystaliSmy z faktu [réwn. (5.37) oraz twierdzenie 53] 2e
1

] Py(x)Py(x)dx = “211 - bu.

-1
Podstawiamy teraz réwnanie (7.96) do réwnania (7.57), aby otrzymag

PO = =2 2(21'*'1)81(’, PPV )pE) .

Uzywamy nastepnie twierdzenia o dodawaniu harmonik sferycznych [réwn. (5.83)], ktore .
méwi nam, Ze jezeli x jest cosinusem kata miedzy r i 1’ i jezeli kierunek r okreslony jest
przez katy 0 i ¢, a kierunek r’ przez katy 9’ i @', to

4 . P
Pi(x) = 5 Emw, DYEE', ¢),
m=—]

zatem

v = -2 f 2 Zgl(r Vinl®, OFEE, W@ (197

=0 m=-1
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Szukamy teraz rozwigzan w postaci
p@ = ¢V (0, §).

Podstawiajac to wyrazenie do réwnania (7.97) i korzystajac z zupetnosci i ortonormalnosci
harmoni': sferycznych otrzymujemy

$i(r) = ‘"% fg:(r,r')V(r')qS,(r’)r’zdr‘,
o

poniewaz V(r’) zalezy tylko od dlugosci r'.
Mozna pokazaé, ze g(r, ) zdefiniowane réwn. (7.95);réwna sig — xj; (inr YA (inr, ),
a wigc wyniki tych dwoch metod dokladnie si¢ zgadzaja. Rezultat ten opiera sig¢ na relacji

ik|T—17| i
cll'——;T = ik 2(2!+ D)y (kr DRV (Er ) Pi(x) (7.98)
I=0
i réwnaniu (7.95). Zwiazek powyiszy jest bardzo uzyteczny w fizyce matematycznej, ale
niezalezny jego dowdd nie bylby tu specjalnie ksztalcacy. Mozna byloby oczywiscie po-
traktowaé rozwazania tego paragrafu jako wyprowadzenie réwn. (7.98). Zadowolimy si¢
tutaj pokazaniem, ze g/(r, r’) zdefiniowane réwn. (7.95) jest dla I = 0 rzeczywiscie réwne
—sgj(irer DRV (ixr,). W tym celu musimy obliczyé

1 5 e—x\r—r!i
go(r, !") H__? f*—lr-_—r,l‘Po(x)dx.
Piszemy -
u=|r—r] = (2+r?=2rr'cos)? = (r2+r2=2rr'x)'2,
zatem
rr'dx udu
du = — " dx=—rr,.

Stosujac te zamiang zmiennych znaj&ujemy, Ze

X417

golr, 1) = 5.5 f e = — - [eT T —e T,
[r=—x?|
Przy uzyciu zmiennych r, i r_ wyrazenie to ma postac
g (r r’) _ ] e—x(r>+r<)_e—x(r>-—r<) c—m':, exr< -..e_’"'<
[} = -0 = =
’ 2x FUES P T

. e > sinh (xr.)
R 7N xr . ;
ale z réwnan (7.86a) 1 (7.86¢) mamy

sin (ixr sinh (»r e >
_( <) = (er <) oraz  hP(ixr,) = — .
. 1 B

Jo (f%]‘() =
wiec
go(r, ') = —#jo(inr Yh§O(inr,).
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Miegdzy metodami paragraféw 7.3 i 7.4 istnieje zatem przyjemny zwigzek, gdy tyiko
potencjat w réwnaniu Schrédirigera jest sferycznie symetryczny. Zaleznie od zagadnienia
podejscie irdjwymiarowe albo jednowymiarowe moze by¢ bardziej uzyteczne. Oba te
podejécia byly szeroko uzywane w kwantowomechanicznych badaniach proceséw roz-
praszania. ‘

W tym miejscu warto byé¢ moze ponewnie podkreslié wage warunkéw brzegowych
pizy okrelaniu formy funkcji Greena. W paragrafie niniejszym zredukowaliSmy V? do
Jednowymiarowego operaiora przez oddzielenie zaleznosci kqtowej i w ten sposéb pokaza-
liSmy, jak w bezpo$redrii sposéb zastosowaé warunki brzegowe odpowieduie dla zagadnie-
nia rozpr.szania. ,,Przepis ie” uzyty w paragrafie 7.4 jest bardzo wygodnym skrétowym
sposobem pozwalajacym osiagnaé ten sam cel. Jego wielka praktyczna uzytecznosd bardziej
niz usprawiedliwia uzycie £o, ale dobrze jest pamicgtaé, ze w pewnym sensie jest to ,,trik’
W przypadku ogdinego tréjwymiarowego operatora jest czesto niemozliwe znalezienie
takiego przepisu i jestesmy wtedy w ktopotach, jezeli nie potrafimy sprowadzié¢ rozwaza-
nego operatora do praktycznej- Jednowymiarowej postaci, gdzie mozna uiyé metod
paragrafu 7.3.

W tym kontekscie nalezy jednak zwrécié uwage, ze gdy tylko mozna uzyskaé obiekt
spetniajacy réwnanie

0G(x, x") = d(x—x")
wtedy, jezeli takze mamy rozwigzanie réwnania 0y = 0, ogdlne rozwigzanie réwnania
Oyp(x) = F(x)

moze by¢ zapisane jako
v(x) = £+ [G(x, x)F(x)dx"

Istnieje jednak wazna réznica migdzy tvmi formalnymi rozwigzaniami a bardzo podob-
nymi rozwiazaniami wypisanymi w poprzednim paragrafie. Tam wyobrazili§my sobie, Ze
wspolezynniki przy rozwigzaniach réwnania jednorodnego Oy = 0 wystgpujace w £(x)
byly niezalezne od F(x), cztonu niejednorodnego. Scisle méwige to wlasnie rozumieli$my
przez funkcje Greena; byla to funkcja, ktéra umozliwiata pam rozwigzanie danegn réw-
nania operatorowego w taki sposéb, ze wspélezynniki wystepujace w &(x) mogly byé
wyznaczone bez rozwazania czloru niejednorodnego tego réwnania. Jednakze, gdy
wszystko co wiemy o G(x, x') to to, Ze spelnia ono réwnanie 0G(x, x"y = 6(x—x"),
wtedy w ogdlnosei wspétezynniki w &(x) beda zalezeé¢ od F. Nie ma w tym nic dziwnego,
poniewaz do dowolnego rozwigzania réwnania 0G(x, x') = d(x—x") mozemy dodaé
dowolna liniowa kombinacje rozwiazas réwnania Gy(x) = 0, a wige réwnanie OG(x, x') =
= d(x—x") nie okreila jednoznaczrie funkcji G(x, x°); nalezy jeszcze scharakteryzowaé
okreslone warunki brzegowe nalozone na Gx,ix%.

Przypuéémy przykladowo, Ze z jakiego$ powodu jedyng znana nam funkcja spelniajaca

(V24+E2)G(r, r) = d(r—r')

byta funkcja
1 e-ik[r—rq

4w r—r’|

(7.99a)
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Moglibyémy wtedy z pewnodcia napisa¢ réwnanie Schrodingera

2m

(V2 +Pp(x) = S VOIp (),
jako

PE) = E@) =g f G_x, ¥V (&) p () dor. (7.99b)

Jezeli jednak chcemy, aby funkcja w(r) zachowywala sie dla duzych [r] jak

e+ikr

P(r) ~ ek +1(0, $)

-

to znaczy jezeli chcemy, aby potencjal wytwarzal tylko wychodzace fale kuliste, wtedy
funkcja &(r) potrzebna do spelnienia warunkdw brzegowych nie bylaby po prostu funkcja
e (wtedy mielibySmy wilasnie wchodzace fale kuliste), ale raczej e®* plus skompliko-
wana liniowa kombinacja rozwigzan réwnania jednorodnego

(V2+Ek%)¢(r) = 0,
ktérej wspdtczynniki zalezalyby od F(r). W tym celu wygodnie byloby wzia¢ rozwiazania
w postaci
Gim(r) = Jikr)Yin(8, ¢),
gdzie odrzucamy rozwigzania zalezace od m(kr), poniewaZ sa one osobliwe w poczatku
uktadu. (Zauwazcie, ze T jest szczegdlng liniowa kombinacja tych ¢é,.(x). Jakie sa

wspdlezynniki tej liniowej kombinacji? Patrz zadanie 7.14.) Czytelnik powinien pokazad,
7e jezell weZmiemy (zadanie 7.15)

0 I
A j dimk N\ . P
80) = gmy e‘k'f—%%’ Zﬁ(krmm(ﬂ, B [ Y80, 920V €)@

to rownanie (7.99b) sprowadza si¢ do znanego rezultatu

A4 m I
— iker
YO =G e

Ir—r’ll V(xYpledr.
Jest to po prostu réwnanie (7.68) z wlasciwym znakiem w wykladniku zapewniajacym
wychodzgce fale sferyczne. Moglibyémy oczywiscie uwazaé takze powyzsza sytuacje jako
dodanic wlasciwej kombinacji liniowej rozwiazan do ,,funkcji Greena dla wchodzacych
fal kulistych™ z réwnania (7.99a) w celu przeksztalcenia jej w szukang ,,funkcje Greena
dla wychodzacych fal kulistych”.

Widzimy zatem, Ze nawet gdy startujemy od funkcji Greena spetniajacej bardzo nie-
wygodne warunki brzegowe, mozliwe jest skorzystanie ze swobody wyboru &(r) (lub
réwnowaznej swobody dodania rozwiazan réwnania jednorodnego do G{x, x')j w celu
pokonania tej trudnosci. Powinno by¢ jednak jasne, ze w trzech wymiarach procedura ta,
ogdlnie rzecz biorac, napotyka powazne praktyczne trudnoéci. Na szczgécie wicle naj-
wazniejszych operatoréw wystepujacych w fizyce ma wystarczajaco prosta postac na to,
aby mozZna bylo stosunkowo tatwo uzyskaé dla nich funkcje Greena, ktoére speiniaja {i-
zycznie uzyteczne warunki brzegowe. Jednakze zdarza sig takze czgsto, Ze nawet dla pros-

9 Matematyka w fizyce...
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tych operatoréw warunki brzegowe w trzech (a nawet w dwdéch) wymiarach sa tak
skomplikowane, Ze wyznaczenie funkcji Greena staje sie praktycznie niemozliwe. Nastepny
paragraf poswigcony jest takiemu problemowi.

7.6. ZASTOSOWANIE DO ZAGADNIEN DYFRAKCJI

W wielu problemach fizycznych interesujacych z praktycznego punktu widzenia
warunki brzegowe sa matematycznie zdecydowanie skomplikowane, nawet gdy fizyczna
sytuacja jest stosunkowo prosta; oznacza to, ze odpowiednie réwnanie operatorowe staje
si¢ trudne do rozwigzania raczej ze wzgledu na postaé warunkéw brzegowych niz z powodu
skomplikowanego charakteru Samego operatora. Jest to typowa sytuacja w elektromagne-
tyzmie, gdzie obecnosé przewodzacych powierzchni — czesto niekoniecznie powierzchni
»doskonale przewodzacych” — powoduje, Ze rozwiazanie realistycznych probleméw staje
sie niezwykle trudne, nawet gdy zostang wybrane najwygodnigjsze konfiguracje geometrycz-
ne. Jednakze ze wzgledu na stosunkowo prosta postaé operatora mozliwe Jjest czesto roz-
wiazanie réwnania na funkcje Greena

LG(r, p) = 8% —0p), (7.100)

z nalozonym jakims$ prostym warunkiem brzegowym. Tak wiasnie jest w elektromagnetyz-
mie, gdzie L = V2+k2; jezeli wiedy zapytamy o rozwigzanie typu wychodzacych fal ku-
listych, otrzymujemy funkcje Greena (7.66).

Naturalne jest w tej sytuacji pytanie: czy rozwigzaniec réwnania (7.100) moze pomoc
nam w uzyskaniu rozwiazania réwnania

L = b, (7.101)

gdzie ¢ musi spelniaé duzo bardziej skomplikowane warunki brzegowe niZ te, ktére byly
natoZone na G(r, p) w réwn. (7.100)?
Aby odpowiedzieé na to pytanie, zrébmy najpierw zalozenie, ze L ma postaé

V- [/r)V]+g(r), (7.102)

co jest dostatecznie ogélnym zalozeniem w wielu zastosowaniach fizycznych'. Jezeli teraz P
jest dowolnym rozwiazaniem réwn. (7.101) i G(r, p) spelnia réwn. (7.100), to

v() = [$OG, O0d’r+ [p()LGE, p)-G(r, ) Ly®d,  (7.103)
v v a

gdzie ¥ jest objetoscia, w ktérej ma obowiazywaé szukane rozwiazanie. Uzywajac
konkretnej postaci L [réwn. (7.102)], mozemy przepisaé (1.103) jako

¥e) = [$@G(, Odr+ [ [0V [V, 0)-G(r, §)VOTVp@] L.
V v
Z wlasnosci operatora nabla znajdujemy, Ze

v(®) = [6@GE, p)dr+ [y IVG(E, 0)-Glr, o)/ () V(e dPr.
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Na podstawie twierdzenia Gaussa ostatnie wyrazenie moze by¢ napisane jako catka po
powierzchni S obejmujacej V. Oznaczajac zewngtrzng normalna do powierzchni § przez n
mamy .

p(p) = [OGE, O)dr+ [[OWEVE(E, p) -G, p)Vyp()]-ndS.  (7.104)
v 5

Poniewaz zalozylismy, ze ¢(r), f{r) i G(r, p) sa znane, wszystko co jest potrzebne do
obliczenia catek to wartosci funkeji v i jej pochodnej normalnej na powierzchni S.

Nalezy jednak podkredlié, ze sytuacja jest w rzeczywistosci bardziej skomplikowana,
niz to sugeruje réwn. (7.104), poniewaz funkcja y(r) i jej pochodna normalna nie sg obie
dowolne na powierzchni S. Jako warunek brzegowy mogliby$my okresli¢ w(r) na S lub
Vy(r)- n na S, lub nawet kombinacje w(r) i Vy(r) - n, ale nie obie te wiclkosci z osobna.
Jest to sytuacja znana z jednowymiarowych problemow, gdzie okreslamy funkcje w punk-
tach kofcowych, nie za$ zardwno wartosci funkeji, jak i jej pierwszej pochodnej w obu
punktach kencowych.

W wielu przypadkach trudno$é t¢ mozna pokonaé korzystajac ze swobody wyboru
G(r, p), ktora bierze sig stad, ze do dowolnego rozwigzama rown. (7.100) mozemy dodac
dowolna wielokrotnasé jakiegokolwiek rozwiazania réwnania LE(r) = 0. Jezeli na przyklad
jeste§my w stanie znalezé G(r, p), ktére spetnia (7.100) i takZe znika, gdy r lezy na po-
wierzchni S, wtedy réwn. (7.104) przyjmuje postaé

v(p) = [ dOG, p)dr+ [ f®YEVG(E, o) ndS.
v 5

¢

Jezeli zatem warunek brzegowy wigze sig z okredleniem w(r) na S, to problem jest formal-
nie rozwiazany. Jest to bardzo powszechna sytuacja w elektrostatyce [f{r) = 1, g(r) = 0
w réwn. (7.102)], gdzie znane sa liczne szczegélne metody rozwiazywania réwnania
(7.100) poddanego Zadaniu znikania G(r, p) na powierzchni S. Dyskusjg niektorych
z tych metod czytelnik moze znalezé w doskonatej ksiazce Jacksona ,,Elektrodynamika
klasyczna™. Zauwazcie, ze rown. (7.100) jest po prostu, z wyjatkiem czynnikow 4w, réwna-
niem Poissona na potencjat pochodzacy od punktowego tadunku umieszezonego w p.
Powyzsza metoda w zastosowaniu do elektrostatyki sprowadza si¢ zatem do zastapienia
réwnania Poissona dla dowolnego rozkladu ladunku 1 jakich$ skomplikowanych ograni-
czefi na potencjat na pewnych powierzchniach przez réwnanie Poissona dla tadunku
punktowego i prosty warunek brzegowy. (Zwrodcie uwage, e jezeli S ma skomplikowany
ksztalt, warunek brzegowy nawet postaci ,,G(r, p) znika dia r na S” moze nie by
w rzeczywistosei taki ,,prosty”.)

Moga jednakze zaistnieé sytuacje, W ktoérych nawet wyszczegdlnienie warunkow brze-
gowych staje sie trudne. Niemniej na podstawie rozwazan fizycznych bywa moziiwe
zorientowanie sie, czego nalezy sie spodziewaé od funkcji (r) i jej pochodnej normalnej
na granicy jakiego$ obszaru.

Piekivm przykladem takiej sytuacji i jednym z najwazniejszych zastosowan rown,
(7.104) jest problem ugiecia fal na jakiej$ przeszkodzie. Ze sciSle matematycznego
punktu widzenia teoria dyfrakcji jest jednym z najbardziej skomplikowanych zagadnien
fizyki klasycznej. W tym przypadku wymagane jest rorwiazanie rownan Maxwella
w obecnosci kiopotliwych granic, takich jak ekran z otwcrem i tylko w bardzo szezegol-
nych okolicznosciach mozna uzyskaé $ciste rozwigzania. Zachowujac jednakZe nicfrasob-
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liwy nastréj tego rozdziatu sprébujmy rozwazy¢ powyzszy problem postugujac sie réwna-
niem (7.104) razem z pewnymi fizycznymi koncepcjami.

Wyobrazmy sobie falg plaska e padajaca od lewej strony na plaska powierzchnie,
ktéra posiada otwér taki jak na rys. 7.8. Srodek tego otworu znajduje si¢ w $rodku ukladu
wspdlrzednych. Ekran lezy w plaszczyZnie xy. Wszedzie w przestrzeni, z wyjatkiem po-
wierzchni ekranu, funkcja opisujaca fale musi spetniaé réwnanie falowe

Vip+kiyp = 0.

Interesuje nas rozwiazanie po prawej stronie ekranu, wezmy wiec jako nasza objetose
potkule o duzym promieniu centrowana w srodku ukladu wspotrzednych, ktérej plaski
spdd lezy infinitezymalnie blisko ekranu.

B

falo padajgca

Rys. 7.8 Schematyczne przedstawienie problemu dyfrakcynego.

Co mozemy teraz powiedzie¢ o naturze rozwigzan na granicy tego obszaru? Bedziemy
z pewnoscig oczekiwaé, ze w duzych odlegtoéciach od rozpraszajacego centrum (otworu
w ekranie) rozwiazanie bedzie mialo charakter wychodzacej fali kulistej. Zatem w poblizu
zakrzywionej czesci pétkolistej powierzchni fala powinna mie¢ postaé

v® ~ 0,9 (7.109

Wobec tego funkcja Greena odpowiednia dla réwnania falowego w tym obszarze: ma
postaé

1 eikilr—el
G(r, p) = —ETET, (7.106)
co daje, w zgodzie z poprzednimi argumentami, wychodzace fale kuliste w réwn. (7.104).
A co z plaskim spodem pétkuli? Tutaj zrobimy rozsadne fizyczne zaloZenie, Ze na drugiej
stronie ,,nieprzezroczystego” ekranu (po stronie przeciwnej do tej, na ktéra pada fala)
rozwigzanie powinno byé identycznie réwne zeru, W otworze, jako pierwsze przyblizenie,
wezmiemy samg falg padajaca

p(r) = e,
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Uzywamy teraz tych fizycznych zalozef w celu wypisania réwnania (7.104) w postaci
odpowiedniej dla omawianego przypadku. Mamy

o) = J [*TVG(r, p)—G(r, p) Veliv] - ndS+

otw.

~tkir a2 3 ihir
£ T, Pl p)—ii-] R2d0. (7.107)
or r -z

roor

+ [r0.0]

W pierwszej calce n jest jednostkowym wektorem skierowanym przeciwnie do osi z
(zewngtrzna normalna) i calka rozciaga si¢ na caly otwér. W drugiej calce mamy tylko
catkowanie katowe po zakrzywionej czeéci pétkuli. Pochodne w drugiej calce sg pochod-
nymi radialnymi, poniewaz zewngtrzna normalna ma na sferycznej powierzchni kicrunek
radialny. R jest promieniem potkuli i moze by¢ przyjete dowolnie duze. Chcemy pokazad,
ze ten drugi czion znika, gdy R — co. Nie wystarcza stwierdzenie, Ze rozwiazanie maleje
jak 1/r, poniewaz w elemencie obj¢tosciowym znajduje si¢ czynnik r2. Jednakze uzywajac
wartosci G(r, p) danej rownaniem (7.106) fatwo pokazaé, ze druga catka (7.107) maleje
jak 1/R. Czlon ten zatem znika, jezeli weZmiemy dostatecznie duzy promien péikuli i

() = | &TVG(, p)=Glr, p)Veki-nds. (7.108)
otw.

Dia utatwienia sobie pracy przyjmijmy, Ze k; ma kierunek z, co oznacza, ze fala padaigca
jest prostopadia do ekranu. Teraz n jest skierowane przeciwnic do osi z i k;*r = 0,
poniewaz powierzchnia, po ktorej catkujemy, lezy w plaszezyznie xy. Réwn. (7.107)
sprowadza sig zatem do

wo = [ [mee. oL 6w o) (7.109)

Nawet w tej postaci catkowanie jest bardzo trudne, dalej wiec ulatwimy sobie Zycie rozwa-
zajac |p| duze w poréwnaniu z typowymi rozmiarami otworu. Mozemy wtedy uzyé
asymptotycznej postaci G{r, p} dyskutowanej w paragrafic 7.4
—ikilr—p| 1 ikip .
LI SRR B i rve (7.110)
T or—pl pae 4T P
gdzie ks jest wektorem o diugodcl &, 1 kierunku danym przez katy (8, ¢), te same, ktdre
okresiajg orientacje g. Korzystajac z faktu, ze
(kp): = |kslcosh = kicosh

1 wstawiajgc (7.110) do (7.109) otrzymujemy

( . 1'7(1' aikip (1 0 __,‘kf.rdS (7 111) )
w(p) = Bay g + cosl) fe : ;

otw.

Jest to ogdlne wyrazenie opisujace falg ugieta na otworze w obszarze, ktérego odlegtosé
od poczatku ukladu jest duzo wicksza od rozmiarédw otworu. Dokladne rozwiazanie
zalezy oczywiscie od szczegdléw geometrii. Jednakze szereg waznych rezultatéw wynika
natychmiast z ogélnego rownania (7.111).
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- Po pierwsze mozna pokazad, ze jezeli dtugoé¢ promieniowania jest mata w pordéwnaniu
z rozmiarami otworu, w kierunku do przodu wystepuje bardzo silne natezenie promienio-
wania. W tym kierunku 6 = 0 i k;-r = 0, poniewaz k; jest prostopadle do ekranu, na
ktorym 0 = =w/2; zatem
ik; A e%ir
2m § gt

[¥(@)ldo przogu = — (7.112)

gdzie A4 jest powierzchnia otworu. Poniewaz k; = 2n/A, widzimy, ze

[V’(P)]do przodu = '!P(Q, B = 0, QS) = -—17 AR TS

Jezeli oznaczymy przez I liczbe fotondw padajacych na centymetr kwadratowy ekranu
na sekundg, wtedy liczba fotonéw na sekunde w odleglosci |p] = R przychodrzacych
w kacie brytowym d2 wokot pewnego kierunku (0, ¢) dana jest przez

100, ¢) = Llp(R, 8, §)|*R*d02.

Dla 0 = 0 wynosi to
10, ¢) = (IA)(4/4*)dQ,

co jest bardzo duze, jezeli A* € 4. Zauwaicie, ze I,A jest po prostu liczba fotonéw
padajgcych w ciagu sekundy na otwdér. Jezeli 4 jest duzo mniejsze niz typowe rozmiary
otworu, mozliwe jest obliczenie calicowitego natezenia ugictego promieniowania przez
scatkowanie 1(0, ¢) po wszystkich katach, postugujac si¢ réwn. (7.111) dla (R, 0, ¢).
W takim przypadku catkowanie daje doktadnie Jy4, tzn. w granicy malych diugosci fal
liczba ugigtych fotondw przybywajacych na sckunde na cala pétkule jest dokladnie réwna
liczbie fotonéw padajacych na sekunde na otwor.

Z podanych ponizej przykladéw bedzie jasne, ze y(e, w/2, ¢) — rozwiazanie na po-
wierzchni ekranu — i jego pochodna normalna sa bardzo male co do bezwzglednej war-
toSci w poréwnaniu z |p(g, 0, ¢)|. Zatem warunek brzegowy na ekranie, choé nie jest
spelniony doktadnie, jest w tym przypadku spetniony w przyblizeniu.

Sprawdimy teraz, jak wyglada 9(p) dla kilku otworéw o prostych ksztaltach. Naj-
prostszym przypadkiem jest prostokat o bokach a i b ze §rodkiem w poczatku ukladu,

wtedy
b/2

I.k el'kip a/-Z ¥
p(p) = ———(1+cosf) — J et x f efyrdy =
47 e
—af2 —bj2
» ik; sin(k,a/2)sin(k,b/2) e
= — ?(1+cosﬂ) Tk, o
W kierunku do przodu (f = 0) ma to postaé réwn. (7.112), poniewaz
ky = k;sinfcosg

ky = kisinfsing.
Interesujace jest takze rozwazenie y(p) na powierzchni ekranu (dla 6 = =/2). Znajdujemy,
ze r

i sin[(k;a/2)cos¢]sin[(k;b/2)sing] e™ P
ve.0==2,9) = - 7ik; singcosg gx 7
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Jezeli A jest male, k; jest duze, a wigc (g, 6 = =/2, ¢) jest male na ekranie, jak to
powiedzieli§my powyzej. Pochodna normalna do ekranu jest takze bardzo matla, gdy
0 = =/2. Zatem warunek brzegowy na ekranie jest w przybliZzeniu spelniony, przynajmniej
dla duzych p.
Szczegdlnie wygodna sytuacje stanowi otwor kolowy. Oznaczajac punkt na powierzchni
otworu przez (r, 6, = w/2, ¢,) i k, przez (k;, 0, ¢) mamy
I.k{ Cik':p

R 2z -
= — i —1kirain @ cos ($r—9)
$(p) = — 4 —— (1 +cosh) 6[ rdr Of dire ,

gdzie R jest promieniem otworu. SkorzystaliSmy tu z faktu, Ze jezeli « jest katem miedzy
dwoma wektorami, ktérych kierunki okreslone sa przez (0. ¢) i (6,, ¢.), to

cosz = cosOcosl, +sinfsinf,cos(¢,—¢).

Ze wzgledu na symetrig obrotowa wokdt osi z koncowy wynik nie moze zalezed od ¢,
zmieniajac zatem zmienne x = k;rsinfl, otrzymujemy

2z

i e%? (1+cosh) e b 1 s g ixcosfg
¢ sl ‘ g

2
8

Czton w nawiasie latwo mozna przeksztalcic do calkowego przedstawienia funkcji
Bessela o zerowym wskazniku (paragraf 6.9). Zatem
i (14cost) FIRain® gikip
110(9) = _HZ_k; sin8 ’ xJD(x)d _'é_'
Postugujac sie réwdaniem (6.69), ktdre daje nieskoficzony szereg dla funkcji Bessela
o wskazniku catkowitym, czytelnik moze pokazaé, Ze

d
xJofx) = = [xJ,(x)],
a wiec ostatecznie

iR (1+cosh) . gl
p(p) = “_z_mgi'n_é_Jl(k"Rsmﬁ} 2 (7.113)

Wynik ten zgadza si¢ z ogdlnym rezultatem (7.112), gdy @ = 0, bo jak mozna stwierdzi¢
z réwn. (6.69), J,(x) — x/2, gdy x — 0. Poniewaz J,(x) ~ 1/)'x dla duzych x, widzimy, ze
gdy 0 = w/2, funkcja ¢(p) i jej pochodna normaina sa na ekranie bardzo male, jezeli
diugos$é fali jest mala w pordwnaniu z R. Ponownie warunki brzegowe na ekranie sa
w przyblizeniu spelnione. Funkcje Bessela oscyluja, a wigc jezeli postawimy ekran poza
kolowym otworem w odlegtodci, ktéra jest duza w poréwnaniu z rozmiarami otworu,
promieniowanie padajace na ten ekran wytworzy koliste pierscienie, zaczynajac od inten-
sywnie jasnego centralnego kregu, nastepnie bedzie ciemny pierScien odpowiadajacy
przejéciu funkcji Bessela przez pierwsze zero itd. Rys. 7.9 pokazuje wielkosé

lp(o, 8, )1*0?,

ktora jest proporcjonalna do nateZenia. Wielko$¢ ta réwniez nie zalezy od ¢ ze wzgledu
na symetri¢ wokol osi z. Rozklad natgzen przedstawiony na rys. 7.9 potwierdzony zostal
eksperymentalnie.
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Nasuwa sig interesujace pytanie: jaki otrzymaliby$my wynik, gdybyémy zamiast pro-
mieniowania padajacego na ekran z otworem, rzucili promieniowanie na maly ckran do-
kladnie o rozmiarach otworu? Ekran tego typu nosi nazwe ekranu dopetniajacego do
poprzednio rozpatrywanego; ekran plus jego dopelnienie tworza kompletnie nieprzezro-
czysta barierg. W celu rozwigzania tego problemu uzywamy konfiguracji pokazanej na
rys. 7.8, z tym Ze ,ekran” jest teraz przezroczysty, a ,,otwor” nieprzezroczysty. Aby
warunki brzegowe w plaszczyZnic xy byly zgodne z naszymi poprzednimi rozwazaniami,
weZmy ¥, po prostu w postaci e/ w czgScl przezroczystej 1 réwne identycznie zeru poza
czegscia nieprzezroczysta. Na zakrzywionej powierzchni pélkuli spodziewamy si¢ w duzych
odleglosciach znaleZ¢ rozproszona falg kulista natozona na padajaca fale plaska

Pe(®) ~ el T4 F (6, §)e)r.

A
@
10

i 1 1 B e I s T
0 10° 20 30° 400 50° 80 700 BD° 90° @

Rys. 7.9 NatgZenie ugigtego promieniowania w dowolnych jednostkach jako funkcja kata. Krzywa
osiaga & = 0 dopiero dla I = 256. Krzywa powyzsza odpowiada kolowemu otworowi z kR — 10 W rowne
(7.113). Praktycznie cafe natezenie skupione jest w pierwszym maksimum.

Z réwnania (7.104) mamy dla ,,dopelniajacego rozwiazania®

ve(@) = [ [e%VG(, p)—G(r, p) VelkiT] - ndS+
Xy—otw.

+ J. [e™TVG(r, p)—G(r, p) Ve'kiT] - ndS+
péikula

5 eikir er’kir
+ | Fe, qB)[-;—VG(r, <G p)vﬁ]  ndS, (7.114)
pél‘icula 4
gdzie uzyliémy naszych zalozedi odnosnie warunkéw brzegowych spelnianych przez .
W réwn. (7.114) literki xy—otw. oznaczajg, ze catka przebiega po calej powierzchni xy
minus otwér. Widzieli$my juz uprzednio, Ze ostatni czton réwn. (7.114) znika, gdy promien
polkuli staje si¢ bardzo duzy, zatem
ve(p) = | [VG(, p)—G(r, p)Veli] - ndS+

xy—otw.

+ [ [%TVG(, p)—G(r, p)Vek]-nds.  (7.115)

pbélkula
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Jezeli poréwnamy ten wynik z réwn. (7.108) na w(p), widzimy, Ze suma »(p)+v.(e)
spelnia prosty zwiazek

p(e)+y.(p) = [ ™" VG(r, p)—G(x, p)VeiT] - ndS, (7.116)
5
gdzie S oznacza, jak poprzednio, cala zamknigta powierzchnig. Uzywajac teraz twierdze-
nia Greena i pamigtajac, ze e’®7 jest rozwigzaniem réwnania falowego, widzimy iz
p(p)+y.(p) = ki {7118
Ten pigkny prosty wyuik znany jest w optyce jako zasada Babineta lub zasada dopehniaja-
cych sig ekranow.
Jezeli uzyjemy rown. (7,111} dla g(p) w odlegloSciach, kidre sa duze w pordéwnaniu
z rozmiarami ekranu, to

: cikip
pe(p) = e +/(0, ) —, (7.118a)

gdzie '-
L if'\'; i S )
S0, ¢) = 7—(1+cosh) J e iksrds. (7.118b)

otw.
Réwnania (7.118a) i (7.118b) maja te sama posta¢ co wyniki, ktére otrzymaliSmy przy
naszych badaniach réwnania Lippmanna—Schwingera. W tym ostatnim przypadku ampli-
tuda rozpraszania f(0, ¢) dana byla poprzez potencjat i funkcje falowa. Tutaj otrzymaliSmy
f(6, ¢) wyrazone za pomoca warunkow brzegowych.
Zgodnie z rown. (7.113) rozpraszanie fali plaskiej przez kotowa nieprzezroczysta przesz-
kodg opisane jest przez funkcig
0, ¢) = % _“:'—j;%@n.ri (J; Rsin0), (7.119)
gdzie R jest promieniem przeszkody i k; = 2w/ jak przedtem. Dokonano kilku interesu-
jacych prdb zrozumienia kwantowomechanicznego rozpraszania krotkofalowego (o duzej
energii) czastek (np. czastek o) na jadrach przez analogi¢ z ugieciem fal na przeszkodzie.
Dla rozsadnych wartosci promieni jader amplitudy rozpraszania dane réwnaniem (7.119)
pasuja do danych doswiadczalnych catkiem dobrze. Wykazuja one silne maksimum w kie-
runku do przodu i zachowuja sie oscylujaco przy odchodzeniu od tego maksimum w sposdb
bardzo podobny do pokazanego na rys. 7.8. Stanowi to przyjemna ilustracj¢ falowej natury
czastek.

7.7. FUNKCJE GREENA ZALEZNE OD CZASU: PIERWSZY RZAD

W kilku ostatnich paragrafach skupiliémy nasza uwage na zastosowaniach metody
funkcji Greena do rozwiazywania pewnych czastkowych réwnan rézniczkowych, w ktérych
czas nie odgrywat zasadniczej roli. W tym paragrafie zaczynamy rozwaza¢ zagadnienia,
w ktérych ewolucja ukladu w czasie (jak réwniez w przestrzeni) jest istotna.

Rozwazcie takie rownanie

oy - 7.120
Hw+ﬁf =0, ( )
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gdzie 7 jest zmienng czasowa, a H jest operatorem niezaleznym od czasu, o ktoérym zaklada
sig, Ze posiada zupetny uklad funkcji wlasnych. Istnieja liniowe réwnania tego typu i ich
zastosowanie rozciaga si¢ na wszystkie dzialy fizyki. Znanym przykiadem jest réwnanie
przewodnictwa cieplnego
c ., 6T
Xy e BTl

¥ k o’
gdzie T jest temperatura, c¢ cieplem wlaciwym na Jjednostke objetosci, a k& jest
przewodnictwem cieplnym. Jezeli oznaczymy H = V2 i 7 = kt/c, wtedy réwnanie to ma
dokladnie taka samg postaé jak (7.120). Zalezne od czasu réwnanie Schrédingera ma réw-
niez tg postac, mianowicie

| i
Hyp = ih o
gdzie o jest calkowitym hamiltonianem ukladu opisanego funkcja falowa y. Na przyklad
dla czastki swobodnej

52
RN . |
H 5 V2,
Réwnanie Schrodingera ma wiec postaé
g2y, _ it Oy
3 Viy e
Jezeli zatem potozymy H = —V?2i v = (ifi/2m)t, réwnanie to ma dokladnie te sama postad
co rownanie przewodnictwa cieplnego. Innym przykladem tego typu jest rownanie dyfuzji
1 de
2 = s
Pee gt ors
gdzie p jest gestoscia dyfundujace; substancji, natomiast « jest statg dyfuzji. W tym przypad-
ku poloZenie H = —V? i 7 = a?t przeprowadza znéw powyzsze rownanie do zasadniczej

postaci (7.120).
Poniewaz zatozyli$my, ze H ma zupelny uklad ortonormalnych funkcji wlasnych

Hpp = Amqﬁma

mozemy rozwinaé rozwiazanie réwn. (7.120) na te funkcje
Y@ = D 4n(D)§u@).
Poniewaz y(r, 7) zalezy od 7, beda wiec od © zalezaly takze funkcje A,(7). Zatem
Hy = H| D] 4n(6n(®] = 3 dn(0) Hpu() = 3 A Ap(D) (e,

mamy tez

o 84,(7)
v T4 e 0

m

Réwnanie (7.120) przyjmuje wobec tego postaé
- dd,,
N [z,,,A,,.(z)-r—d;(i]qsm(r) =g

m
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Poniewaz ¢n(r) tworza ukiad zupeiny i sg ortonormalne, to wnioskujemy natychmiast,
Ze
dA (1)
dr
dla wszystkich m. Rozwiazanie dla A7) dane jest po prostu przez

A"I{T) = A?H(O}euimr

-+ A An(7) =0

i zatem otrzymujemy
P, ) = N 4,00,
m

Aby teraz rozwiazanie rézniczkowego réwnania czgstkowego, ktdre jest pierwszego
rzedu w pochodnej czasowej, byto kompletne, musimy wyspecjalizowad warunki brzegowe
dla ¢ = 0. Zakladajac, ze mamy y(r, 0) (na przyklad w wypadku réwnania przewodnictwa
cieplnego, gdy znany jest poczatkowy rozktad temperatur 7(r, 0)), moZemy na-
pisac

P, 0) = N A0,

m

Korzystajac z faktu, ze ¢,,(r) tworza zupelny ortonormalny zbidr funkeji, mamy

A0) = [ $XEO)y(r, O)dr.

Zatem
P = ¥ e, [ GEE) v, 0)dr
lub "
p(r, 1) = [ Gr, ¥, Dy, 0)dr, (7.121a)
gdzie
G, T) = D bal) RO (7.121b)
Zauwazcie, Ze
Gy(r,7.0) = N $,(N$3r) = @17, (7.122)

co musi oczywiscie mie¢ miejsce ze wzgledu na rownanie (7.121a). Mamy rowniez
d ‘
(H+ 6‘?) Gy(r, ¥, 1) =0, . (7.123)

zatem w(r, 7) dane réwnaniem (7.121a) jest rzeczywiscie szukanym rozwiazaniem, ktore
spelnia natozone warunki brzegowe.

Dopisaliémy naszej funkcji G,(r, ', 7) wskaznik 1 w celu oznaczenia, 2e powstaje ona
z réwnania pierwszego rzedu w czasie. Bedziemy niescisle okreslaé G, jako funkcje Greena,
chociaz nie spelnia ona

dt

Zobaczymy jednak wkrotce, ze G, jest $ciSle zwiazane z funkcja, ktora jest funkcja Greena
~w zwyklym sensie.

(H+-g—) G(r, 1, 1) = *(x—r)d(7). (7.124)
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G, nic spelnia (7.124), ale raczej (7.123) i funkcja G, jest sama rozwigzaniem
rown. (7.120). Gdy (r,0) = d(r—r,). to réwnanie (7.121a) daje natychmiast

"P(r: T) 2 Gl(r: Fp, T)

dla = = 0. G, jest zatem rozwiazaniem (7.120) dla bardzo specjalnego warunku poczatko-
wego, tzw. warunku poczatkowego ze ,,Zrédlem punktowym”. Fakt ten prowadzi do pewnej
prostej interpretacji funkcji Greena, ktéra bedziemy wkrétce dyskutowad.

Nie trzeba dodawac, Ze nasz wybor poczatkowego czasu byt zupelnie dowolny. Réwnie
dobrze moglibySmy wybraé jako czas poczatkowy 7 i wtedy mielibysmy

P, v = [Giir, ¥, 7, T)p(r, ) dr, (7.125a)

gdzie
Gl 1,5 7) = Y $O¢aE)etnt=o, . (1250)

Innymi stowami G,(r, r’, 7, =) propaguje funkcje y w czasie od 7" do v > 7'} z tego po-
wodu G, nazywane jest czgsto propagatorem. Ten sposéb méwienia sugeruje, ze jezeli pro-
pagujemy y od 7, do 7, i nastgpnie od 7; do 7,, powinnismy otrzymac ten sam rezultat
co w przypadku propagowania bezposrednio od 7, do 7,. Matematycznie rzecz ujmujac
piszemy
wir, 7,) = } Gi(E, 2", T Todwlr™, 7o) d?r”,
p(r, 72) = [ Gy(r, X', 72, ), 7)dr =
=[], 12, m) G\, 1, 70, 7o) p (0, T) PR

Poslugujac si¢ rownaniem (7.125b) znajdujemy, Ze

f Gilr, X', T3, 7)) Gy, ", 74, 1)1 =

= [ D 6n0¢3a)e =0 3T )iy nri-modr,

Poniewaz
[ £V P = 8,
to natychmiast uzyskujemy

{ Gl(r: l", T2, Tl)Gl(r’: l'", T1s To)dzrl =

= 2 OO e e 0 = NG (9GRE e = Gy, ¥, 72, %),
m m

zatem tak jak sig spodziewali$my
‘1{)(.[', 7:2) — fGl(r7 l'”, Tz: To)‘l«'(r”s 7‘—O)daru'

Ta koncepcja skladania propagacii jest w fizyce bardzo waznym pojeciem; poniZej powta-
rzamy wynik:

Gl(r: l'”, T2, TO) = J G!(r: l", T2, Tl) Gl(r': r“: Ty TO)dsr!‘
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Wyznaczmy teraz funkcje Greena réwnania typu dyfuzji lub przewodnictwa cieplnego.
Dla wygody rozwazania prowadzi¢ bedziemy w jednym wymiarze, w przedziale —L/2 <
< x < LJ2, i nalozymy periodyczne warunki brzegowe (L/2, 7) = w(—L/2, 7). Jak bylo
wyzej wspomniane, operator A réwna si¢ w tym przypadku po prostu ~d?/dx?, chcemy wigc
rozwigza¢ rOwnanie

d*p,,

e i = Anz(bm(x) i

dx?

Rozwiazaniem tego rownania jest

Dulx) = __l_{.;,giy'lﬁx,
VL
gdzie musiiny mie¢ 4, = (27=m/L)?, aby speinione byly warunki brzegowe, a m jest dowolna
liczbg catkowita. Jezeli zatem wprowadzimy oznaczenie &, = 2mmfL, otrzymujemy dla
funkeji Greena G,(x, x’, 7) przy uzyciu réwn. (7.121b)

on
Gl oty ¥ %e”‘m@ﬂx‘)e-k?nf. (1.126)
Przypusémy teraz, Ze chcemy otrzymaé funkcje Greena na nieske aczonej prostej.
Zastosujmy te sama procedurg przejscia do granicy, ktorej uzywalismy przechodzac od.
szeregow Fouriera do calek Fouriera w paragrafie 5.7. Podczas gdy w réwn. (7.126) L
staje sie wigksze 1 wieksze, to k,, zmienia si¢ bardzo niewicle, gdy przechodzimy w sumie
od jednej wartosci m do nastgpnej. Faktycznie k,, zmienia si¢ o 2m/L za kazdym razem,
gdy m wzrasta o jeden. Polézmy zatem 2w/L = Ak, i napiszmy
i ‘ . ,
Gi(x, x', 1) = =— ‘)‘ Akme"‘m(""‘)e“";*.
2n L

270

m=— o0
W tej postaci widzimy, Ze nasze wyrazenie wyglada dokladnie tak samo jak wyraZenie
dyskutowane przy rozwazaniu catek Riemanna jakiej$ funkcji; rozbijamy rozwazany prze-
dziat calkowania na make podprzedziaty 4; i obliczamy warto$¢ funkeji w jakims punkcie x
w kazdym przedziale, wtedy

DA f(x) > [ fdx.
W tym samym duchu, gdy L — oo dla G; mamy wyraZenie
1 fee]
G, 2, T s f eik(x-x7) g—K2r gL - (7.127)
2n
) -0
Nietrudno obliczy¢ te catke. Zauwazmy, Ze
e )2 g
ik(x—x")—k?7 = —z[k~5§;TL] __ELA';‘J i

a wiec

o«
o 1 , s g
Gix, x', 1) = e grix=x g { i/

-
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gdzie 6 = (x—x")/27. W celu obliczenia tej calki przyjmujemy, Ze wyraZenie podcatkowe
jest funkcja zmiennej zespolonej z i badamy catke konturowa wzdluz krzywej C pokazanej

na rys. 7.10; zatem
I'sif e @™ =0,
[

poniewaz wewnatrz konturu nie ma osobliwosci. Naly, z = x, ana Iy, z = x+id; wobec

tego
-X

b'q
w = —t(%—id)2 —t(z—1d)2 —7x2 —7(z—i8)2
I=0 fe dx+ fe dz+f e~ dx + fe dz.
=X Iy X I'q

A
I g

A
L, 5

-

Rys. 7.10 Krzywa C uzywana przy obliczaniu funkcji Gy(x, x’, 7). X powinno by¢ rozpatrywane jako
dowolnie duze.

Teraz na I, z = X+iy, gdzie X moze sta sic dowolnie duze, zatem
& ]
J‘ e—TE—i2 g, _ J‘ e TXHG=OP ) = je-TX? f eT(r=8)? o= 2iXt(r=8)fy,
Ir's 0 Q
Jest jasne, ze catka po y da warto$¢ skoniczona, poniewaz catkujemy funkcje ograniczona
na skonczonym odcinku. Zatem, gdy X — o0, to catka po I'; znika ze wzgledu na czynnik
e~***, Ten sam argument eliminuje catk¢ po I',. Wobec tego

> % T
— (X~ —
fe“" Bidx = J e"‘dx=]/7,
0 00

gdzie tg ostatnig catke mozna obliczy¢ metodami calek rzeczywistych. (Patrz takze rown.
6.56.) (Nalezy zwroci¢ uwage, e choé milczaco zalozylisSmy, iz w tych rachunkach 7 jest
rzeczywiste, fatwo pokazaé [patrz zadanie 31 (/) z rozdziatu 6], Ze rezultat ten jest prawdzi-
wy takze dla 7 czysto urojonego.) Mamy ostatecznie

= i (7.128)

Gix,x', 1) =
1( ) oo

Zauwaicie, ze G,(x, x', T) jest symetryczna funkcja x i x". Gdy = dazy do zera, to

1 -
lim Gl(x: x' T) = I]m —_—T (x—x") [4::;
™0 =0 ]/ dnt
co jest po prostu jednym z przedstawien funkcji ¢ dyskutowanym w paragrafie 5.3, a wigc

lim G{(x, x’, T) = d(x—x")

=0

w zgodzie z ogdlnym rezultatem (7.122). Gdy czas © rosnie od zera, to G,(x, x’, 7) wyglada
jak znany rozklad Gaussa centrowany w x = x’, o szerokoéci poléwkowej réwnej /2.
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Dla malych 7 rozkiad Gaussa jest wysoki i waski, gdy v wzrasta rozkiad Gaussa ulega
poszerzeniu i jego wysoko$¢ zmniejsza sig, jak pokazano na rys. 7.11. JednakZe powierz-
chnia ped tymi rozkladami pozostaje stala, gdyz

s} [=e]
s
f Gy(x,x")dx = —-_1____ J e~ XYY gy =1,
Vérr :
—® -
A

05

-4 -3 -2 —1 0
Rys. 7.11 Funkcja Greena G(x, x’, 7) jako funkcja x (centrowana dia wygody w x' = 0) dia kilku
wartosdci 7.

4 x

niezaleznie od 1 x'. W przypadku rownania dyfuzji oznacza to, Ze calkowita ilo$é
dyfundujacego gazu (calka z ggstosci po calej przestrzeni) jest stala, poniewaz

w(x, 7) = j Gy(x, X", T)p (x', 0) dx’

pociaga za soba -

[ vxvde= [ p(x,0)ax, (7.129)

na podstawie powyzej przedstawionego rezultatu. W réwnaniu dyfuzji ¢(x, v) jest gestoscia

dyfundujacego gazu, a wiec
[+

f wix, T)dx

-0
jest calkowita ilodciz tego gazu. Rownanie (7.129) stwierdza, ze ilo$é ta jest stala
w czasie.

Za pomocy funkeji Greena mozemy wyrazi¢ rozwiazanie réwnania dyfuzji lub przewod-
nictwa cieplnego w podZniejszej chwili przez warunki poczatkowe
0]

wix,7) = 1_ f e~ ==y 5’ 0)dx’, (7.130)

Vdrr

Roéwnanie to ma prosta interpretacje fizyczna, mianowicie w chwili v = 0 kazdy element
przestrzeni zawiera ilo§¢ dyfundujacego gazu (lub ciepla) réwna (x’, 0)dx’. Efekt tego
irodita w jakiej$ pdizniejszej chwili w punkcie x otrzymuje sie mnozZac te wielko$é przez
funkcje Greena, ktéra opisuje, jak rozwazana substancja (lub cieplo) dyfunduje od punktu
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x’. Gegstos¢ (lub temperatura) w chwili = w punkcie x uzyskana jest przez liniowa kombina-
cj¢ efektow wywolanych w x przez wszystkie Zrédia znajdujace si¢ w réznych punktach x”,
tzn. przez calkowanie po Zrédtach.

Przypusémy teraz, ze chcemy rozwiaza¢ réwnanie postaci

~

S
Hy-: —— = Fr,7). (7.131)

ChcielibySmy znaleZ¢ taka funkcje Greena, Ze
p(,7) = o, 7)+ [ G ¥,7,7) Flr,v')d> dv’, (7.132)

gdzie wolr, T) jest rozwiazamiem rdéwnania jednorodnego. W przypadku rdwnania
przewodnictwa cieplnego lub réwnania dyfuzji mogliby$my mie¢ Zrédto ciepla lub dyfun-
dujacej substancji, ktore ulegaja ciaglej zmianie w czasie opisanej przez funkcjg F(r, 7).
W réwnaniu Schrodingera F(r, 7) mogloby reprezentowac jakies zaburzenie, takie jak fala
elektromagnetyczna padajaca na uktad kwantowy.

Jaki zachodzi zwiazek migdzy funkcja G.{r, r’, 7, t’) dyskutowana powyzej a funkcja
Greena typu wymaganego w rownaniu (7.132)?7 Przede wszystkim funkcja G(r, r, 7, v°)
z réwn. (7.132) musi spetniaé réwnanie

(H + 6(1) G(r, x',7,7v) = 3 —r)d(z— 7). (7.133)
podczas gdy G, spelnia
(H+ —aa?) Gi(ryriir, vl (7.1339)
G, ma pewna interesujaca wlasnosé, na ktdra powyzej zwrociliémy uwage:
lim Gy(r, ', 7, ) = §3(r—r1") (7.134) _

zgodnie z réwn. (7.122). Relacja ta sugeruje, Ze jezeli wprowadzimy w G, nieciaglo$c
w punkcie T = 7', to moze bedziemy w staunie spetni¢ réwn. (7.133). Poniewaz G musi spel-
nia¢ (7.133") wszedzie z wyjatkiem r =r¢" i v = 7', wydaje sig rozsadne sprobowad
modyfikacji

G, 7, ) = G, 1,7, )0 (r-1). (7.135)

Oznacza to dla v > 7/, ze G(r,t’, 7, ') jest po prostu réowne G,(r,r’, 7, v'), ale dla
7 < 7' otrzymujemy G(r,t’, 7, 7') = 0. Obliczamy teraz

(H_;__;E?_)G(r, It 1 )=
ot
= HIG,(r, ¥, 7, 7) 0z =)+ [Gir. 1, 7, 7)0(r—7)] =
=@ (r—-1t)HG,(r,v, 1,7V +O(r—1") ‘g}- Gy(r,r, 7,7+
+Gr,r', 7, 7)) -9 O(z—1) =
IV% . :T: a,r S

= O(r—7") [H+ E?‘E]Gl(r’ r,7,7)+G(r, Y, 7, T (r— 1),




poniewaz z rown. (7.22)
2 9z-1) = sz—7).
ot

Poslugujsc si¢ rownaniem (7.133) mamy wtedy

)
) G, ¥, 2, 1) = GiltF, 2, 90— 7).

dr

-

Poniewaz jednak &8(r—t') jest zerem z wyjatkiem punktu = = 7', interesuje nas tylko
G,(r,v’, 7, 7y w T = 7/, co na podstawie (7.134) jest po prostu réwne 6°(r—r’). Mamy
zatem zadany wynik

(H+ T?%) Gr,r',v,7") = 33—z —1).
Przy uzyciu réwn. (7.135) widzimy, ze rozwiazanie réwn. (7.131) dane jest przez
P, D)=, D+ [ &' [ dGy(r, v, 7, 7)Fr, 7). (7.136)
-

Funkcja G, jest, jak widzimy, prawie dokladnie funkcja Greena w naszym oryginalnym
znaczeniu tego stowa. Poniewaz F(r, t) reprezentuje efekt znanego Zrédia ciepta lub dyfun-
dujacej substancji, gdy tylko wyznaczymy G,, pozostaja nam do obliczenia jedynie
calki.

Inua sytuacja ma miejsce w mechanice kwantowej, gdzie zalezne od czasu réwnanie
Schrodingera ma postaé

d 2m
(H+ —a‘:;) gj(f, 'L') = —'—ﬁ-z—'- U(l', 1:)‘?(1‘, T).
W najprostszym przypadku H mogloby by¢ dane przez —V?, a v = iht/2m. Zatem z row-
nania (7.136) otrzymujemy zaleine od czasu catkowe réwnanie Schrédingera :

W(r,r):&vo(r,r)—zh—’f f & f dTGr ¥, T, YU, Y, v),  (1.137)
—iw
gdzie catkowanie przebiega wzdluz osi urojonej, poniewaz v = ih#/2m jest czysto urojone.
Kiedy U(r, 7) reprezentuje zaburzenie takie, jak oscylujace pole elektromagnetyczne,
(7.137) prowadzi de teorii prowdopodobienstw przej$é i ,,Zlotej Reguly Fermiego™.
Mozemy takZe uzy¢ rownania (7.137), aby uzyska¢ inny punkt widzenia na rozwazania
poprzednich paragraféw. Przypusémy, ze Ulr, ) jest statycznym niezaleZznym od czasu
potencjatem. Spodziewaliby$my si¢ wtedy, 2e réwnanie (7.137) zredukuje sig do réwnania
Lippmanna-Schwingera (7.138). Jednak zamiast zastapi¢ po prostu Ulr, 7) przez V(r),
wyobrazmy sobie, e w bardzo odleglej przeszlosci Ulr, 7) bylo ,,wylaczone” i Ze
zostalo powoli ,,wlaczone”. MoZzemy to wyrazié¢ piszac

Ulr, 7) = V({r)e* = V({r)e . (7.138)

Czynige rzeczywista wielke$é & = he/2m dostatecznie mala, mozemy dowolnie dobrze
przyblizy¢ statyczny potencjal. Jasne jest, ze nie bedzie to mialo wplywu na Zaden
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fizycznie realistyczny problem rozpraszania. Jezeli wezmiemy H = —V?2, jak uczynili§my
poprzednio dyskutujac rozpraszanie, wtedy przez bezposrednia analogie z (7.127)
1
(2m)®
x exp{i[k(x—x)+k(y—y) +kAz=2)]} x
xexp[—(ki+ k2 +k2)(z—1)],

gdzie wyobrazamy sobie, ze umiesciliSmy nasz uklad w ogromnym prostokatnym pudle
i p6zniej pozwalamy jego Scianom staé si¢ dowolnie duzymi. W notacji wektorowej wynik
ten ma postaé

Gyx,r',t,7) = f dk,.dkc,dkc. x

~

G\(x,x',7,7) = J el mr)g=k=v")g3) (7.135)

bt

@2n)*
Podstawiajgc réwnanie (7.139) i réwn. (7.138) na U(r,7) do réwn. (7.137) otrzy-
mujemy

P(r,7) = Polr, 1) — 2m/*(27)7) f d3r f d*k J" dr'eih =1

_ == (7.140)
xe I P)e= b (Y, ),

przy czym
Yy, 7) = Celkite 47,
gdzie k; jest liczba falowa fali padajacej. Szukamy rozwiqzaﬁ postaci
¥, 1) = p(r)e” L s
Rown. (7.140) przyjmuje wtedy postaé
p(meH® = Celire=F{—

r (7.141)
2) . -
_%fd3r"(Ei‘_)_r-fd3kc!k-{r—r‘)V(’r')?}}(ra)_e—kzr ’ ﬁ(kz"‘%-h)z"drr.
iz
Mamy teraz
S (h2—k2_is)z’ J_t plk2=k2—ie)r
fe el i L 4 = k=i (7.142)

Dolna granica catkowania daje znikajacy wklad, poniewaz zaburzenie byto wlaczone adia-
batycznie za pomoca czlonu exp(—ie7). Podsiawiajac (7.142) do (7.141) i skracajac przez
wspllny czynnik exp(—4#7) otrzymujemy

' 1 " elk(r-1)
2n)?® J (kK*—k?—ig)

p(r) = C’e"“f-'—iﬁ";— f ErvE)y(') e~ k. (7.143)

Calka

1 el'k-(r—-r") e
@) J (k*—k?—ig)
jest dokladnie funkcja Greena wychodzacej fali kulistej G, (r, r) uzyskana dla operatora
—V2—k} w paragrafie 7.4 (réwn. (7.66)), zatem
1 expli(ki+ig/2k;)r—r']
4 [e—1’] .

Ir,r) = — k

I(r,r) = —
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Polozymy teraz ¢ — 0 i znajdziemy, Ze
m eikilr—r'|
o= e I 7 n J3

v = Comr - [ S e,
co zgadza si¢ z réwnaniem Lippmanna-Schwingera dla v, Wyprowadzonym wczesniej
[réwn. (7.68)]. Zatem w granicy statycznego potencjalu formalizm zalezny od czasu
przechodzi do postaci, jakiej powinnismy oczekiwag, przy czym przepis na omijanie osobli-
wosci, ktdrym si¢ wczeéniej postuzyliémy, wynika automatycznie. Widzimy teraz, Ze
mozna sobie wyobrazi¢ ten przepis jako pochodzacy z fizycznie uzasadnionego zalozenia,
7e w dostatecznie odleglej przesztoSci nie ma Zadnego oddzialywania, czastki sa
swobodne.

7.8. ROWNANIE FALOWE

Jako ostatni przykiad metody funkcji Greena zbadamy lorentzowsko niezmiennicze,
zalezne od czasu rownanie falowe. Jest to podstawowe réwnanie elektrodynamiki i jego
wlasnoéci byly wyczerpujaco analizowane.

Jednorodne réwnanie falowe ma postaé

1 %y
Do w2 M VP
O% = V2p = a2 0. (7.144)
Dla og6lnosei napiszemy je nastgpujaco
2
Hy+ ‘;;ﬁ =0, (7.145)

gdzie w tym przypadku v = ¢ti H = —V?. WyobraZmy sobie na chwile, ze H jest ogdlnym
liniowym operatorem posiadajacym zupelny ortonormalny ukiad funkcji wiasnych ¢, ktére
spelniajg zwigzek

Hn = Lnpn- (7.146)
Szukamy rozwigzan roéwn., (7.145) w postaci
P, D) = Y A(1)). (7.147)
Uzywajac réwnan (7.146) i (7.147) znajdujemy
azgp v o
Hy+—-5 = : (Audnt4y) s = 0. (7.148)

Poniewaz funkcje wlasne Heworza zupelny ortonormalny uklad, wnioskujemy z réwn.
(7.148), ze

A (D) + 1, 4,(v) = 0,
skad
A7) = apeiVhE b, e~ Wi

PET) = O (@ne5 +b,e=#T) hy(r). (7.149)
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Stale a, i b, musza by¢ okre§lone z warunkdéw brzegowych, o ktorveh zakladamy, Ze sa
znanego nam typu, tzn. 9(r, 0) i 4(r, 0) sa okreSlone i wtedy

P, 0) = D (@utb)gu(D),

P, 0) =i Y Y Tlan—b)ba(®).

Stad znajdujemy, e
@ty = [ GEE)PE, 0)dr,
SO, SRR , SXE)p(, 0y,
|
a wiec

S Aep

o =5 [ [ 0w 08T+ [ arp, 0|

I ’ 5 ' § 3 ] i~ g s S
= 7[f¢#(r)ap(r,0)d _i].-"’l—n J qb,f,(l')tp(r,())d ,-]_

Wstawiajac te wartosci a, i b, do réwn. (7.149) otrzymujemy

w(r, 7) = JﬂZ cos (]/ InT)Pa(®)EE Y (X, 0)d3r +

+ f 2 sin (J/ 2,7) 1/17 D) PEE VP (r', 0)dPr.

Trzymajac si¢ notacji poprzedniego paragrafu napiszemy powyzszy wzor w postaci

Y@, 7) = [ Gilr, ¥, Dy, 0dr' + [ Go(r, ¥, D9, 0)d°r, (7.150)

gdzie - '
Golr, 1) = 3 eos (V) baD (), (7.151a)
6ol ¥, 7) = ZS—}E!A—%“% 6@, (7.151b)

Poniewaz réwnanie falowe jest drugiego rzedu w czasie, wymagane byly dwa warunki
brzegowe dla wyznaczenia stalych calkowania. Otrzymaliémy stad dwie funkcje
Greena; jedna, ktéra dziala na w(r,0), i druga dzialajaca na 4(r,0). Dla réwnania
pierwszego rzedu wzgledem czast, podobnie jak dla réwnania dyfuzji lub przewodnictwa
cieplnego, potrzebny jest tylko jeden warunek brzegowy i zatem znalezli$my tylko jedna
funkcje Greena dzialajaca na y(r, 0). Dokladnie tak samo jak funkcja Greena otrzymana
w poprzednim paragrafie spelniala rownanie przewodnictwa cieplnego, obie nasze

funkcje Greena G, i G, spelniaja réwnanie falowe

DzGZ(r.: rr, T) = 0, ‘ Dzéz(l'» l", T) = 0!
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tzn. w(r, 7) spelnia réwnanie falowe. Zauwazicie takze, Ze

’ d = ’
Gz(r: r, T) = —EC‘ Gz(l‘, r, T)y
a wiec jezeli potrafimy obliczy¢ funkcje G, to funkcja G, moze byé bezposrednio z niej
otrzymana. Warunki brzegowe sa w oczywisty sposob spelnione przez rozwigzanie dane
rown. (7.150), bo

G,(r, 1, 0) = Zfﬁn(r)qb;" @) = &*(r—r'). (7.152)
Majac w pamieci te ogélne wyniki, wréémy do szczegdlnego przypadku réwnania falo-

wego i zacznijmy od rozwazenia obszaru o ksztalcie prostopadloScianu o krawedziach
L,, L, 1 L, odpowiednio w kierunkach x, y i z. Jezeli mamy periodyczne warunki brzegowe,

funkcje wlasne H = —V?* moga by¢ zapisane w postaci
1 Gt
q{'n g (l') — - — e'k"xe‘kyye‘kzz,
1%2R3 V Ll L2 Ls
gdzie
2mn 27n 2mn
k= L E, =t B s S0 F
X Ll E y Lz ’ z L3

i wartosci wlasne dane sa po prostu przez
Angngny = KZ+kE+k2.
Napiszmy teraz G, wyrazone przez te wielkosci. Zgodnie z (7.151b)
S 1 Wy R W
éz(r, rlp)i= L 2 siny ki +ky+k:z glkxtx=x" gtk (V-3 alkz(z—27)
LiL,Ls 1/k§+k_3+k§

Ry,nz,n3

Mozemy teraz przej$¢ do granicy, w ktérej pudlo staje sie dowolnie duze, tak jak zrobiliSmy
to poprzednio. Teraz

Ry=—c0 — 0

i podobnie dla sum po n, i n;. Stad w granicy bardzo duzych wymiaréw
1 7 ¥ sink
- ; i sinkr ...
Gz(r,r,r) z-(ZT):; f dkx f dky -J CﬂCz—“]?-—ﬂik( ),
-0 — -0
gdzie k = kyi+k,j+k.ki k2 = k2+k2+k2 Jasne jest, ze korzystnie bedzie obliczaé te
calke uzywajac wspdtrzednych sferycznych. Kiadac r—1’ = p, otrzymujemy

-] n 2n
G,(r, ¥, ) =@%? f dick? sinkr.% f $in6, 40, f dyete-e,
’ 1] : 0 o

Poniewaz catka nie zalezy od kierunku p, wybieramy dla wygody g w kierunku z. Wtedy
k- p = kocosf, i dokonujac zamiany zmiennych x = cosfl,, mamy
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1

; ’ thox _
Gile %) = 45 )Sfdkksmkr_fdxf b
1 > 1 2
ol mbf Smkrsmkgdk:m fsmkrsmkgdk:
1 ~
= G2g | [eosk(e—n)—cosk(e+]dk.
Poniewaz B
1 oo
8(x) = 5— f cosxydy
2r K

[wynika to natychmiast z réwn. (5.63)], dostajemy ostatecznie

Gule ¥ 1) = - (e — D)= 3(e + )L

Przy uzyciu naszych pierwotnych zmiennych ma to postaé

1

Gy(r, ', 1) = T [8(fr—x'|—ct)— 8(r—1'| +ct)]. (7.153)

Jasné, Ze nasz wybor ¢ = 0 jako chwili poczatkowej byt calkiem dowolny. Czytelnik moze
sprawdzi¢, e jezeli wybieramy ¢’ jako chwilg poczatkows, to

p(r, 1) = J'Gz(r, r,t, Dy, t’)d3r'+f(fz(r,r’, t, N, t)dr, (7.154)
gdzie ;

Gye, ¥, 1, 1) = Z Sm“/ﬂ c(‘ N 5 DdrE) - (1.1559)

e, 1, 1,6) = ) cosly elt—=1u0PEE) = 2 Gole, s ,8). (1155D)
W przypadku réwnania falowego H = —V?, funkcja G, dana jest przez

Gafr, v, 1,1 = I{as[(r v|—c(t—t)]—8[lr—r'|+c(t—1)]}.  (7.156)

41-:[1' r
Daje nam to rozwigzanie jednorodnego réwnania falowego, gdy tylko wyspecyfikowane
sg warunki brzegowe.

JednakZe tak samo, jak w przypadku réwnania pierwszego stopnia rozwazanego
w poprzednim paragrafie, réwnanie niejednorodne jest bardzo wazne. Na przyklad
w elektrodynamice klasycznej réwnanie (7.144) odpowiada sytuacji, w ktorej nie ma
zadnych Zrodet ani pradéw. W ogdlnosci jednak interesuja nas przypadki, w ktorych wy-
stepuja prady i Ifadunki. Typowym réwnaniem, jakie zatem chcieliby$my moéc rozwiazad,
jest
1 &y 4n
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lub w ogdlnoéci
oy
a2

Aby rozwigzac teraz (7.158), potrzebna nam jest funkcja Greena G(r,r’, =, '), ktora
spetnia relacje

L) (7.158)

(H+§—2~)G(r r,7, ) = 8r-r)s(r—1).

Ani G,, ani G‘z nie majg tej wlasnosci; w rzeczywistosci oznaczajac przez ¢ ktdrakolwiek

z funkcji G, i éz, mamy

al
(H+ : 2) =0. (7.159)

Pokierujmy sig¢ jednak naszym doéwiadczeniem z poprzedniego paragrafu i szukajmy G
w postaci

Grlr, v, 7,7) = %@, v, 7, t)O(r—7").
Mamy

(H+ e 2)Gx(r r,7,7) = O(—)HY+—— a . [@@(«; )l =

=@(z— r’)(H+ )fﬁ +2@(r )4 +90(r—7),

gdzie kropka oznacza réZniczkowanie wzglgdem 7. Na podstawie réwn. (7.159)

(H+ aaz)GR ~—»2@(r ‘r)@’-%-{ﬁ@(r-—r),
ale
@.(T-—T’) = d(z—1"),
a wiec
(H+ :Z)GR(I r, T, v) =28(z—NV%(, r, 7, T)+d(z—)%¥(, ¥, T, T).

Opierajac si¢ na wynikach paragrafug7.2
é(T—T')g;(f’ l", T, T’) = [{é(l', l", T, T,)]r'.—.ra(T_TJ)
§(z—1)%@, ', 7, 7) = —[9(@, r. 7, T)ob(r—7),
zatem
az
o072

Jezeli 4 = G,, prawa strona réwn. (7.160) znika na podstawie (7.155b), ale jezeli ¢ = G,,
to zgodnie z réwn. (7.155a) otrzymujemy

(H+ )GR(r r, 7, 7) = 6(r—7) (. ¥, 7, )es- (1.160)

2

B2 )GR(r’ r,7,7) = (3(':’—':")53(1'—1"),

(142
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co ma zadana posta¢. Wobec tego funkcja Greena dla réwnania jednorodnego ma postaé
Gr(r, 1, 7,7") = O(z—7)G,(x, ¥, T, 7)) (7.161)

1 rozwiazanie rown. (7.158) moze by¢ zapisane jako
Ya(r, ) = po(r, )+ [ B [dvG, v, 7, T, ), (7.162)

gdzie pg(r, 7) jest rozwiazaniem rownania jednorodnego.
W szczegdlnym przypadku rownania falowego G, dane jest réwnaniem (7.156), a po-
niewaz Gy znika dla v < 7/, to mozemy napisaé

’ ’ 1 i ’ i ’
Gpr, v, 7, 7) = Iﬁ;:Fl—cﬁ(lr—r |=(z—=))O(v—7),

gdyz dla 7 > v’ argument drugiej funkcji 6 w réwn. (7.156) jest zawsze niezerowy. Ze
wzgledu na to, Ze 6(|r—r'|—(7— 1)) ma zerowy argument tylko wtedy, gdy v > 7/, to
mozemy przy Gy opuscié czynnik &(r—t’) i ostatecznie
1
’ ’ — *'-‘“---—--—---6 - s E - 3
GR(r= r, T, T) 41_:'[__1_’! (ir r[ (T T ))' (7'163)

A wige rozwigzanie réwnania falowego dane jest przez

vl ) St r)+——— f g Fagponcliny o (e =F—(e— I, 7).

—-cc
Catkowanie po 7’ moze by¢ natychmiast wykonane dajac
s _ [J(r T )]ret ’
wr(r, ©) = polr, r)—}- J RorL d*r’,

gdzie nawias [ ].., * oznacza, ze czas 7’ jest ,retardowany” wzgledem 7, czyli

’

' = t—|r—r'|.
Przy uzyciu zmiennej czasowej ¢ powyZsze rownanic ma postaé

Ly

Yr(x, £) = yo(r, I)‘|‘ =1

(7.164)
gdzie w nawiasie
Ir—r’|

!

' = t—-

Jest to jeden z najpigkniejszych wynikow elektromagnetyzmu. Méwi on nam, ze
obserwator znajdujacy si¢ w punkcie pola r odczuwa w danej chwili tylko to, co zrédio
umieszczone w r’ robilo we wezeéniejszym czasie ¢; co wiecej, ten wezesniejszy moment ¢’
wyprzedza chwilg obecna ¢ dokladnie o czas, jaki zajmuje fali przejscie od punktu r’,
w ktérym polozone jest Zrédlo do punktu r, mianowicie |r—r’|/c. W ogélnoéci skutek
odczuwany w jakim$ punkcie czasoprzestrzeni pochodzi od wszystkich zaburzen w calej
przestrzeni, ktdre poprzedzaly rozwazany skutek o dokladnie taki przeciag czasu, jaki jest
konieczny, aby zaburzenia te dotarly od punktéw, w ktérych powstaly, do punktu, w ktérym

* retardo ~— opdéniaé, lac.
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sg odczuwane. Funkcja wp nazywana jest opdinionym rozwiazaniem niejednorodnego
rownania falowego, a Gp nosi nazwe opdinionej (retardowane]) funkcji Greena, na co
wskazuje indeks R.

Nie jest to absolutnie jedyna funkcja Greena, ktérg moglibysmy zdefiniowaé. Przykla-
dowo, mogliby$my napisac

Gur, ¥, 7, ) = ~O(¥' -~ )Gyt 1, 7, 7).

Pozostawiamy czytelnikowi pokazanie, Ze jest to takZze funkcja Greena niejednorodnego
réwnania falowego nazywana przedwezesna (adwansowang) funkcja Greena i pokazanie,
Ze rozwigzanie otrzymane z G, odpowiada efektom zaburzen propagujacych sie wstecz
z przysziodci w przeszlosc.

ZADANIA

1. Pckaz, Ze funkeje Greena z rownan (7.9) i (7.117) spelniajg relacje

d*Glx, x' §
2. Pokaz, ze
do(xy d
&= - g

gdzie oba elementy rownania rozpatrywane sa w dzialaniu na funkcje w wyrazeniu pod-
catkowym; to znaczy, Ze naprawde rozumiemy przez powyzsze rdwnanie, iz zachodzi
zwiazek

b b

rodd(x)

| = edx = - ['a(x) -ji. dx

-a —-a
dla dowolnej funkeji f/(x) majacej ciagla pochodna.
3. Pokaz, ze jeieli H jest rzeczywistym operatorem hermitowskim (tzn. H = H*,
H = H%), to funkc¢ja Greena niejednorodnego réwnania
Hp(x) = f(x)
jest symetryczna, tzn. G(x, x*) = G(x', x).

[Wskazéwkn: pokaz, ze funkcje wlasne rzeczywistego operatora hermitowskiego moga by¢ zawsze tak
wybrane, aby byly rzeczywiste.]

4. Pokaz, ze funkcja Greena z rown. (7.35) spetnia réwn. (7.36).
5. W paragrafic 6.9 dyskutowaliémy te rozwiazania rownania Bessela

d*J, dJ, 5
xR (R =), = O,

ktére byly skoficzone w poczatku ukladu. W szezegdlnosci wybraliémy taka normalizacie,
ze dia malych x

J(x) = ;lr(x )
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Istnieje oczywiscie drugi zbior rozwigzan, oznaczanych zwykle przez N,(x), ktére sa nie-
regularne w poczatku ukladu. Sa one zwyczajowo tak normalizowane, e

No) = 2 Inx, Ny ~ m%(é) (1—1)!

(Zauwaz, ze dla malych wartosci x funkcje N,(x) spelniaja rzeczywiscie réwnanie Bessela.)
Rozwaz niejednorodne réwnanie Bessela (dla n = 1)

2
j;; +x%+(x2—-n2)u = f(x)

x2

w przedziale [0, 1] z warunkiem brzegowym u(0) = 0 = u(1). Pokaz, ze u(x) dane jest
przez

ux) = [ G(x, x) f(x)dx,
gdzie
G, %) = =y T E ) N =N, ) T

Jak zwykle x. jest wigksza z liczb x i x’, a x_ jest mniejsza z liczb x i x".

6. Udowodnij, Zze wrotiskian liniowego operatora rézniczkowego drugiego rzedu nigdy
nie znika. Zréb to dowodzac najpierw, ze W(x) nie mozZe byé identycznie réwne zeru,
gdyz w przeciwnym razie u,(x) i u,(x) bylyby liniowo zaleine, co jest w sprzecznosci
z zaloZeniem. Nastepnie roi:mczku_]@c W(x) i korzystajac z faktu, Ze u, i u, sa rozwiaza-
niami réwnania

ST 1) %t iy = o,

udowodnij, ze
aw _ fi
i R T
Scatkuj te relacje i pokaz, Ze jezeli fo(x) i fi(x) sa ciagle i jezeli f(x) nigdy nie znika, to
W(x) nigdy nie znika.
7. Udowodnij, ze dla dowolnego liniowego operatora rézniczkowego postaci

Sol8) A e e+
mamy
aw i
PETrALrd T e
dx fo
gdzie W zdefiniowane jest przez
lu4,(x) uz(x) cee Un(X)

W(x) = wDE) W) .. uD(x)

------------------------

u=INx) U =0(x) .. u(x)
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oraz u;(x), ux(x), ..., #,(x) 83 liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnan, a 4™ oznacza
m-ta pochodna u. Zatem W(x) dane jest przez

W(x) = Cexp[— j:;g; dx]

8. Pokaz, ze funkcja Greena operatora rozniczkowego

dn dn—i
FolD e ) e o D)
dana jest przez
. N(x, x")
G(x, x) = jamx' U X+ - B (x—x),
(e, %) = Y aulxYun0)+ F S O Ge=)
gdzie W(x") zdefiniowane jest tak jak w poprzednim zadaniu i
a(x)  w(x) (X))
W) W) L w0
N(x, %) = |erereeooronasseraeinnannan
u"(x") uf2(x) ..o u(x")
uy(x) uz(x) vo Un(X)
oraz a,(x’) sa okre$lone przez warunek brzegowy, ktéry funkcja Greena musi spetniaé.
Podobnie jak w zadaniu 7 funkcje u,, u,, ..., u, 53 # liniowo niezaleznymi rozwiazania-

mi réwnania jednorodnego.
9. Poslugujac si¢ wynikami poprzedniego zadania znajdz funkcje Greena ogdlnego
operatora rozniczkowego trzeciego rzedu

d3 dZ
dxd T T gt

wyrazong za pomoca pierwiastkéw ry, r, i r; wielomianu charakterystycznego
‘ 24 a2+ a,z+a; = 0.
Zalbz, ze funkcja Greena i jej pierwsze pochodne znikaja w x = 0.

10. Réwnanie Schrodingera w jednym wymiarze ma postaé

h? d*y
St V(x)p(x) = Ep(x).

Uzywajac metod dyskutowanych w paragrafie 7.4, wyprowadZ réwnanie catkowe Lip-
pmanna-Schwingera na funkcje w(x):

a) w przypadku E < 0, b) w przypadku E > 0.
W przypadku (b) znajdziesz osobne réwnania na yp,(x) i yp_(x) odpowiadajace réznym
typom warunkéw brzegowych w nieskonczonosei. Przedyskutuj sens funkeji v, (x) i w_(x).

11. Rozwiaz zadanie 10 uzywajgc metod paragrafu 7.3. Jakie jest wlaéciwe sformuto-
wanie warunkéw brzegowych, ktére catkowicie okresla funkcje Greena w tym przypadku?

12. a) dokonujac zamiany zmiennych ¢(x) = f(x)/y/x w réwn. (7.81) pokaz, ze
otrzymuje si¢ nastepujace réwnanie na fj(x):

X2fi' () + xfi(x) + [x* — 1+ 1/2)°}f(x) = 0.
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b) uzywajac wynikéw paragrafu 6.9 pokaz, e
; 1
Jhx) ~ —= Ty 1 p2(3),
Vx
gdzie J oznacza funkcje Bessela [patrz dyskusja nastgpujaca po réwn. (7.88'D)].
13. a) Pokaz, ze funkcja Greena

1
.26!)01.

gioolt—1/|

Git, 1) =

spelnia rownanie
‘ dz ‘ i : [
(Eﬁ—-}-wé}G(z', T } g 5(1—!‘ )
\ /

Ta funkcja Greena byla uzyta w zadania 7.10 do przeksztaloenia rézniczkowego réwnania
Schrodingera w catkowe rownanie Lippmanna-Schwingera.
b) Pokaz, Ze ogdlne rozwiazanie réwnania

X(O)+wiX(5) = F(2)

moze by¢ z pomoca powyzej omawiane; funkeji Greena napisane jako

o0
X(t) = Acoswot+ Bsinw, f + f G(t, t)YF(t)dy',
gdzie 4 i B musza byé okreélone z warunkéw brzegowych. Dla jednopunktowych warun-
kéw brzegowych mechaniki klasycznej beda one oczywidcie zalezaly od F. Pokaz, ze jezeli
zazadamy, aby x(0) = x, x(0) = 0, wtedy réwnanie to redukuje si¢ do znanej postaci

t
A(t) = xpcosmy, H—E;L fsinwo(t—t’)F(_t’)dt'.
0 «
[

Jasne, ze dla jednopunktowych warunkéw brzegowych latwiej jest zaczynaé od funkcji
Greena postaci (1/wg) @ (21— 1) sinwg(t—1"), ale nie jest to konieczne,
14. Pokaz na podstawie réwn. (7.98), 7e

ikt — E 121+ 1) jikr) Pi(cos),

=0
gdzie § jest katem miedzy ki r.
{Wskazdwka: Rozwaz réwn. (7.98) w granicy |r'| — o0.]
15. Korzystajac z réwnan (7.98), (7.86), (7.84a) i (5.83) pokaz, ze jezeli wybierzemy
‘A e Hmk 201 = . At 1519 % ik
£() = oo eer— 205 4\_5, D, ik Y0, ) [ 1) V', $)V @0,
I=0 m=-w

to réwnanie

m s—fkﬁr—r’\
e B e i V r ’ d !
o | e V) @)dr

P = &@m)—
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sprowadza si¢ do
m il e+i.’clr-r':

2rh? I Cir—r|

il = ,(,?ﬁ,,a e V() p()dr.

Zauwaz, ze &(r) jest liniowa superpozycja rozwiazan réwnania
(7*+£2¢ = 0.

16. Przy wyprowadzaniu réwnania Lippmanna-Schwingera dla stanu zwiazanego
metoda transformat Fouriera wydaje sig, ze nie natozylismy zadny:h warunkow
brzegowych (nie jest potrzebny Zaden ,,przepis ie”) i mimo to otrzymaliémy jednoznacznie
okreslona funkcje Greena. Pokaz, ze naprawde tak nie jest, tzn. Ze w rzeczywistosci wpro-
wadzilisSmy warunki brzegowe. Jak to bylo zrobione? Powiaz swoja dyskusje z rozwaza-
niami paragrafu 7.5.

17. Rozwaz cienki piersciel 0 promieniu R. Poczgtkowo, w czasie r = 0 na pierscieniu
istnicje rozkiad temperatury T{¢, 0), gdzie ¢ jest odpowiednia wspolrzedna katowsy.
Uzywajac metody funkcji Greena znajdZ temperature w jakims$ pdZniejszym czasie. Wyjas-
nij wszelkie decyzje, jakich dokonujesz odno$nie warunkow brzegowych. Przyjmij, ze
w chwili poczatkowej pierscien jest ogrzany w malym obszarze wokdl ¢ = ¢, tak, Ze
T(¢, 0) = To8(p—chy) jest rozsadnym warunkiem brzegowym. ZnajdZ temperaturg dla
poiniejszych czasow t > 0. Jaka jest wartos¢ jednorodnej temperatury, ktorg pierscien
ostatecznie uzyska? Jaki wplyw na szybko$é zblizania sie do réownowagi ma wzrost pro-
mienia pierécienia?

18. a) Rozwaz jednowymiarowy pret o diugosei L. Niech jeden jego koniec, w x = 0,
bedzie utrzymywany w temperaturze zero, a drugi koniec, w x = L, niech bedzie utrzy-
mywany w temperaturze 7T,. JeZeli poczatkowy rozkilad temperatury dany jest przez
T(x, 0), to pokaz, ze temperatura w pozniejszych chwilach dana jest wzorem

L
T(x,t) = Tox/L+ [ Gy(x, x', N T(x', 0)dx’,
0

gdzie
T(x,0) = T{x, )—Tyx/L

o}
2\ . mmx . omux
Gix, x', 1) = ok -5_ sin—— sm’T ol—kie) majLy2:

m=1

[Wkazéwka: Zauwaz, ic T(x, £} = T{x, )— Tyx/L takic spelnia réwnanie przewodnictwa cieplnego.
Jakie warunki brzegowe spehnia 7(x, /7

b) Uzywajac wyniku z czesci (a) znajdZz funkcje Greena, ktdra umozliwi rozwigzanie
rownania
¢ oT

V=t

na nieskonczonej poiprostej [0, o], gdy T{x, 0) jest pewna dang funkcja.

19. a) Uzywajac wynikow poprzedniego zadania (lub jakiejkolwiek innej metody) wyraz
za pomoca funkcji Greena rozwiazanie rdwnania przewodnictwa cieplnego dla jedno-
wymiarowego preta, ktorego kofice w x = —Lj21x = L/2 utrzymywane sa odpowiednio
w temperaturach T, i T,.
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b) ZnajdZ wyrazenie dla funkcji Greena z czesci (a) w granicy L — oo, tzn. dla nie-
skonczonej prostej. Poréwnaj to wyrazenie z wynikiem znalezionym w paragrafie 7.7 dla
periodycznych warunkéw brzegowych.

20. Uzywajac metody rozkiadu na funkcje wiasne pokaz, ze energia potencjalna dwu-
wymiarowego, wolnego od ladunkéw obszaru, ograniczonego przez okregi o promie-
niach R, i R, dana jest przez

2n 2n

V(. 0) = [ G0, 8, IV (R, 0V + [ G0, 0, V(R,, 6,
] o

gdzie V(R,, 0) jest znana wartoécia potencjatu na pierwszej powierzchni w funkcji kata,
a V(R,, 0) jest wartoscia potencjalu na drugiej powierzchni. -Znajdz rozktad G;1G, na
funkcje whasne korzystajac z faktu, ze §2/062 Jest operatorem hermitowskitn, jezeli nalozy
si¢ periodyczne warunki brzegowe w przedziale [0, 27]. Dlaczego w tym problemie wyma-
gamy takich warunkéw brzegowych? Czy granica V(Ry, 8) = const, V(R,, 0) = const
daje wynik, ktoregoby$ oczekiwat? Pokaz, ze G,(0, ¢, R,) = 8(6—0") i G,(0, 6, R) =
= §(0-0".

21. a) Wyznacz funkej¢ Greena Gi(x, y, x', ', t) jednorodnego réwnania przewod-
nictwa cieplnego dla calej plaszczyzny xy, tzn. dwuwymiarowa funkcje Greena dla nie-
skonczonej przestrzeni.

b) Zatéz, ze wt = 0 wewnatrz kwadratu o boku 24 centrowanego w $rodku uktadu
wspdtrzednych panuje stala temperatura 7 i zero na zewnatrz. Wyznacz rozklad tempera-
tury w calej plaszczyZnie dla wszystkich pozniejszych czasdéw ¢ WYrazony przy pomocy
tzw. funkcji bledu oznaczanej erf (x) i definiowanej nastgpujaco:

erf(x) = —];:fe‘“’du.
™
1]

22, Pokaz, ze dla dwuwymiarowego laplasjanu w calej dwuwymiarowe] przestrzeni
funkcja Greena wynosi

G(x,y,x,y) = +%log{(x—x')2+(y—y’)2]”2.

[Wskazdwka: Do funkcji Greena moina zawsze doda¢ stala i nadal bedzie ona spelniala V3G =
=d(x—x)6(y—y).]

23. Pokaz, e jezeli funkcja falowa ¥ czastki spetnia réwnanie Schrédingera

Hy = ih % ,
gdzie H jest Samosprz¢zonym operatorem, i jezeli
[v*@, 09, 0dr =1 (1)
w ch_wili t =0, wtedy w kazdej nastgpnej chwili + mamy takze
[v*@, Dy, Ddr = 1. )

Poniewaz w mechanice kwantowej |y|? jest gestoscia prawdopodobienstwa, a |y|2d*r daje
prawdopodobiefistwo znalezienia czastki w elemencie objetoéci d°r i réwnania (i@

158



stwierdzaja zachowanie calkowitego prawdopodobienistwa, to znaczy, Ze jezeli catkowite
prawdopodobienistwo znalezienia czastki gdziekolwiek jest poczatkowo réwne jednoéci
[téwn. (1)), pozostaje ono réwne jednosci we wszystkich nastepnych chwilach. Jasne, ze
interpretacja |w|> jako gestosci prawdopodobiefistwa nie miataby sensu, gdyby bylo
inaczej. Zauwaz, Ze taka interpretacja nie stosowalaby si¢ do rozwiazafi réwnania dyfuzji
(lub przewodnictwa cieplnego).

24. Uzyj twierdzenia Greena w celu otrzymania réwn. (7.117) z réwn. (7.116).

25. a) Pokaz, ze funkcja

G, r,7,7t)= -G, v, 7, v)0(" —7)
jest funkcjg Greena réwn. (7.131), gdzie G, spelnia réwnania (7.134) i (7.135).

b) Oznacza to, e mozemy napisa¢ zalezne od czasu calkowe rdwnanie Schrodingera
jako

ico
Tp(r, t) = wo(r,t)—gg—fdl'ﬁr'f G’(r, f', Ty T’)U(I", T’)’(,U(l", T’)d’t"

w notacji réwn. (7.137). Pokaz, Zze jezeli U jest statycznym potencjatem, ktdry jest
»Wylaczany™ w dalekiej przyszlosci, tzn.

U(r, 7) = V(@e*"* = V(r)e',
to w granicy ¢ —» 0 otrzymujemy réwnanie Lippmanna-Schwingera o rozwiazaniach
odpowiadajacych warunkom brzegowym typu wchodzacej fali kulistej.

26. a) Zauwaz, ze rownanie (7.125b) nie ma sensu, jezeli v° > v (zakladajac, co bedzie
zwykle mialo miejsce, Ze A, = + o0, gdy m — ), a 7 i 7’ sa rzeczywiste. Znajduje to
odbicie w dyskusji nastgpujacej po réwn. (7.128), gdzie milczaco zakladamy, ze = — 0 od
strony liczb dodatnich (patrz paragraf 5.3). Zatem funkcja Greena

G, v, 7, v)=-OFE" -G, r, 7, )

uzyskana w poprzednim zadaniu, chociaz formalnie wydaje si¢ spetniaé

(H+a—i)G = B —r)d(r—7),

nie jest akceptowalng funkcja Greena. Pokaz, ze jezeli wyprowadza sic funkcje Greena
dla przypadku réwnania dyfuzji (lub przewodnictwa cieplnego) uzywajac metody trans-
format Fouriera, to uzyskuje si¢ tylko

Gr, v, 7,7)=0(z-1)G(r, 1, 7, ),

gdzie G, dane jest réwnaniem (7.139).

b) W przypadku réwnania Schrédingera dla czastki swobodnej wykladnik w réwn.
(7.125b) jest oscylujacy, poniewaz t jest urojone. Pokaz, ze metoda transformat Fouriera
daje wtedy dwie funkcje Greena

Gr,x',t,t)=00—-t)G(r, 1, ¢t,1)

G (x,xr,t,t)=—-0@' -G, 1, ¢, 1)
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w zaleZznosci od tego, czy uzywa si¢ +ie, czy —ie wcelu unikniecia osobliwosci powstajacej
w tym przypadku przy stosowaniu metody transformat Fouriera. W powyzszych réwna-
niach na G, t G_, funkcja G, jest dana réwnaniem (7.139) z v = iht/2m.

27. a) Pokaz, ze funkcja

Gulr, ¥, 7, 7) = —O@E' -7)Gy(x, v, =, 7’}
Jest rzeczywiscie funkcja Greena operatora

(‘32.

g

0 =H+

3

by

jezeli G, spetnia réwn. (7.152) i (7.157).

b) ZnajdZz w przypadku réwnania falowego wyrazenie dla funkcji Gur,x', 7, 7
analogiczne do wyrazenia dla Gy danego wzorem (7.163).

c) ZnajdZ rozwigzanie réwnania Oy(r, 7) = J(', 7) wyrazone przez funkcje G,.
Zinterpretuj rozwiazanie przez analogie de rozwigzania réwn. (7.164).

d) Pokaz, ze

1
Gy+Gr = — d(s%),
2
gdzie s* jest lorentzowsko niczmienniczym iloczynem skalarnym
57 = (1-r')P—(7-7)? = (x—x')? =¥V +(z—2) =2 (1—1).

28. Stosujac metode transformat Fouriera w czterech wymiarach znajdZz funkcje
Greena dla réwnania falowego. Pokaz, ze uzyskuje sie Gp [z réwn. (7.163)] lub G,
(z poprzedniego zadania) w zaleznosci od wyboru sposobu ominiecia osobliwosci, ktora
powstaje w metodzie transformat Fouriera [zobacz podobng dyskusje w paragrafie 7.4,

rown. (7.63) i nastepne].
29. Rozwaz niejednorodne zalezne od czasu réwnanie Kleina-Gordona

IR 3
[_V2 +*é2-— _atT+ %“]’!,U(l', t) = Q(r5 t)‘

a) Pokaz, ze stosujac metode transformat Fouriera uzyskuje si¢ nastgpujace catkowe
wyrazenia na funkcje Greena G, i G,:

c d f-o el'(R."C)Vq"—x'c’

G RlT, bt s a” £ g-iat—1y g
o(F, 1, ¥, 1) 82Re "dR™) V@ —wn2c? g
—w
@ X s
(e d [ e~ RieWg—wie
Gu(r, Ly, Y = —. S { 2 B — a—igit-t1) g ,
al ) 8w?Ri dR oy qz g 4

gdzie R = [r—r'|. Te dwa wyrazenia odpowiadaja dwom mozliwym sposobom unikniecia
osobliwosci, ktdra pojawia sie przy wykonywaniu catek Fouriera odpowiadajacych zmien-
nym przestrzennym. W pierwszej calce wyrazenie V/Ejz-xzci ma dodatnig czesé urojong,
gdy |gl < xc; w drugiej calce 1."’ 72 —%2¢* ma ujemna czg$é urojona. gdy |g| < we.

b) Pokaz, 7e Gp = 0, gdy R/c > (t1—t)ize Gy =0, gdy R+ (-1 > 0.

[Wskazdwlka: Jezeli catka wystepujaca w wyrazeniu na Gg rozwazana jest jako calka w piaszezyinie
zespolonej, wtedy plaszczyzna ma ciecie od — e do +xc 1 rozwazana catka przebiega po gornej krawedzi
cigeia. W przypadku G4 calka przebiega po dolnej krawedzi cigeia.]
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¢) Pokaz, ze gdy Rfc < (1—1), to catka wystgpujaca w Gp moze by¢ sprowadzona do
catki po konturze pokazanym na rys. 7.12. Pokai stad, Ze

o B e s : '
Gr = _.*__47;1{ 3}?[ ‘ ;—T:C_———— cosh [rg Y #2et—g* ]e“q“‘"’dq@(T-R)J
i podobnie
¢ d| 1 R
G = "?%f?lﬁl | 7= °°Sh[c VP ‘f]e SRS R)]

odzie G(x) réwna sie jeden, gdy x > 0 oraz zero, gdy x < 0. W powyZszym rownaniu

T = ¢(t—1t").

ciecie

L} ) >
»C

-xC

Rys. 7.12

d) Dokonujac zamiany zmiennych g = =csinf i korzystajac z symetrii pokaz, ze

_ c d - —ixTsind o

G, = Sn_zﬁﬁ[ J cosh(xRcosf)e dve(T R}],

& = N f cosh(xRcosf)e™ *"*12°d)@(— T —R)
A= TgwR dR | '

[Wskazéwka: Zauwaz, ze granice calkowania sa +, a nie =/2]
e) Pokaz, ze wyraZenie na G moZe by¢ napisane w postaci
c d 1 1 1
Gy = { cosh | — R — e Te-1Uni2dz@(T— R
RT TR dR[ [2’ (Z+z” L

i G, moze byé wyrazone podobnym wzorem. C jest tutaj konturem o ksztalcie jednostko-
wego okregu, przebieganym w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
f) Dokonujac dwa razy zamiany zmiennych (w dwu réinych catkach) pokaz, ze otrzy-

e d | R st 1
Gp = — SAn IE [j—gexp[—i V Tz—R2J (E—E~) dé@(T—-R)].

Postugujac si¢ calkowym przedstawieniem dla funkcji Bessela [rown. (6.65) 1 zdanie nastepu-
jace po tym rownaniu] pokaz, ze powyisze wyraZenie redukuje si¢ do

muje sig

- ¢ d 2 2z
Gr = — oz g llolry T R}@(T R)].
Podobnie
Gy = z
= R dR[JO(af]/T R)@( T—R)].

[Skorzystalismy tu z faktu, Ze Jo(x) = Jo(—x), ktory wynika natychmiast z réwn. (6.66).]
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g) Przeprowadz rézniczkowanie korzystajac z réwn. (7.22), aby pokazaé, ze
%

m JI(WI/TZ - RZ)Q(T“ R) 5

C
At ™ )

Gy= S BRI T I T2—R%)@(—T—R).
4= Gy YRED =g 18 )

Zauwaz, ze gdy x — 0, to Gy przechodzi w wyrazenie dane wzorem (7.163) oprécz
czynnika ¢, co powiniene$ byé w stanie wyjasnié. (Zauwaz, ze §(ax) = d(x)/lal.) Zauwaz
takZe, ze Gx+ G, moze byé napisane w postaci

xe e
Gr+Gy= " §(T*-RY)—— % _ ;. /75 O(T?—R?),
R A 27: ( ) 41‘:]/?1?‘5{2 1( ]/ : ) ( )
co jest funkcja tylko lorentzowskiego niezmiennika 52 — RZ_T2 = (x=xP+-y)+
+(z—2) =t -1,
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ROZDZIAL 8

WPROWADZENIE
DO ROWNAN CALKOWYCH

WSTEP

W ostatnim rozdziale widzieli§my, Zze pojecie funkcji Greena prowadzilo nas w natu-
ralny sposéb do sformulowania pewnych probleméw za pomoca réwnan calkowych
zamiast rownan rozniczkowych. W tym i nastepnym rozdziale bedziemy studiowad row-
nania calkowe jako problem sam w sobie, niezaleznie od konkretnego fizycznego pocho-
dzenia tych réwnan. Stwierdzimy, .c matematyka tych réwnan wymaga poshigiwania
si¢ nieskoriczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi; w tym wzgledzie skupimy
nasza uwage przede wszystkim, choé nie wylgcznie, na przestrzeni Hilberta. W $wietle
rozwaZzan rozdzialéw 3 i 4 nasuwa si¢ interesujace pytanie: jaki istnieje zwiazek miedzy
wynikami teorii postugujacych sie skoficzenie i nieskoriczenie wymiarowymi przestrze-
niami wektorowymi? Zobaczymy, Zze zwiazek ten jest bardzo &cisty i ze w wielu bardzo
waznych przypadkach moZna rozwiaza¢ zagadnienia nieskoriczenie wymiarowe metodami
wlasciwymi dla skoniczonej liczby wymiardw. Jednakze istnieja réwniez wazne i interesu-
jace roznice majace wiele fizycznych konsekwencji.

Rozdziat niniejszy po$wigcony jest badaniu kilku specjalnych typéw réwnan catkowych,
ktére daja si¢ dosy¢ latwo rozwiazaé. Skorzystamy tu takie z okazji, aby wprowadzé,
w bardziej precyzyjny sposdb niz w rozdziale 5, pewne kluczowe koncepcje teorii nieskon-
czenie wymiarowych przestrzeni wektorowych.

8.1. METODY ITERACYJNE — LINIOWE OPERATORY CALKOWE

W rozdziale 7 napotkali$my kilka rozmaitych réwnan catkowych w postaci

b
S(x) =gx)+ fk(x, Ny, 6.1

gdzie g(x) i k(x, y) sa danymi funkcjami.. Réwnania tej postaci znane sa jako réwnania
catkowe drugiego rodzaju. Jezeli g(x) nie jest identycznie réwne zeru, méwimy, Ze réwnanie
jest niejednorodne, a jezeli g(x) wszedzie znika, réwnanie jest nazywane jednorodnym.
Jezeli po lewej stronie réwn. (8.1) zastapimy funkcje f(x) przez zero, powstajace réwnanie
jest réwnaniem calkowym pierwszego rodzaju. Przykladem takiego réwnania jest

1 "o
= e 2 d ’
g(x) il I S )dy

-
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gdzie g(x) jest znang funkcja, a f(y) nalezy wyznaczyé. W tym szczegolnym przypadku
wiemy z teorii transformat Fouriera, ze rozwiagzanie dane jest przez

o0

1 .
fm=f:fr%mﬁ,
| Vor
dle_ w ogélnosci niewiele wiadomo o tych réwnaniach i nie bedziemy ich w daiszym
cilagu rozwazaé. ,

Waznym przypadkiem szczegdlnym réwn. (8.1) jest rownanie Volterra, ktére ma 0gdlng

postad
S () = g+ [£x, »)f (). (8.2)

Roéwnanie (8.1) sprowadza sig do tej postaci, jezeli funkcja k(x, y) znika, gdy y > x.
Uogdlnienie réwn. (8.2), ktére mozna napotkaé na przyklad w mechanice newtonowskiej,
ma_postac

S0 =g+ [ h(x, », F0))dy. (8.3)

Nieznana funkcja f moze tu wystapi¢ liniowo, jak w réwnaniu (8.2) lub nieliniowo,
zaleznie od postaci h(x, y, (). W tym rozdziale bedziemy dyskutowaé gltownie lintowe
rownania catkowe, chociaz w paragrafic 8.4 zastanowimy si¢ krétko nad pewnymi
prostymi operatorami nieliniowymi.

Zapiszmy teraz (8.1) w postaci

f=g+K], (8.4)

gdzie K jest operatorem zdefiniowanym przez

b
Kf = [ k(x, )f(»)dy. (8.5)

Operator K jest oczywiscie liniowy, bo

b
K(fi+f2) = [ ke, LAY +L001dy =

b v b J
= [ kG 0LV + [ KG, f0)dy = Kfy+Kfs.

Wobec tego mozemy rozwazyé f i g jako elementy z pewnej przestrzeni wektorowej,
powiedzmy V oraz K jako operator liniowy odwzorowujacy ¥ w siebie. Operator K zde-
finiowany przez (8.5) nazywany jest operatorem calkowym, a k(x, y) nosi nazwe jgdra
operatora.

Rownanie (8.4) moze byé teraz napisane nastepujaco

({-K)f =13, (8.6)
gdzie 1 jest operatorem tozsamosciowym. W tej postaci problem wyglada bardzo podobnie

164




do réwnan macierzowych dyskutowanych w rozdziatach 3 1 4. Jezeli-potrafimy obliczyé
(I—K)~%, to zadanie jest formalnie rozwiazane, poniewaz & P ;

f=U-5"g B X))
(zakladajac oczywiscie, Ze operator odwrotny jest dobrze okreslony). Zauwazme 2¢

chociaz w réwn. (8.7) K moze by¢ operatorem catkowym, [ nie jest operatorem catkowym,
chyba #e chcemy uzyé funkcji o

W= [8x-»f0)dy.

Najbardziej pomysing sytuacja byloby, gdyby operator X byl w, jakim$ sensie ,;matym”
operatorem, tak Zze moglibySmy sprobowac naplsac '

T-K)L = IYK+K* 4+ ., | (8.8)

przez analogi¢ z rozwinigciem (1—x)~! na szereg potegowy dla matych x. Poniewaz juz
zalorylismy, ze K drzialajagc na'.dowolny: element przestrzeni V' daje w wyniku inny
element V, to K" zdefiniowane jest po prostu przez kolejne stosowanie K, na przyklad

2 = KK, K? = KK?itd.; to ograniczenie na K nie jest trywialne, poniewaz zdarza sig
czasem, 7e rozsadnie wygladajace operatory w dzialaniu na ¥ daja obiekty, ktdre nie
nalezg do V. Na przyklad rozwaicie przestizen L,[0, 1] funkcji jednej zmiennej, calko-
walnych w kwadracie i zdefiniowanych na [0, 1], 1 niech operator d/dx dziala w tej
przestrzeni, a wiec f(x) = }/x nalezy do L,[0, 1], ale

d bt T h
dr [f(x)] = 'z—x

do niej nie nalezy. Zatem coperator d/dx nie przeksztatca kazdego elementu przestrzeni
L,[0, 11 w inny clement tej przestrzeni i nie jest dopuszczalnym operatorem w naszych
rozwazaniach, W rzeczywistosci zalozenie, ze zbidr operatordw zawsze transformuje
elementy danej przestrzeni w elementy tej-samej: przestrzem wektorowe_] ma pewne: silne
konsekwencje, ktére pdzniej wskazemy. 5 5 v
Przypusémy teraz, 7e prawa strona réwn. (8.8) ,,zblnga sie’h (Wyraie’me ,,-zb;ega sig’?

bierzemy w cudzystow, bo na razie nie podalisémy definicji zbicznoéci dla operatorow.)
W takim przypadku operator, do ktérego-zbiega si¢ ten szereg, jest odwrotnoscia (I—K),
poniewaz mnozac [+ K+ K* + K*+ ... z ktdérejkolwiek strony przez ({- K) otrzymujemy 7.
Mozemy zatem przy puszczac Te szereg Y i

PRk SRy s, B 8 (89)

edy jest zbiezny, jest rozwiazaniem réwnania (8.4). Szereg (8.9) nazvwany jest przez
matematykow szeregiem Neumanna, a szeregiem Borna przez fizykéw, poniewaz Max
Born byi pierwszym, ktéry w mechanice kwantowe] zastosowal podstawowa koncepcje
iteracji (chociaz motywowana ona byla innymi rozwazaniami niz te przedstawione tutaj).

Zacznijmy teraz zastanawiaé'sie nad okolicznosciami, w ktSrych szereg (8.9) jest zbieZny.
Jezeli X jest operatorem calkc»wym ty pu zdeflmowaneoo przez (8. 5) to réwn. (8. 9) mozna
zapisac jako '

: oM e L2
f(x) = gx)+ j k(x, J;')g._(x')dx'-'i—- | ax’ ke Ge, ek (6, x)g () + ... (B.10)

165



Zakladamy oczywiscie, ze g(x) # 0, gdyZz w przeciwnym przypadku szereg (8.9) lub (8.10)

degenerujz si¢ do wyniku f(x) = 0, co Jest zawsze mozliwym (ale nieinteresujacym)

rozwigzaniem dla g(x) = 0. Zadamy ponadto, aby |k(x, y)| bylo ograniczone, gdy x iy

leza w [a, b], tzn.

max [k(x, y)| = M, (8.11)
a, b]

x, yel

gdzie M jest pewna skonczong liczba. Zakladamy dalej, ze calka

b
[lg@iax (8.12)

istnieje i réwna jest skoficzonej stalej C. Mozemy wtedy napisaé
F (%) = go(x) +81(x) +g2(x) +g3(x) + ..., (8.13)
gdzie go(x) = g(x) i
b
&) = [ k(x, y)gu_1()db.

Cheemy nastgpnie pokazaé, ze przy dokonanych zalozeniach odnosdnie k(x, y) i g(x)
mamy _
gx(X)] < CM[M(b—a)]~* o (314
danz=1l,adlan=1

b b
81 < [ k@00 dy < [ k(x, )l [l dys
ale |k(x, y)| < M, a wiec

b
&) < M [ |g()ldy = MC.

Wobec tego réwn. (8.14) jest spetnione dla n = 1. Zakladamy teraz, Ze jest ono spelnione
dla » = m—1 i dowodzimy nastepnie, Ze jest prawdziwe dla # = . W ten sposéb ogdlny
wynik bedzie udowodniony przez indukcje. Dla g,.(x) mamy

b b
lgwl| < [ et Y) lgns)idy < MCIMB—a"~2 [ lk(x, »idy < MCIM B,

co jest szukanym wynikiem. Wobec tego m-ty czton sumy (8.13) jest zmajoryiowany przez
MC[M(b—a)[*~*, tzn. Ze dla wszystkich x jest mniejszy co do bezwzglednej wartosci
niz MC[M(b—a)]™"!, zatem

N )
[F0)= ) &) < lgwas®)] + 112G + ... <MC D ME-am <
n=0 m=N
< MC[M(b—a)" S[M(b—a)]’".

Jezeli M(b—a) < 1, to ostatnia suma Jjest ZbieZna, mozemy wigc napisaé
N =
< N rajie MECIMB Al

n
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dla wszystkich x. Poniewaz M(b—a) < 1, wige jezeli wybierzemy wystarczajaco duze N,
prawa strona tego rownania moze by¢ dowolnie mata. Zatem, gdy N dazy do nieskonczo-

nosci, Z 2.(x) zbiega si¢ jednostajnie do funkcji f(x). Czytelnik moze latwo pokazaé,
n=0

ze jezeli k(x, y) jest ciagle w x dla wszystkich y i jezeli g(x) jest ciagle, wtedy kazde g,(x)
bedzie ciagle i jednostajnie zbiezna suma bedzie takze ciggla. Poniewaz szereg f = g+ Kg +
+ K 2g-}-... jest jednostajnie zbiezny, mozemy obliczy¢ (I— K)f catkujac czlon za czlonem.
Otrzymujemy
(U—K)f=got+gi+8:+8&+ ... —K(go+g1+g2+ ),
ale Kg, = gny1, zatem
(I-K)f=ga =38,

a wiec szereg Neumanna rzeczywiscie dostarcza rozwiazamia problemu.

Podsumowujac mozemy stwierdzi€, Ze jezeli M < (b—a)~!, wtedy szereg Neumanna
(8.9) lub (8.10) zbiega si¢ do rozwiazania rown. (8.1). Nie oznacza to wcale, ze M musi
by¢ mniejsze niz (b—a)~?, aby szereg Neumanna byl zbiezny. Latwo skonstruowaé jadra,

dla ktérych M > (b—a)~*, ale mimo to szereg Neumanna jest zbiezny. Na przyklad czytel-
nik powinien wyliczy¢ szereg Neumanna dla

k(x,y) = &x)n(3),
gdzie

J§Cmxdx = 0.

Inna duzg klas¢ jader, dla ktérych ograniczenie M < (b—a)™* jest niepotrzebne, sta-
nowi klasa jader rownan Volterra, tzn. réwnan postaci (8.2). W tym przypadku, jezeli
napiszemy

J(x) = Zo(N)+&:(X)+&(D)+ ...,
gdzie znéw g4(x) = g(x) i ‘

80 = [ k(x, )8, (0)dy,

to mozemy pokazaé, ze
1gx) < MCIM(x—a)l~*/(n—1)!

dla n = 1, o ile @ < x < b. Tak jak poprzednio powyisze rownanie jest prawdziwe dla
n = 1. Zakladajac, Ze jest ono prawdziwe dla » = m— 1, otrzymujemy

x

8] < [ 16G D a0l < MCM™=2 [ [k, )iy — ™= 2dyf(m—2)!

a a

Poniewaz [k(x, y)| € M, mamy
18m(x)] < MCIM(x—a)]""![(m—1)!,

tak jak trzeba. Zatem, dla x €[a, b], n-ty czlon szeregu Neumanna jest zmajoryzowany
przez

MCIM(b-a)]" Y (n-1)!,
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a wigc szereg Neumanna jest zmajoryzowany przez szereg, ktdry zbiega si¢ dla wszystkich
wartosci M(b—a). Wobec tego szereg Neumanna zawsze dostarcza rozwigzania réwnania
typu Volterra.

8.2. NORMY OPERATOROW

By¢ moze przyszio czytelnikowi na mysl, ze powaZna wada rozwazan przedstawionych
w poprzednim paragrafie jest warunek M < (b—a)~L. Jezeli w przypadku rozwazanym
w paragrafie 8.1 przedziat calkowania jest nieskosiczony, to warunek ten sprowadza sie
do M < 0. Ale z definicji M jest dodatnie, Zadne wigc jadro nie moze spelnié tego warunku.
Jednakze oszacowanie funkcji droga zastapienia jej wszedzie przez jej warto§é maksymalna
Jest dla nieskoficzonych przedziatéw bardzo prymitywnym przyblizeniem. Chcielibyémy
by¢ w stanie pokazal, e moZemy zastapic '

max [k (x, y)] < (b—a)*

przez mniej ograniczajacy warunek na k(x, y). W tym celu musimy najpierw zbadaé do$é
szczegdtowo problem zdefiniowania wielkoéci operatora liniowego.
W przestrzeni Hilberta norme wektora definiujemy przez

A= (2,

gdzie ( , ) oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta, do ktérej f nalezy (patrz
definicja 4.1). Jednakze pojecie normy wektora jest znacznie bardziej ogélne, gdyz istnienie
normy zwigzane jest tylko z definicja dlugoéci, a nie kata. Istnieje wiele przestrzeni wekto-
rowych, w ktérych nie mozna zdefiniowad iloczynu skalarnego, ale gdzie mimo to dlugoséé
lub metryka moze by¢ zdefiniowana. MoZemy uogdlni¢ pojecie normy na te szersza klase
przestrzeni w nastgpujacy sposob.

Definicja 8.1. Norma w przestrzeni wektorowej ¥ jest relacja, ktéra kazdemu elemento-
wi f'z V przypisujé liczbe rzeczywista oznaczong przez ||f]] taka, Ze
a) ||f+gll < |Ifli+]lgll, dla wszystkich f, g e ¥,

b) |If1] = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f = 0,
¢) llafll = la]‘|If]| dla dowolnego skalara a nalezacego do pola, nad ktérym V jest
zdefiniowane.

Przestrzen wektorowa, w ktorej mozna zdefiniowaé norme, nazywana jest unormowang
przestrzeniq wektorowq. Badalismy juz dosyé szczegétowo jedna taka przestrzen, a miano-
wicie przestrzeni Hilberta,w ktdrej norme wektora mozna wyprowadzié z istnienia iloczynu
skalarnego. Ze wzgledu na aksjomatyczne wlasnoéci iloczynu skalarnego {definicja 4.1)
norma zdefiniowana w ten sposob bedzie miala wszystkie wlasnodci wymagane w defini-
cji 8.1.

Z chwila gdy w przestrzeni wektorowej zostala zdefiniowana norma, mozna rozwazyé
problemy zwigzane ze zbieznoscia ciagu wektorow, :

Definicja 8.2. Ciag wektoréw {f,} w unormowanej przestrzem wektorowej ¥ nazywa
si¢ zbieznym ‘W sensie ‘Hormy” do FeV, Gezeli 1,11 ='0,"gdy n' =0

Definicja ta uogélnia pojecie $redniej zbieznoéci, wprowadzone w paragrafie 5.2 dla
przestrzeni Hilberta, na dowolng unormowana przéstrzen.
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Definicja 8.3. Ciag wektorow {f,} w unormowanej przestrzeni wektorowej ¥ nazywa
siec ciagiem Cauchy’ego, jezeli dla dowolnego & > 0 istnicje taka liczba catkowita N, ze
fa—full <&, gdy tylko m >N in >N,

Najwazniejsza wlasnoécia ciggu Cauchy’ego jest to, Ze nie musimy méwi¢ o funkcji
granicznej. Pamietajac o tym wprowadzimy ostatnia definicje.

Definicja 8.4. Unormowana przestrzel wektorowa nazywa sie¢ zupelna, jezeli kazdy
cigg Cauchy’ego w tej przestrzeni dazy do wektora nalezacego do tej przestrzeni.

Dobrze znang przestrzenia wektorowa, kidra jest unormowana, ale nie jest zupelna,
jest przestrzen wektorowa liczb wymiernych ze zwykla euklidesows norma (wartoscig
bezwzgledna). Na przyklad ciag {s,}, gdzie

1
Sy = iz
m=1
jest ciggiem Cauchy’ego liczb ulamkowych, ktorego granica jest =2/6, czyli liczba nie-
wymierna.

Zupelne unormowane przestrzenie wektorowe nazywaja si¢ przestrzeniami Banacha,
od nazwiska polskiego matematyka, ktory odegrat kluczowa role w rozwinigeciu teorii
tych przestrzeni. Znang przestrzenia Banacha jest przestrzen funkcji ciagtych na odcinku
{a, B], ktora oznaczymy przez Cla, b]. Norma tej przestrzeni jest

1Al = max |f(x)].
xela,b)
Na podstawie nieréwnosci tréjkata dla liczb rzeczywistych

If(x)+g)] < [/(2)]+1g(3)]

dla kazdego x, zatermn w szczegdlnosci

max [f(x)+g(x)| < i |f(x)i+ o g (x)]
xe[a, b) xela, b)

xela, b]
lub
Nr+gll < lifli+1igll.

Pozostale dwa warunki definicji 8.1 spelnione sa trywialnie. Przestrzen Cla, b] jest oczy-
wiscie przestrzenia wektorowa, poniewaz suma dwdéch funkeji cigglych jest funkcja ciagls.
Wreszcie, 1 co najwazniejsze, z tak zdefiniowana norma C [a, 5] jest przestrzenia zupelng,
poniewaZz granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciaglych jest funkcja ciagla (patrz
zadanie 8.1}, co oznacza, Ze przestrzen Cla, b] jest przestrzenig Banacha.

Inng waing rodzing przestrzeni Banacha sa tzw. przestrzenie L, zdefiniowane jako prze-
strzenie wektorowe funkcji f{x) spelniajacych

[1fGlrdx < o,

gdzie D jest jakimé podzbiorem (nickoniecznie skonczonym) osi liczb rzeczywistych. Norma
w tej przestrzeni dana jest przez (patrz zadania 8.2 1 8.3)

171 = 1G]

D

ifp

i mozna pokaza¢ (uogélnione twierdzenie Riesza-Fishera), ze przestrzen L, jest z tg
norma zupelna i jest zatem przestrzenig Banacha. W szczegdlnodcei widzimy, Ze przestrzei
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L, funkcji calkowalnych w kwadracie, ktéra rozwazaliémy w rozdziale 5, jest zar6wno
przestrzenia Banacha, jak i przestrzenia Hilberta. W rzeczywistoéci kazda przestrzed Hil-
berta jest przestrzenia Banacha, poniewaz jest ona przestrzenia zupelna z iloczynem ska-
larnym, kt6rej norma jest automatycznie okreslona przez ten iloczyn skalarny.

Teraz, gdy ustaliliSmy strukturg przestrzeni Banacha, nalezy zastanowié sie, jakiej zmia-
nie ulega przestrzenn pod wplywem liniowych transformacji. W tym rozdziale bedziemy dy-
skutowac ograniczone transformacje liniowe.

Definicja 8.5. Transformacja K w unormowanej liniowej przestrzeni wektorowej ¥
nazywa si¢ ograniczona transformacja liniowa, jezeli

a) K(f+g) = Kf+ Kg dla wszystkich f,g eV,

b) K(af) = aKf dla wszystkich feV i dla wszystkich skalaréw z pola, nad ktérym

zdefiniowana jest przestrzen V,

c) istnieje taka stata M, ze ||Kf|| < M]||f]| dla wszystkich fe V.

Definicja 8.6. Niech ¥ bedzie unormowang przestrzenia wektorowa, a K ograniczona
transformacja przestrzeni w¥, to wtedy najmniejsze M spelniajace ||Kf|| < M]||f|| dla wszyst-
kich f € V nazywa si¢ norma K i bedziemy je zapisywaé w posfaci | K||. Zauwazcie, Ze uzy-
wamy tego samego oznaczenia dla normy operatora co dla normy funkcji. W celu
uniknigcia nieporozumiefi wektory bedziemy zawsze pisaé matymi literami, a operatory
duzymi.

Nietrudno stwierdzi¢, ze ||K]|| zdefiniowane w ten sposdb jest rzeczywiscie norma, na
przyklad

(K + K| = 1K f+Eofll < KL Sl +[IKA],

poniewaz K, f'i K, f sa elementami V. Stosujac definicj¢ 8.6 mamy dla wszystkich F
1K+ K1 < LKL+ KNI < DKL+ KT A

ale [|K; +K;|| jest najmniejszym M spelniajacym [|[(K; + K,)f|| < M](f]] dla wszystkich f;
wynika stad natychmiast, Ze

1K+ Ko|| <TIK+]1K |-
Inne wlasnosci normy operatora w podobny sposéb wynikaja z metrycznej struktury
przestrzeni ¥, w ktdrej dzialaja dyskutowane operatory. Prowadzi to do wniosku, Ze zbiér
wszystkich liniowych transformacji przestrzeni Banacha jest unormowana liniowa przes-
trzenia wektorowa i jest w rzeczywistosci przestrzenia Banacha, poniewaz mozZna

pokaza¢, Ze przestrzei ta jest zupeina. A co teraz z norma iloczynu dwoch ograniczonych
liniowych transformacji przestrzeni ¥?

KGN = [IK(ENI < KK < KIS

dla wszystkich f, tak Zze ||K,K,|| < ||Ki]l [IKall. W szczegllnosci pociaga to za soba
relacje :

HE™| < JIK][ SYT(8L5Y

Zatozenie, ze K jest ograniczona transformacja, ma pewna szczegélnie uzyteczna kon-
sekwencje. Rozwazmy ciag wektoréw f, w ¥, ktéry zbiega si¢ w sensie normy do pewnego
elementu f e V, to znaczy

=S -0,
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gdy n — co. Naturalng jest rzecza zapytaé, czy odpowiedni ciag {Kf,} zbiega si¢ do Kf,
czy nie. Aby pokazal, Ze tak jest, rozwazmy wyrazenie

[|1Kfa—Kf 1| = ||K(fe =0 )| < |IKIT I fu =115

poniewaz || K| jest skoniczone i f, — f w sensie normy, wynika z tego, Zze Kf, — Kf w sensie
normy. Nazywa to sig wlasnodcia ciaglosci ograniczonych transformacii liniowych.

Wprowadzenie normy operatora dostarcza nam szczegélnie uzytecinego sposobu
dyskutowania zbieznosci ciggow operatorow.

Definicja 8.7. Mowimy, ze ciag operatorow K, jest zbiezny w sensie ncrmy do operato-
ra K, jezeli ||K,—K]|| = 0, gdy n — co.

Istnieja oczywiscie inne sposoby zdefiniowania zbieZnos$ci ciagu operatorow. Na przy-
klad moglibyémy powiedzie¢, ze {K,} jest zbiezne do K, jezeli dla wszystkich
feB

[|Kaf—Kf1| - O. (8.16)

Jest to z pewnoscia dopuszczalny sposob zdefiniowania zbieznodci operatordw, ale
taka zbiezno$¢ nie jest rdwnowaina zbieznosci w sensie normy.

W celu zilustrowania rdéznicy miedzy tymi dwuma typami zbieznoSci w przestrzeni
Hilberta, a takze w celu wprowadzenia szczegdlnie uzytecznego typu operatora, rozwazymy
tak zwane operatory rzutowe P, ktére sa zdefimiowane dla dowolnego ortonormalnego zbio-
ru wektorow {¢;} przez

P.f= Z(qbf,f)qb.-- (8.17)

Mowimy, ze P, jest operatorem rzutowym na podprzestrzen H rozpigty przez pierwszych n
elementéw zbioru {¢;}. Z definicji (8.17) jest jasne, ze P, jest operatorem hermitowskim,
poniewaz

(f, Pag) = (Pnf. 8) (8.18)
dla wszystkich f, g € H. Operatory P, sa rowniez idempotentne
P:="P, (8.19)

(Ta ostatnia wiasno$¢ jest oczywista z geometrycznego punktu widzenia, poniewaz po
jednokrotnym rzutowaniu funkcji na podprzestrzen H kolejne zastosowania tego samego
rzutowania pozostawiaja funkcje niezmieniong.)
Operatorowa norma P, spelnia relacje
Pl < 1
Aby to pokazaé, rozwazmy

PNl =(Paf, Paf)? = (£, Puf) = | 3 (£ 60 (s D)2

Z nieréwnosci Bessela [rdwn. (5.9)] dostajemy natychmiast

1211 < lifil

dla wszystkich f, skad [|P,|| < 1. Ten sam dowdd moze byé zastosowany do operatora
(I—P,) w celu pokazania, Ze
=Pl <1

171



Stwierdzamy teraz, Ze obie nierdwnosci dla norm operatoréw P, i /— P, moga byé¢ zamie-
nione na $cisle réwnosci, o ile zauwazymy na przyklad, ze istnieje zawsze przynajmniej
Jjedno f, dla ktérego NPT = JIf]L W rzeczywistoéci zawsze, gdy f = ¢y, s, ..., by, bedzie-
my mieli || P,f|| = ||f]];zatem [|1P.]] 2 litaczactoz naszym poprzednim wynikiem (|| P,]| <
< 1) wnioskujemy, ze
[[2]] = 1. (8.20)
Podobnie otrzymujemy, ze
|H=P,} = 1. (8.21)

Zupelno$¢ ortonormalnego zbioru {¢:}, okreslona w definicji 5.6 moze byé sformuto-
wana zgodnie z rdwn. (5.10) za pomoca operatoréw rzutowych w nastepujacy
sposéb:

lim (4, Pof) = ()
dla wszystkich fe H, Uzywajac teraz réwnan (8.18) i (8.19) mamy _
WEnf = (| = (Pof—f, Paf =1 = [(Pf, Puf)2 — (B, )=/, Pof) =NV =
= BIN =20 Pf)+(f O = I(F, )= (f, P,

lim || Pof 1| = [ /)~ (A1 = o,

zatem P, zbiega sie do I w sensie takim, jak w réwn. (8.16). Czasem méwi sie, Ze ciag opera-
toréw {P,} zbiega si¢ silnie do 7. Jezeli myélimy o wektorach jako o »punktach” w prze-
strzeni wektorowej, to operatory sg analogiczne do funkcji; silna zbieznosé ciggu operato-
réw jest wtedy analogiczna do punktowej zbieZznosci ciagu funkcji. A co ze zbieznoscig
w sensie normy? Aby ciag {Pn} byt zbiezny do I w sensie normy, dla kazdego & musi istnieé
takie N, ze dla wszystkich f e H

a wiec

(P —Df 11 < ellf1l, (8.22)

gdy tylkorn = N, tzn. N Jest niezalezne od f. Zatem zbieznodé w sensie normy jest analo-
giczna do jednostajnej zbieznosci funkcji. Réwn. (8.22) nie mozZe jednak by¢ spelnione,
poniewaz dla dowolnego danego N zawsze jest mozliwe wybranie takiej funkcji /4 e H,
W szczegllnosci & = ¢y, , ze

{PN"‘I}h = (PN-D¢N+1 = _¢N+1§

1(Py—D)hl] = ||A],

a wigc ciag {P,} nie jest zbiezny do w sensie normy. Widzimy, ze zbieznosé w sensie normy
jest silniejszym warunkiem niz silna zbicznosé. W nastepnych paragrafach w sytuacjach
nie prowadzacych do dwuznacznodci czgsto bedziemy mowié o zbieznoéci w sensie normy
po prostu jako o ,,zbieznoéci”.

zatem

8.3. METODY ITERACYJNE W PRZESTRZENI BANACHA

Teraz, gdy mamy juz sposéb okreslania wielkosci operatora liniowego, mozemy podaé
zwigzly, ale kompletny opis ogdlnej metody iteracyjnej. RozwaZzania niniejszego
paragrafu obejmowaé beda wyniki paragrafu 8.1 jako przypadek szczegdlny, ale beda
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takze stosowac sie do przedzialéw o nieskonczonej dlugoseii operatordw bardziej ogblnego
typu niz operatory catkowe. Rozwazmy rdéwnanie operatorowe

f=g+EKf

jako réwnanie w przestrzeni Banacha B, gdzie g € B i K jest ograniczong operacja liniowa
na B. Na operator K nakladamy ograniczenie

K| < 1, (8.23)

ktore jest analogiczne do zadania M(b—a) < 1 z paragrafu 8.1.
Chcemy pokazaé, ze ciag sum czastkowych {f.}, gdzie
= VN gm
o= ) K¢
m=0

jest ciagiem Cauchy’ego. RozwaZzmy

9

i~fdl =1 3 kmgli< 3 lKkmgli< D) lK™iLilgli

m=p+1 me=p41 m=p+1

gdzie dla wygody przyjelismy » > u. Zgodnie z réwn. (8.15) [|[K™]] < [|K][™, a wiec

L p—p—1

Wh=rdi <ligh ) K™ = llgll LK+t > K,
m=p+1 m=0
ale
y—p—1 €0
I i Y i 1 1[y—
K™ < IR = (1=K,
m=0 m=0

gdzie wysumowaliémy szereg geometryczny. Zatem ostatecznie
A=Al < Tigl! TIK 4L — (1K) (8.24)

Poniewaz ||K]|] < 1, to (1—||K][])~* jest liczba skonczong. Rown. (8.24) moéwi nam zatem,
ze mozliwe jest wybranie dostatecznie duzego u tak, aby [|f,—7,]| bylo mniejsze od dowolnie
uprzednio zadanej liczby. Wobee tego {f,} jest ciagiem Cauchy’ego i poniewaz B jest
przestrzenig zupetna (z definicji},

far 1,
gdzie f jest elementem przestrzeni B. Z wilasnosci ciaglodei ograniczonych operatordw linio-
wych mamy teraz

w sensie normy, ale Kf, dane jest przez
n n+1 n-(:_l
Kf,=K Y K"g= M K"g= YK"g-g ., —

skad
(fos1—8) > Kf

w sensie normy. Ale f,,, — /' w sensie normy, skad
F=g+K/,
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funkcja f jest zatem rozwigzaniem podstawowégo réwnania. Jest to takze jedyne rozwiaza-
nie; przypusémy bowiem, Ze
fHi =g+Kfy, fo=g+Kf;,
wtedy
f1 “f 2 =K (f:l _f 2)
i wobec tego
i =Fall = IK(f =N < 11K - [Lfi =Ll
Poniewaz ||K]|| < 1, oznacza to, Ze [|f; —/>|| = 0 i rozwiazanie, ktére znalezlismy, jest jedy-
dym rozwiazaniem.

A zatem, gdy ||K|| < 1, zawsze mozliwe jest rozwiazanie réwnania (8.4). Warto podkre-
§li€, ze nie oznacza to, iz dla [|K]| > 1 szereg Neumanna musi by¢ rozbiezny. Pokazalimy
tylko, ze musi on si¢ zbiega¢ dla ||K|| < 1. Oczywiscie im mniejsze [|K]], tym szybciej
szereg ten bedzie sig zbiegal. Jezeli || K[| jest dostatecznie matle, nawet jeden lub dwa czlony
szeregu Neumanna moga by¢ wystarczajace dla konkretnych celow. Zdarza sie to czesto
w przypadku problemdw fizycznych.

Powyzsze wyniki znajduja szczegdlnie waZne zastosowanie w przypadku przestrzeni L,
funkcji catkowalnych w kwadracie. Rozwazmy operator catkowy zdefiniowany przez

Kf = [k(x, 0f0)dy

dzialajacy w tej przestrzeni. Jezeli k (x, y) jest catkowalne w kwadracie jako funkcja dwoch
zmiennych tak, ze

f dx f dylk(x, )2 < <o, (8.25)

to mozemy pokazac, iz K jest przeksztalceniem, ktére odwzorowuje kazdy element L,
w jaki$ element L,. Z nieréwnosci Schwartza wynika, ze

[| [5G O] < [ Iktx, )Py - [ 17 G)1dy
Iub
K> < [ 1kCx, p)2dy - lIfI1%,

zatem
IKAI? = [ 1Kf(ax < IIf11? [ dx [ dylex, )1 (8.26)

Ta ostatnia catka jest jednak skorficzona ze wzgledu na (8.25), a wigc [|Kf|| jest skoficzone,
jak to powyzej twierdziliSmy.

Roéwn. (8.26) prowadzi takze do uzyt«,cznego oszacowania normy K. Z réwnania tego
mozemy wnioskowac, ze

KT < [ f dx [ dylie e, )P A1
dla wszystkich fe L, i stad
KN < [ dx [ ayiiece, 2]

W szezegdlnosei, jezeli
[ @ [ dylietx, P < 1,

to [|K]|| < 1 i powyzsze rozwazania maja zastosowanie.
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Calkowa posta¢ rownania Schrodingera stanowi dobry przyklad Jjadra calkowalnego
w kwadracie. Zgodnie z rownaniami (7.57) i (7.68)

p(r) = §(r)+ f Go(r, v, E)V (r)p(x')dr’, (8.27)
gdzie
igir—r’|
Golr, 1, E) = ——557?7_7] (8.28)

W przypadku stanu zwiazanego, gdy E < 0, to &r) = 0, natomiast

ig.r

A
&) = Gy ©

w przypadku rozproszeniowym (E > 0). Ponadto g zdefiniowane jest przez
g = |q| = V2mE[R?
igdy E < 0, to bierzemy g z dodatnig cze¢scia urojona. W nastepujacych dalej rozwazaniach

wygodnie bedzie uwazac g za liczbg zespolona z dodatnia czgécia urojong. J adro powyiszego
rownania ma teraz postacd '

k(r: I", E) == Go(r, r..a E) V(rr)’
a wiec

IKI? < [ dr [ de'lk(r, e, E)? = [ dr [ de'|Go(r, ', EYP(r)I2.

Uzywajac réwn. (8.28) na funkcje G, (r, 1/, E) i piszac ¢ = Re g-+i Img otrzymujemy

m \? i, e~ 2ingle—r| -
IKIF < () [ e [ S V.

Jezeli dokonamy zamiany zmiennych kladac r = p+r’, to caltka daje si¢ fatwo obliczyé.
W rezultacie mamy
m2

K1 e | WP, (829)

co jest skoficzone z wyjatkiem przypadku Img = 0. Ten przypadek odpowiada niestety
najbardziej interesujgcej sytuacji, gdy E > 0. Wtedy wlasnie jesteSmy w obszarze rozpra-
szania i chcielibysmy mdc dokonaé iteracji réwnania Schrodingera, przynajmniej w niekté-
rych okres§lonych warunkach.

Powodem, dla ktérego natykamy si¢ na te trudnos¢, jest po prostu fakt, Ze nie potra-
filismy w nalezyty sposéb uwzgledni¢ fizycznej sytuacji. Jezeli E > 0, jesteémy w rzeczy-
wistosci zainteresowani uzyskaniem amplitudy rozpraszania f(6, ¢), jak to bylo podkreslone
w paragrafie 7.4. Uzywajac funkcji falowej () z réwn. (8.27), mamy

f0,¢) = —%2— f e~ ¥V (r)y(r) dr.

Z wyrazenia tego jest jasne, ze potrzebujemy znaé y(r) tylko w tych obszarach przestrzeni,
w ktdrych wielkos¢ (sita) potencjatu ¥(r) jest znaczna, tzn. rézne obszary tréjwymiarowej
przestrzeni powinny byé uwzgledniane z rézng waga okre§long przez funkcje ¥(r). Pamie-
tajac o tym, powyzsze wyrazenie na (6, ¢) mozemy zapisaé w postaci

f(ﬁa ¢) = _% (¢'swohodne 3 T)D)g ’
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£dzie Poonoane = €~ FrT i iloczyn skalarny (, ), brany jest z waga V(r)

(f:8), = [/*®g®do(), | (8.302)
gdzie do(r) jest tu zdefiniowane przez
do(r) = V(r)r’sinfdrdbde. {(8.30b)

Jest jasne, Ze aby byl to iloczyn skalarny w sensie definicji 4.1, to V(r) nie moZe zmieniaé
znaku przy zmianie r. Przyjmujemy, Ze tak jest, natomiast gdy tak nie jest, to niezbgdne
modyfikacje powinny by¢ oczywiste dla czytelnika. W tej notacji mozemy przepisac réwn,
(8.27) jako

v(@) = EO+ [ Golr, ', E)p()de(r), (8.31)

co cheieliby$my uwaza¢ za réwnanie catkowe w przestrzeni Hilberta, ktorej iloczyn skalarny
dany jest réwnaniem (8.30a). Bedzie to udowodnione, jezeli ||&]] < o0, co bedzie z kolei
miato miejsce, jezeli '

fdg(r) = f Hir)dr < oo,

poniewaz |&(r)| = |Ae™i| jest stale. Dla wiekszosci rozsadnych potencjatéw ||£|| jest skon-
czone, chociaz dla potencjatu kulombowskiego [|£]| jest nieskoficzone. Mdwiac bardziej
sciSle norma ||&|| bedzie skonczona, jezeli ¥(r) zanika dla duzych odlegtosci szybeiej niz
1/r® i jest mniej osobliwe w poczatku uktadu niz 1/r®. Aby (8.31) bylo akceptowalnym
réwnaniem w przestrzeni Hilberta, norma catkowego operatora z réwn. (8.31) musi by¢
skonczona. Oznaczajac przez K operator catkowy, ktérego jadrem jest Gy(r, ', E), mamy

1K1 < [ do@) [ do@iGote, v, EY? =

2 i ~2Imglr—r|
= (2;’;5) j dr f &' V) V(r') E_iFjF_

Dla centralnych potencjatéw, ktére zwykle zdarzaja si¢ w praktyce, obliczenie tej catki
jest stosunkowo latwe. Powodem tego jest fakt, ze wyrazenie podcalkowe zalezy wtedy
tylko od |r| i |r'| oraz |r—r’|, ktore tworza boki tréjkata. Calkowanie po katach okresla-
Jacych orientacje tréjkata w przestrzeni daje po prostu 872, Podstawiajac s = r+r,
t =r—r'iu = [r—r'| moina latwo pokazaé¢ dla jader, ktére zaleza tylko od s, i u, ze
element objgtosei drdr’ redukuje sig po prostu do =*(s? —t2)udsdrdu. Granice calkowania
okreslone sa przez nierdwnosci —u < t < u < s, wtedy

s o] s u
~ e~ 2ulmgqg

IKI1? < (2’;’—) f ds | du | ats* =) Z—— V).

0 Zu

Jezeli V(r) jest na przyklad petencjalem Yukawy, tzn. V(r) = g2e~*/r, to poniewaz
s =r+r' i’ = (s2—i%)/4, wigc otrzymujemy

7t 2 * d u
i meg (* i
L}KHZ o al - dse—ps ‘_ﬁe—ZuImq df.
h#
¥, i
0 O —-u




Wykonujac catkowanie otrzymujemy

2 Y2 ng?
Kl < [Hum(%@] o (8.32a)
Zatem, gdy E > 0 (tzn., gdy Img = 0), to
L 2
Kl < 12 ;3% (8.32b)

A wiec gdy potencjal jest wystarczajaco slaby, tzn. gdy g jest dostatecznie male, tak aby
[IK|| < 1, to mozZemy dokonad iteracji réwnania Schrédingera. Procedura iteracyjna bedzie
zbiezna w sensie wazonej normy okreslonej przez rown. (8.30a).

W tym celu aby nie zwodzié czytelnika, nalezy podkre$lié, ze chociaz procedura itera-
cyjna z pewnoscig bedzie zbiezna, to jezeli F(r) nie jest zbyt silne 1 niezbyt osobliwe, to
jest niemniej rzecza niezwykle trudng wykonanie calek pojawiajacych sig przy obliczaniu
kolejnych cztondw szeregu. JeZeli czytelnik ma w tym wzgledzie jakie§ watpliwosci, moze
sprobowac obliczy¢ pierwszy czlon iteracyjny réwn. (8.27), gdzie ¥(r) dane jest przez jakis
prosty potencjat taki, jak potencjal Yukawy. Jak zobaczymy, istnieja inne metody rozwia-
zywania takich réwnan, czesto latwiejsze od metod tu przedstawionych. Jednakie szereg
Neumanna jest bardzo waznym teoretycznym narzgdziem, ktére stuzy rozwinigeciu innych
praktycznych metod rozwigzywania réwnan catkowych.

8.4. METODA ITERACYJNA DLA ROWNAN NIELINIOWYCH

Zanim rozstaniemy si¢ z tematem rozwigzan iteracyjnych réwnan catkowych, warto
jeszcze wskazaé na zasadnicza réznice, jaka wystepuje migdzy prostota sytuacji w przy-
padku rownan liniowych a zlozonodcia sytuacji dla rownan nieliniowych. Zobaczymy, Ze
moc metody iteracyjnej jest znacznie ostabiona przez nieliniowo$¢, nawet jesli ograniczy¢
si¢ do réwnan analogicznych do réwnania Volterry omawianego w paragrafie 8.1.

Rozpatrzmy réwnanie postaci

&) = g@+ [h(x, », fON)dy, a<x<b. (8.33)

Cheieliby$my rozwinaé procedure iteracyjng pod vbing do zastosowanej przy rozwiazywaniu
rownan linjowych. Jednakie, poniewaz teraz vyraZenie podcatkowe w réwnaniu (8.33)
zalezy na ogdl w sposdb nieliniowy od funkcji f{y), bedziemy wigc postgpowali w sposéb
nastgpujacy. Kladziemy fo(x) = g(x) i nastepnie definiujemy wzorem rekurencyjnym ciag
funkcji

£@) = 8@+ [ h(x, y, fo )y (8.34)

Czytelnik moze latwo sprawdzié, ze w przypadku liniowym, tzn. dla h(x, ¥, f(y)) =
= k(x, y)f(y), funkcja f,(x) okre$lona powyzej dana jest wzorem

S = 3 K,

m=0
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gdzie K jest dane wzorem (8.5). Pamigtajac o tym fatwo zrozumiemy podstawowa ideg.
Zaczynamy od funkcji fo(x) = g(x) jako przyblizenia rzedu zerowego dla rozwiazania
J(x), a nastgpnie wstawiamy to przyblizenie do prawej strony réwnania (8.34), co daje nam
pierwsze przyblizenie fi(x). Postepujac dalej w ten sposdb mamy nadzieje wygenerowaé
ciag funkeji zbiezny do Scistego rozwigzania f(x) réwnania (8.33). Mozna by oczekiwaé,
ze podobnie jak w przypadku liniowego réownania catkowego Volterry, ciag f,(x) bedzie
zawsze zbiezny, o ile tylko A(x, y, f(¥)) jest funkcja ograniczona w obszarze ¢ < x < b,
a < y < b. Musimy jednak pamigta¢, ze funkcja & zalezy jeszeze od trzeciej zmiennej,
a mianowicie od samego f. Zrobimy zatem dodatkowe zalozenie, 7e dla wartosci x, by
zawartych w kwadracie a < x < b, a < y <b, zachodzi

hi(x, v, FO)) < M, (8.35)
o ile tylko

o) =gl < 4, (8.36)
gdzie 4 jest pewna dodatnig stala, a wartos¢ zmiennej y € [a, b]. ZaloZenie to pozwoli nam
przynajmniej rozpoczal postgpowanie iteracyjne.

Przyjmujac fo(x) = g(x), dostajemy

S = 2+ [h(x. 3, ) dy = g0+ | h(x, 3, () dy.

Z powyzszej postaci tatwo wywnioskowaé, ze

1) —2(x) = | [i(x)=1o(x) € M(x—a), (8.37;
gdyz f(¥)—g(xr). = 0 < 4. Po to jednak. by méc wykonaé nastepny krok. musimy wic-
dziet, ze'/1(3) —g(r); < . Z nieréwnosci (8.37) wynika, 2e tak istotnie bedzie, oile 'y~ ' <
< 1/M. Ograniczmy si¢ wice w dalszyvm ciagu do nastepujacego obszaru zmiennych

asyxs (I'My+a, as v <1l Mia. (8 3%

Oczywiscie, jeshi (1 My+a = b, to warunek powyiszy nie jest zadnym oeraniczeniem.
Teruz moZemy obliczvé nastgpne przyvblizenie
- a
£ax) = gy + | h(xo v fe)dy,
a

a poniewaz a £ x < (1/M)+a. wigc mamy fi(x}—g(x) < 1 oraz

FAx)—gn) € Mx—ay < 1.
Nierownos¢ powyzsza bedzie spetniona dla wszystkich dalszych iteracji. Jednakze naszym
gtownym celem jest zbadanie, czy podobnie jak w przypadku réwnania liniowego, kolejne
przyblizenia f,(x) i f,_,(x) staja si¢ bliskie sobie, gdy » nieograniczenie ros$nie. Musimy
w tym celu obliczy¢ réznice migdzy kolejnymi przyblizeniami. Popatrzmy najpierw na
[2(x)=f1(x)]. Znajdujemy, ze

X

=A@ = [[h( 7, A0)—h(x, 2, O]y (8.39)

Dla réwnania liniowego oszacowanie réznicy w wyrazeniu podcatkowym we wzorze (8.39)
jest stosunkowo proste, gdyz

h(x, y, /() = k(x, ») ).
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W przypadku nieliniowym musimy niestely natozy¢ dalsze ograniczenia na funkcje 2 w ob-
szarze olreSlonym wzorami (8.38). Opierajac si¢ na analogii z réwnaniem liniowym
zazadamy, by istniala taka skonczona wartosé N, Ze zachodzi

la(x, v, @) —h(x, y, () < Nip()—w()], (8.40)

o ile tylko |¢(¥)—g(¥)| < 4 i |p(y)—g(¥)| < 4. Zadanie powyzsze zwane jest warunkiem
Lipschitza.

Wracajac teraz do réwnania (8.39) widzimy, Ze poniewaz |f,(v)—g(y)] < 4 oraz
[fo(y)—g(y)] = 0 < 4, to korzystajac z warunku Lipschitza moZemy dostaé oszacowanie

L2010 < N [ A =fo(»ldy.

Ale [ £.(0)—fo) = 1L —g)| < 4, wiee

|f2(x)=f1(x)] < NA(x~a).
Podobnie dla nastgpnego przyblizenia otrzymujemy

Lf3(X)—/2(x)] < AN (x—a)*/2!,
poniewaz | f>(x) —g(x)| < 4. W ogdlnym przypadku

|fax)—g(x)| < 4 (8.41)
oraz
[fu(x)=Fo1(X)] < AN Y(x—a)=*f(n—1)! (8.42)
Ze wzgledu na ograniczenia (8.38) oszacowanie (8.42) mozna przepisaé w postaci
[fa(X) =fa iR < A(ANIM)= [(n—1)! (8.43)

A wige dla wszystkich x € [a, (4/M)+a), r6éznica |f,(x)—f,_.(x)] = 0 jednostajnie przy
n— 0. ‘

Podobnie jak w przypadku liniowym oczekujemy, Ze f,(x) powinno dazy¢ do rozwia-
zania rownania (8.33). Aby si¢ o tym przekonaé, zapiszmy f,(x) w postaci

F6) = o)+ N [l /o (0.

n=1
Zgodnie z wzorem (8.43) kazdy czlon tej sumy jest ograniczony przez
AANIMY = (n—1D!  dla  x ela, (4/M)+a4).

Tak wige przy » dazacym do nieskonczonoscei ciag £,(x) dazy jednostajnie do pewnej funkcji,
powiedzmy f(x). Pokazemy teraz, ze granica ta, f(x), spelnia réwnanie (8.33). Piszemy

Hx) = g+ [ h(x, y, i, () dy =

= g(x)+f h(x, . SOy + [ [h(x, », £ D) = (x, ¥, f3)]dy.
Biorac granicg obu stron przy » — oo dostajemy

S@ = g9+ [ h(x, », /() dy+limR,,
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gdzie
= [ 3, i) =h(x, v, fO)]dy.

Nierdwno$¢ (8.41) i wynikajacy z niej warunek | f(»)—g(y)| < 4 pozwalaja na skorzystanje
z warunku Lipschitza. Uwzgledniajac ponadto oszacowanie (8.43) mamy

IR) <N [ 1fa0)=/0ldy <

o0

N1 of i Y N"(x a) 3
r it n— " g / _
& =1 J(y A dy A—_—-’ A_.'( A{) n!

Widzimy wiec, ze R, — 0, gdy » — c0. A zatem

) = @)+ [ h(x, », fO))dy,

co oznacza, ze f(x) jest istotnie poszukiwanym rozwigzaniem rownania (8.33).

DoszliSmy wigc do iteracyjnego rozwiazania w przedziale, ktérego dlugos$é zalezy
w ogdlnoéci od konkretnych wilasnoéei funkeji h(x, ¥, f(y)). W przypadku liniowego
réwnania Volterry potrafiliémy dowie$C zbieznodci szeregu iteracyjnego dla wszystkich
wartosci x, widzimy wigc, Ze nicliniowo$¢ réwnania odbija si¢ w bardzo istotny sposéb
na iteracyjnej metodzie rozwigzywania. Odpowiedni obszar zbieznos$ci zalezy od wartosci
A/M, podczas gdy szybkosé osiagania rozwiazania jest uzalezniona od wielkodci statej N
w warunku Lipschitza (8.40).

Jako przyktad nieliniowego rachunku zaburzed rozpatrzmy problem pochodzacy
z mechaniki klasycznej. Przypué¢my Ze czastka jest uwigzana na sprezynie, ktéra nie jest
§cisle harmoniczna. Energia potencjalna tej sprezyny niech bedzie dana wzorem.

Vix) = ——kx % ax®,

gdzie a jest niewielka statg. Réwnania ruchu sg w tym przypadku postaci
mi+hkx+ax? =0 albo ¥+wix = —ex?,

gdziewd =kfmice = am > 0.
Zgodnie z réwnaniem (7.35) dla wartosci y = 0 funkcja Greena dla operatora
d?/dt? + wf z jednopunktowym warunkiem brzegowym dana jest wzorem

G, )= sm{ruo(r—r)]O(z—I)
Przyjmujac, ze warunki brzegowe zadane sa dla ¢ = 0 i majg postaé x(0) = x, > 0

i x(0) = 0, dostajemy

1

e 4 & r i’ ’
x(1)-= xgca:;a,nor——o—r J sineo(f— 1) x2 (1)) dt’.
0 -

0
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Pamigtajac o dotychczasowej dyskusji zbadajmy, przy jakich warunkach mozna otrz: -
ma¢ rozwiazanie iteracyjne dla funkeji x(z), je$li zazadamy, by zachodzito

|x(2) —xocos o] < Xg. (8.44)
W tym szczegdlnym problemie mamy réwniez
h(t, ¢, x(10) = —(elog)sinwg(t—1)x*(t'),

a zatem
(2, 1, x(1))] < (slwo)x3(1),

co moZna réwniez zapisac jako
(2, ', x(1"))| < (e/wo) [x(t") —Xo €08 wot’ + X008 Wot T <
< (glwo) [|x(1) = xoCO80 | +Xxp| COSg t7]]2.
Korzystajac z warunku (8.44) otrzymujemy natychmiast
B2, 1", x(t))] < dexilwg (8.45)

dla wszystkich ¢ i ', o ile tylko |x(t}—xocos wot’| < xg.
Podobnie mozemy oszacowadé réznicg

|h(f, ‘ds x(t’)) _h(t: t’: E(r’))l )
ktéra wchodzi do warunku Lipschitza, Mamy mianowicie
B (1, 1, x(U)=h(t, ', EEN] < (oo)xE)+EEIxE) - EE,
co mozna przepisa¢ w postaci
(2, ¢, x(@))=h{t, ¢, E(2))] <
< (gfwo)x(t) —xocos wot’ +E( ) —xoc0s wot"+2xpc0s wpt’] * [x(#)—E(¢)].
Korzystajac jeszcze raz z warunku (8.44) mamy
|h(t, £, x(t’)) —h(t, t', E(1")] < (dexo/wo)x(1")— 5(:’)| (8.46)

dla wszystkich 71 t’, oile tylko [x(t")— xgcoswo?’] < xp 1 [E(#)—Xpcoswot’| € Xxp. A zatem
wielkosci A, M i N sa w naszym przykladzie rowne nastgpujgcym wartodciom:

A =¥y, (8.47a)
M = 4extloy, (8.47b)
N = dexplw,. (8.47¢)

PowyzZsze oszacowania nie zawieraja ograniczen na ¢, ale z poprzedniej analizy metody
iteracyjnej dla przypadku nieliniowego wiemy, Ze rozwiazanie iteracyjne jest stuszne jedynie
w przedziale 0 < 1 < A/M, tzn. dla 0 < wor < 1/(46), gdzie 6 = exyfwd jest tym para=
metrem, wzgledem ktdrego prébujemy rozwinaé x{r). Widzimy wiec, ze gdy 4 jest male,

to rozwini¢cie bedzie zbiezne dla duzego przedziatu czasu.
Dysponujac dotychczasowymi wynikami zaczynamy postgpowanie iteracyjne kladac
Xo(t) = xgc0swpt. (8.43)

Zgodnie z ogblna metoda nastgpne przyblizenie dane jest wzorem

t

x,(8) = xo coswoz—(q’wo}J sinwy(f—t")x3(t")dr’.
0
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Korzystajac z wyrazenia (8.48) dla x,(¢') dostajemy

1 1
xl(r) = Xp I:COSCOO t+ 6 (% COSZWO t"*"? COSth-— 2)] " (849)

Zauwazmy, ze x,(¢) spelnia warunek brzegowy dla ¢ = 0.

Gléwny efekt zaburzenia w pierwszym rzgdzie polega na niewielkiej zmianie ampli-
tudy glownego czlonu coswe? i pojawieniu si¢ drugiej sktadowej harmonicznej cos2w, ¢
o niewielkiej amplitudzie (oczywiscie o ile & jest male). Patrzac jedynie na pierwsze przy-
blizenie x,(¢) nie jest jasne, dlaczego potrzebne jest ograniczenie 0 < wot < 1/(44), gdyz
$rednia wielkos¢ zaburzenia w pierwszym rzedzie jest niezalezna od . Aby zrozumieé role
tego ograniczenia, musimy przej$¢ do kolejnego przyblizenia x,(t). Kilka prostych cal-
kowan prowadzi do wzoru

1 : 1 1
xs(8) = X [cosw0r+ 5(6 cosZmot—i-? COoStyg z‘hf) +

29
+ &2 (7118_ cos3wq 1+ ;— cos2wq f+ Tag S08@o 1= %) +

1 1 1 753
< >t i v il 7 Ry
+0 {1080 cosdw, t+ a4 cos3wg t 57 cos2mg f+ 3160 cosmy ! 7 +
+wot i §%sin H—iﬁBsinw t (8.50)
Wy 12 Wy 36 o . .

Drugie przyblizenie jest dos¢ podobne w swej ogdlnej strukturze do przyblizenia pierw-
szego z wyjatkiem tego, Ze w x,(¢) pojawia sig czlon proporcjonalny do wef. A zatem
dla duzych ¢ zaréwno |x,(t)—x,(¢)| oraz |x,(t)—xo(?)| sa zdominowane przez cztony pro-
porcjonalne do ¢. Czlony te beda ograniczone jedynie wtedy, gdy ograniczymy przedzial
czasu i.

Nalezy rowniez zaznaczyé, ze chociaz funkcja x,(t) zawiera czlony rzedu 83, to jest
kompletna jedynie z dokladnoscia do czlonéw rzedu 62, gdyz w nastepnym przyblizeniu
pojawia si¢ dalsze czlony ~6* wraz z czfonami wyZzszych rzedéw. W ogélnosci w n-tym
przyblizeniu wystapia czlony do rzedu d>"~' wlacznie. Jest rowniez rzecza interesujaca
zauwazy¢, ze definiujac

5 U2
w, = wo[l g éz] (8.51)

1 zastepujac w, przez m, w czlonie coswy?, mozemy z doktadnoscia rzedu 8% zapisaé x,(f)
W postaci takiej jak réwn. (8.50), ale z pominigciem cztondéw liniowych w ¢ i proporcjo-
nalnych do 4. Wynika to z tego, Ze z dokfadnoscia do 82

5 )
Ccoswo +—— e tsinmyf &~ cosw,i,
12 1

gdzic e dana jest wzorem (8.51). A zatem przez zmiang czestosci m, na w, mozna
wyeliminowal cztony proporcjonalne do ¢, przynajmnisj z doktadnoscia do 82. Podobnie
mozna wykazaé, 7e eliminacja taka jest mozliwa (patrz zadanie 8.15) dla wszystkich czto-
noéw rzedu 62,
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8.5. JADRA SEPAROWALNE

Nauczylismy si¢ juz doé¢ dokladnie, jak moZna rozwiazywaé réwnania liniowe za-
wierajace operatory o malej normie. Jest jednakzZe jasne, w szczegolnodci na podstawie
przyktadu oméwionego przy koncu paragrafu 8.3, Ze istnieje wiele interesujacych proble-
méw zawierajacych operatory o skoficzonej, ale niekoniecznie malej normie. Musimy
zatem zajaé sig ogodlniejszymi metodami rozwigzywania.

MozZna mie¢ nadzieje, Ze okaze si¢ mozliwe traktowac operatory w przestrzeniach
nieskoficzenie wymiarowych w taki sam sposob, jak to robiliémy z operatorami w przes-
trzeniach skonczenie wymiarowych (rozdz. 3 i 4). W tym ostatnim przypadku zawsze byto
mozliwe — przez obliczenie elementow macierzowych dla wektoréw ortonormalnej bazy —
sprowadzenie operatora do macierzy kwadratowej o skoficzonej liczbie wymiardw. Jednakze
w przestrzeni nieskoniczenie wymiarowej kazda baza musi sklada¢ si¢ z nieskoriczone;j
ilosct wektordw, podobna procedura musi wiec prowadzi€¢ do macierzy réwniez nieskon-
czenie wymiarowej, a jak na razie nic o takich obiektach nie wspominaliSmy. Nawet
mnozenie dwéch macierzy nieskonczenie wymiarowych nie jest sprawg trywialng ze
wzgledu na problem zbieznosci.

Z drugiej jednak strony wiemy, Ze jesli przedstawiamy jaka$ funkcje f/ z przestrzeni
Hilberta przy pomocy wektorow ortonormalnej bazy {¢,} obliczajac wspélczynniki
rozwiniecia @, = (¢,, f), to mozemy z nieskofczonym zbiorem tych wspdlezynnikow
zwiazad nieskonczong kolumng-wektor i co wazniejsze, kiedy n staje sig duze, powiedzmy
n = N, to wyrazy g, dla n > N staja sig male (nieréwno$¢ Bessela). Tak wiec kazda funkcja
w przestrzeni Hilberta moze by¢ dowolnie dokladnie aproksymowana przez skonczone
kombinacje liniowe

N
Bl
e 2, dypo-

Fakt ten podtrzymuje nasza nadziejg, ze byé moze podobna sytuacja bedzie mie¢ miejsce
i dla operatordw liniowych, mianowicie jesli zaczniemy oblicza¢ elementy macierzowe
jakiegos operatora A4 pomigdzy wektorami nieskoiczonej ortonormalnej bazy, to po
obliczeniu dostatecznej liczby tych clementéw A, zaczna one by¢ male, podobnie jak to
byto ze sktadowymi «, w przypadku wektoréw. Mozemy wige mie¢ nadzieje, ze mozna
bedzie poprzesta¢ na obliczeniu elementdw dostatecznie duzej macierzy N x N i po prostu
zapomnie¢ o elementach A,, dla m lub n wigkszego od N. Wartos¢ N bgdzie oczywiscie
zaleze¢ od stopnia dokladnosci wymaganego w danym konkretnym problemie, ale
wyobrazamy sobie rdwniez, ze metoda ta pozwoli na osiagniecie dowolnego stopnia
dokladnoscl.

Gdyby powyzsze przypuszezenia byly prawdziwe, to rozwigzanie rownania catkowego
sprowadzitoby si¢ do prostego problemu diagonalizacji, albo odwrdcenia macierzy, co
maozna zrobi¢ przy pomocy metod opisanych w rozdz. 3 i 4. Przekonamy sig, ze istnicje
dos¢ szeroka klasa operatoréw, dla ktdrych takie podejscie jest rzeczywiscie mozliwe.
Celem tego 1 nastgpnego paragrafu jest dokladniejsze przedstawienie teorii takich
operatorow.

Najlepiej jednakze bedzie zaczaé od pewnych operatorow, ktore mozna bez zadnych
przyblizen sprowadzi¢ do zwyklych macierzy. Sa to operatory skonczonego rzgdu, nazy-
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wane tak dlatego, Ze mozna je bezposrednio sprowadzi¢ do macierzy o skoficzonej liczbie
wymiaréw, a zatem macierzy skoriczonego rzgdu (patrz paragraf 3.10).

W celu zilustrowania tego, co mamy na mysli, rozpatrzmy jadro separowalne, tj. jadro
postaci

kix, ) = 2p()p*(»), (8.52)
gdzie dla prostoty zalozymy, iz ¢ i v sa funkcjami z przestrzeni Hilberta. Jesli
[, yyPaxdy < 1, (8.53)

to wiemy juz z poprzednich rozwazan, e szereg Neumanna bedzie w tym wypadku zbieiny.
Rozwigzaniem iteracyinym réwnania

F&) = g+ [ klx, )f(»)dy (8.54)

jest szereg
1G) = g0+ [ dyikilx, y)g )+ [ dyy [ dyshex, ) ku(re, 308 () + ...

Poniewaz k(x, y) jako funkcja dwéch zmiennych jest calkowalna w kwadracie, to funkcje
¢(x) 1 9(y) musza byé calkowalne w kwadracie jako funkcje jednej zmiennej. Jeli takze
funkcja g(x) jest calkowalna w kwadracie, to wszystkie calki w szeregu iteracyjnym sa
dobrze okreélone, a zatem

JG) =2@)+2 [ dr D))+
+2 [y [ drad (o0 0)v e+ ...

Oznaczmy
[v* 0 dy = (v, ),

funkcje f(x) mozna zatem zapisaé w postaci -

) = g()+ 2 (x)p, )+ 22¢ (x) (y. §) (v, 2)+ 136 (x) (3, ¢, g+ .. =
(8.55)

=g+ p(x) (p,8) ¥ 1(p, ¢)".
r=0
Jesli [A(y, @) < 1, to szereg w wyraZeniu (8.55) jest zbiezny. Istotnie |A(y, ¢)] jest mniejsze
od jednosci. Aby tego dowiesé, zauwazmy, Zze nierownos¢ (8.53) implikuje
122 [ 1 Pdx [lp()Pdy < 1. (8.56)
Ze wzgledu na nieréwno$é Schwartza mamy

v, &) < (¢, &) (w, w12,

zatem na mocy (8.56)
4Gy, D) < {122, P)(w, P12 < 1

i szereg geometryczny z réwnania (8.55) moze byé bezposrednio Zsumowany:

0L ;0 (y, 8) J :
Jx) = g(x)ﬂl—_—;_(w’ @-qb(x)- (8.57).
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Chociaz do wyniku tego doszliémy poprzez szereg Neumanna, to jego skonczona prosta
postaé sugeruje, ze wzér (8.57) moze by¢ stuszny w ogélniejszym przypadku. Ze tak
istotnie jest, mozemy sig przekonac przepisujac réwnanie (8.54) w postaci

G) = g+ 4 [ SOOIy = () + 2. 1), (8.58)
Biorac iloczyn skalarny obu stron z funkcja v dostajemy
(p.f) = (. g+ 20y, P)(w, f), (8.59)
a zatem
(. /) = % (8.60)
i ostatecznie
1) = g+ 1= 52 409 (8.61)

dla wszystkich wartoéci A, z wyjatkiem A = 1/(y, ¢). Tak wiec trudnoéci pojawiaja sig
dla wartosci A lezacej na brzegu obszaru zbieinodci szeregu Neumanna. Przyczyne tego
najtatwiej dostrzec w szczegdlnym przypadku, g(x) = 0. RoOwnanie nasze w tym przypadku
upraszcza sig

fx) = f k(x, )f(dy = A(x)(y, ) (8.62)

i sprowadza si¢ do zagadnienia wlasnego zwyczajnego typu. Rdéwnanie (8.62) implikuje
réwnanie

(wsf) = 1(’9": ¢)(V’,f)=

ktore ma niezerowe rozwiazanie na (v, f) wtedy i tylko wtedy, gdy

A= 1{(y, ),

a wtedy (y,f) moze byl réwne dowolnej stalej. Rozpatrywane zagadnienie wlasne ma
wiec rozwigzanie
F(x) = A$(x),

gdzie A dowolne. Na to, by ustali¢ warto$é stalej A, potrzebny jest warunek normalizacyjny,
doktadnie tak jak to mialo miejsce w przypadku skonczenie wymiarowym. Interesujace,
ze warunek na istnienie rozwiazania wlasnego jest identyczny z warunkiem, przy ktérym,
jak widzieliSmy, rozwiazanie réwnania niejednorodnego w postaci (8.61) traci sens, Ale
ten wynik jest nam juz znany z teorii skoniczenic wymiarowej, gdzie jak pamigtamy, jeshi
réwnanie jednorodne ma rozwigzanie, to na to, by réwnanie niejednorodne miate rozwia-
zanie, czfon niejednorodny musi spelniaé specjalny warunek. Z réwnania (8.61) widzimy
natychmiast, ze w naszym przypadku warunkiem na istnienie rozwigzania rdéwnania
niejednorodnego jest (v, g) = 0, bo tylko dzigki temu moze by¢ skompensowane zero
mianownika. Jesli jednak ten warunek jest speliony, to z rdwnania (8.59) widzimy, Ze
(, f) jest dowolne, a rozwiazanie rownania (8.54) dane wzorem (8.58) przybiera postac

f(x) = g(x)+Bp(x),
gdzie B jest dowolna staly. Podstawiajac ten wynik do rdéwnania (8.54) mozemy przekonac
sig, Ze istotnie réwnanie bedzie spetnione dla kazdego B, oile tylko A(yp, ¢) = 1, tzn. kiedy
#(x) jest wektorem wiasnym operatora K, ktérego jadrem jest k(x, ). Wniosek ten brzmi
bardzo podobnie do twierdzenia 4.27 z tcorii réwnan skoriczenie wymiarowych; podo-
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bienstwo to bedzie zupetne, jesli zauwazymy, ze warunek (y, g) = 0 oznacza, ze g jest
ortogonalne do rozwiazania réwnania

Kiy = 2* [ Iy, Dp(dy = v,
gdy 1 = 1/(y, ¢). :

Odkrylismy zatem {cisty zwiazek pomigdzy prostym nieskoniczenie wymiarowym przy-
ktadem i przypadkiem skoriczenie wymiarowym. Jeszcze ciekawsza jednak jest obserwacja,
Ze rozbieznos¢ szeregu Neumanna jest zwigzana z istnieniem rozwiazan réwnania jedno-
rodnego.

Poniewaz jadra separowalne prowadza do réwnan catkowych posiadajacych niezwykle
proste rozwiazania dajace si¢ zapisaé w zwartej postaci, przeto fizycy naturalnie probo-
wali wykorzystaé je w praktycznych problemach. Jednym z przyklad6w uzytecznosci jader
separowalnych jest zastosowanie ich do opisu sit jadrowych. Od wielu lat fizycy starajg
si¢ okresli¢ posta¢ potencjatu oddziatywania nukleon-nukleon. W trakcie tych poszukiwan
przekonano sig, Ze trzeba odrzuci¢ praktycznie wszystkie u§wigcone klasyczne wyobrazenia
0 tym, jaki powinien by¢ potencjal. Jak wspominalismy juz w rozdz. 1, trzeba byto
odrzuci¢ warunek, Zze potencjal jest centralny, trzeba bylo réwniez dopuscié¢ zaleznosé
potencjatu od spinéw nukleonéw. W tej sytuacji bylo dosé naturalne oczekiwanie, ze
w koficu trzeba bedzie zwatpi¢ nawet w lokalno$é potencjatu.

Potencjal nazywamy lokalnym, jesli jego dziatanie w jakim$ punkcie zalezy jedynic
od tego, co dzieje si¢ w tym samym punkcie. Rownanie Schrodingera pisze sic tradycyjnie
zwykle w postaci zawierajacej potencjat lokalny

52
s ;;1- V2p(0)+ VD) p(r) = Ep(r). (8.63)
Nie mozna jednakze wykluczyé a priori sytuacji, w ktérej potencial bylby w mechanice
kwantowe]j operatorem dziatajacym w sposob nielokalny. Mozemy sobie, na przyktad

wyobrazi¢, ze réwnanie Schridingera powinno byé postaci

;m Vi@ + | U, ©)p(c)de’ = Ep(r). (8.64)

Jak widzimy z powyZszego réwnania, wynik dzialania operatora potencjalu na y nie jest

zalezny wylacznie od wartosci ¢ w jednym punkcie r, jak to mialo micjsce w réwnaniu -

(8.63), lecz od catki po pewnym obszarze z funkcji v z waga okreslona przez funkcje

potencjatu U(r, r'). Zauwazmy, Ze na to, by operator Hamiltona wystepujacy w réwnaniu
(8.64) byl hermitowski, powinien byé spetniony warunek

Ur, ¥) = U(r, r)*. (8.65)

Do réwnania (8.64) mozna stosowaé bezposrednio metode funkcji Greena wylozona

w rozdz. 7. Postgpujac w sposéb opisany w paragrafie 7.4 stwierdzamy, ze funkcja v(r)
musi by¢ rozwigzaniem nastepujacego réwnania calkowego

A ias " -'-qllr_r’l r rr rr ’ rr
y(r) = *(2'11)370““ i ﬁ fﬁ—i—U(r,r Yp(e')dr' dr”, (8.66)

S 2mhr lr—r’|

gdzie q;, m, hi A oznaczaja doktadnie to samo co w paragrafie 7.4. Zwréémy uwage na
podobieristwo tego réwnania do réwnania (7.68). Jak wspominaliémy w paragrafie 7.4,
Jedna z najbardziej interesujacych wielkosei f izycznych jest amplituda rozpraszania /*(q;),
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zdefiniowana przez amplitud¢ wychodzacej fali rozproszonej. Postgpujac podobnie jak
w paragrafie 7.4 mozna latwo wykazad, Zze

@ = f(ay), (8.67a)

gdzie f spetnia rownanie catkowe

2m 0
U(k f (k, Q)W

a Ij'(k, q) jest transformatg Fouriera funkcji Ur, r'), tzn.

41- m

fk) = J(@)dq, (8.67b)

Uk, q) = } l e ik (e, ) dedr’.

(23 )3
Wektor q; w rownaniach (8.67a) i (8.67b) przedstawia kierunek czastki padajacej, a q;
kierunek czastki rozproszonej. Wartosci bezwzgledne tych wektoréw sa sobie rdwne
i dane wzorem

lg:| = | I—[2 mE |

'L - q_f — i h-, .

Wszystkie interesujace wielkosei fizyczne opisujace rozpraszanie sa juz okreslone, jesli
znamy f(k). Dla zupelnie dowolnej postaci funkcji Uk, q) niewicle mozemy powiedzieé
0 rozwigzaniu réwnania (8.67b), ale jesli przyjmiemy U w postaci separowalnej, tzn.

' Ulr, r') = —g%v(rz(r’), (8.68)
to wtedy mozemy uczynic dalszy postep. Po to, by U bylo hermitowskie, o(r) w powyiszym
wzorze musi byé funkcja rzeczywista. Korzystajac z postaci (8.68) funkcji U/ i oznaczajac

transformate Fouriera funkcji o(r) symbolem (k), mozemy sprowadzié réwnanie (8.67b)
do postaci

4 mg? mg 2(q)
. & = T b@yo+ ZE- [ 2 A e e ACILL
u
) = med @B+ f 0D 1@, (8.69)

—(gi+ie)?
gdzie polozyliSmy 4rmg?/h? = 7. Jesli dokonamy nastepujacych identyfikacji

x>k y—gq,  g(x) - no(q)ok), ¢x) - o(k),
PO > e

1 polozymy jeszcze 4 = 7/2w, to zauwazymy, Ze réwnania (8.69) i (8.54) sa dokladnie tej
samej postaci. Jedyna réznica polega na tym, e teraz mamy catke tréjwymiarowa, ale
i rownanie (8.54) nie musi by¢ traktowane dostownie — mozna sobie wycbrazaé, ze sym-
bole x i y sa niekoniecznie wektorami jednowymiarowymi, a dy jednow, aiarowa obje-
toscia. Korzystajac z wzoru (8.61) mozemy natychmiast podaé rozwiazanie rdwnania
(8.69). Stwierdzamy, e

2(q) o ol
—— [mre(q) v (q)]dg
F&) = wro(g) o (k) + 7 ‘——(f’] +18)T) B (),
i 2] q -
1-4 | P ™ (q)dq
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co mozna réwniez zapisaé jako
J&) = =ro(q) D@ + AJ(1 - 20) = 770 ()0 (K)/(1 - A1),
gdzie oznaczyliémy

- (@i
e f g*~ (g, +isy> ‘T

Zgodnie z definicja /(q,), widzimy Ze

Sy =

mrd(a)(a)

1—zif2n -
Tak wiec dla dowolnej zadanej funkceiji #(r) lub @(q) probiem Jest rozwiazany. Najbardziej
naturalne jest sprébowad podstawié¢ za w(r) prosty potencjal Yukawy o(T) = e~ M)y,
z odpowiadajaca mu transformata Fouriera dang wzorem (7.58"):

(8.70)

'3

7 = |— —_—. 8.71

2(q) ( TC) 2+l ( )
Poniewaz funkcja ta zalezy jedynie od 42, to widzimy ze J(q;) bedzie zalezed Jjedynie od
warto$ci bezwzglednej 95 1 ;. A zatem mozemy rozpatrywac amplitude f%, jako f unkcje
Jjedynie energii E, niezalezna od kata rozpraszania. Przy takim wyborze o(q) catka 7 moze
by¢ fatwo obliczona metoda catek konturowych w plaszezyinie zespolonej (patrz rozdz. 6).
Wtedy otrzymujemy

2 1
= G S

gdzie po wykonaniu calkowania przeszlismy do granicy ¢ — 0, Wstawiajac (8.71) i (8.72)
do wzoru (8.70) dostajemy

P peimnn 2 s (8.73)

T )
(97 +u2y "FTL(?E—W)"

Jesli zdefiniujemy

il

3\-1 3
do i(l-ﬂ—) oLay (1 = i(1+ o ),
m T H

to mozemy réwniez napisaé

SOR) hoy of rouspidisg gy
f(E)*[‘}o"f'E'rofIi‘i‘E%—% f'?.] . (8.74)

Widzimy jeszeze raz, ze J* nie zalezy od katoéw, to znaczy amplituda ta opisuje rozpra-
szanie tylko w fali s (/ = 0).

Mozna dowiesé, ze dla dowolnego dostatecznie regularnego krotkozasiggowego potenc-
jatu Tokalnego amplituda rozpraszania w fali s wyraza si¢ w granicy malych energii
(tzn. malych q;) wzorem

i |2 L L, P —ig; ®
T 7 3 odi q; s
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gdzie wielkosci ¢ i o moga by¢ obliczone dla konkretnego ksztattu potencjalu lokalnego.
(Patrz nu przyktad Blatt i Weisskopf — Theoretical Nuclear Physics.) Postac ta znana jest
pod nazwa przyblizenia zasiggu efektywnego; 4, 1 ro nazywaja sie odpowiednio dlugoscia
rozpraszania i zasiggiem efektywnym. Widzimy wigc, Ze moina dobrac taki potencjat
nielokalny, ktory przede wszystkim pozwala na wykonanie rachunkdéw w skofczonej
postaci, a ponadto daje amplitude wygladajaca doktadnie tak samo jak nisl oenergetyczna
amplituda pochodzaca od potencjatu lokalnego. Jako zadanie dla czytelnika pozostawiamy
sprawdzenie, ze powyZszy potencjat prowadzi réwniez do standw zwiazanych, tj. ujemnych
wartosel wlasnych réwnania Schrdingera, o ile tyiko stafa g jest dostatecznie duza.

Ze wzgledu na mozliwo$é opisu stanu zwigzanego deuteronu, jak rdwniez ze wzgledu
na postaé otrzymywanej amplitudy rozpraszania typu zasiggu efektywnego, potencjat
separowalny postaci (8.68) 1 jego uogdlnienic uwzgledniajace zaleznos¢ od spinu byt czgsto
stosowany do analizy niskoenergetycznych wiasnosci ukfadu nukleon-nukleon. W ostat-
nich latach potencjaly tego typu byly stosowane réwniez do badan uktadéw trojcialowych.
Prosta postaé potencjalu separowalnego pozwala na uzyskanie wzglednie przejrzystych
wyrazen na trojciatowe amplitudy rozpraszania i funkcje falowe standw zwiazanych.

8.6. JADRA SKONCZONEGO RZEDU

Kiedy juz przekonaliSmy sig, Zze jadra separowalne prowadza do zwarte] postaci
rozwiazan réwnan calkowych, nie jest trudno dokonac uogdlnienia na jadra skonczonego
rzedu. Jedyng komplikacja bedzie to, ze zamiast prostego rownania skalarnego, do ktérege
sprowadza si¢ roOwnanie wyjéciowe w przestrzeni wektorowej, dostaniemy teraz skonczony
uklad rownan skalarnych. Réwnania te bedzie mozna przedstawi¢ w postaci skonczenie
wymiarowego rownania macierzowego — z tego tez powodu rozwazane jadra nosza nazweg
jader skonczonego rzedu (patrz paragraf 3.10).

Definiujemy jako jadro skoriczonego rz¢du, kazde jadro dajace sig¢ przedstawic¢ w po-
staci

Kef= Y dulyn ), (8.75)

gdzie [ jest dowolnym wektorem w przestrzeni Banacha B, w ktorej okreslone jest dziatanie
operatora Kr. lloczyn wewngtrzny wystgpujacy w powyzszej definicji nie musi by¢ iloczynem
skalarnym wlaéciwym dla przestrzeni Hilberta; wymagamy jedynie, by (v,, f) byt funkcjo-
natem liniowym przyporzadkowujacym kazdej funkeji /€ B liczbe oznaczong symbolicznie
jako (3, f). Zbiér wszystkich funkcjonaléw liniowych na przestrzeni Banacha B jest znow
przestrzenia Banacha nazywang czesto przesirzeniq duaing do B. W przypadku przestrzeni
Hilberta ta przestrzen funkcjonaléw liniowych jest izomorficzna z wyjéciowa przestrzenia
Hilberta. Dla przestrzeni L,, przestrzefi Banacha funkcjonatéw liniowych jest izomorficzna
z przestrzenig L,, gdzie 1/p+1/g = 1.

Mozna tatwo dowies¢ (patrz zadanie 8.21), ze jesli fe L, i g € L,, gdzie 1/p+1/g = I,
to istnieje catka

(g./) = _'{‘g’?}"d.\'.
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Rownanie (8.75) bedziemy interpretowali w sensie powyzszej relacji. Mozna OCZYWiScie
rownanie (8.75) interpretowac jako réwnanie w przestrzeni Hilberta, wtedy ( , ) oznacza
po prostu iloczyn skalarny w tej przestrzeni. Taka interpretacja nie jest jednak konieczna —
wyniki, ktére uzyskamy, beda stuszne w ogdlnigjszym przypadku.

PrzekonaliSmy si¢ juz, ze twierdzenie 4.27 z teorii skoficzenie wymiarowych stosuje sie
do jader separowalnych, teraz chcemy przekonaé sig, czy stosuje si¢ ono rowniez w 0gol-
niejszym przypadku jader skonczonego rzedu. Zaczniemy od rozpatrzenia transformacji
sprzgzonej K} zdefiniowanej w nastgpujacy sposob:

Kif = Xy ). (8.76)

W swietle naszej poprzedniej dyskusji przestrzeni Banacha jest jasne, Ze jesli Ky dziata
w przestrzeni L, transformujac fe L, w KpfeL, to K} dziala w przestrzeni L,
(1/p+1/g = 1) i transformuje fe L, w K} fe L, W tym miejscu cheemy zauwazy¢, ze
pozornie ogdlniejsza postaé Ky, a mianowicie

N
K’FfE Z kmngbm(wmf)s

gdzie k,, jest zbiorem statych i jest juz uwzgledniona w naszej definicji (8.75), gdyz nie
zakladamy o funkcjach ¢, i v, zadnego szczegblnego sposobu normalizacji, a liczha N
okreslajaca ilo§é skladnikéw sumy jest calkowicie dowolna.,

Rozpatrzmy teraz, w duchu twierdzenia 4.27, dwa réwnania

J-iKf =g : (8.77)

h—2*Kth =0, (8.78)

gdzie f'i g sa wektorami z przestrzeni B, a / jest wektorem z przestrzeni dualnej do B.
Korzystajac z definicji (8.75) i (8.76). dostajemy

f=2g+1 ) ¢yn.f) (8.79)
i "
h=2% 3 (¢, B)=0. (8.80)

Z réwnania (8.79) widzimy, ze do wyznaczenia rozwiazania f wystarczy jedynie okreslié
zbior statych

= (s T

Korzystajac z réwnania (8.79) znajdujemy, ze

N
@ 1) = @s £+ 2 D) Wur $1) (s -
n=1
Wprowadzajac oznaczenia

aﬂ’!ﬂ = ("Pm: ¢.ﬂ)! bﬂl = (Q)Uma g) (8'8])
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mozemy to rownanie zapisa¢ w postaci
N

| amuﬁ.zlxma,, = by,.

n=1
Wygodnie jest roOwniez uzy¢ notacji macierzowej
(I—id)a = b, (8.82)
gdzie
[A:[mn = Cmn » [a]n = dp, [b]n == bn-
Podobnie jeéli oznaczymy @, = (¢,, #), to jednorodne réwnanie sprzg¢zone mozna zapisac
jako

N
@At Z(ﬁt’m’ Yn)d, =0,
n=1

ktére zgodnie z (8.81) mozna rodwniez przepisa¢ w postaci
N

&m"'a* § 0:'I'a!()'r:&n =0.

n=1
W notacji macierzowej rownanie to zapisujemy tak:
(I-id)Yta =0, (8.83)

gdzie [a], = @, A zatem nasze podstawowe réwnania (8.77) i (8.78) zostaly sprowadzone
do rownan macierzowych (8.82) i (8.83).

Ale réwnania (8.82) i (8.83) maja dokladnie taka postac, jakiej wymaga twierdzenie
4.27. Dochodzimy zatem do wniosku, Ze réwnanie (8.82) ma rozwiazanie wtedy i tylko
wtedy, gdy

N
(b,3)=0= Z b*a, (8.84)
n=1

~

dla wszystkich rozwigzafh 4 sprzezonego réwnania jednorodnego. Podobnie, réwnanie
(8.87) ma rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek (8.84). Korzystajac
z definicji b, i 4, moZemy ten warunek zapisa¢ w postaci

(g, v (B ) = 0

lub tez zgodnie z definicjg K' [wzér (8.76)] w postaci
(g, K'h) = 0.

Jezelik # 0, to na mocy réwnania (8.78) mamy A*K1h = 7, a zatem rozwigzanie réwnania
(8.77) bedzie istnie¢, jesli zazadamy, by

(g.7) =0 (8.85)
dla wszystkich h spelniajacych rownanie (8.78). Zauwazmy, Ze je§li rownanie (8.83) nie ma
rozwigzan nietrywialnych, to wtedy istnieje [/—AA]~' i réwnanie (8.82) ma rozwiazanie
jednoznaczne. A wiec jesli réwnanie (8.78) nie ma rozwiazan, to wtedy istnieje dokladnie

jedno rozwiazanie réwnania (8.77). Dochodzimy w ten sposéb do nastepujacego
wyniku:
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Twierdzenie 8.1. Je$li K jest transformacja  liniowg skoneczonego rzedu, to
rownanie

f=g+ AKpf

ma rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy (g, ;) = 0 dla wszystkich 7, gdzie spetnia jedno-
rodne rownanie sprzezone

A*K}:“él = E;.

Jesli réwnanie jednorodne nie ma rozwiazan, to rozwiazanie réwnania niejednorodnego
jest jednoznaczne.
W ten sam sposéb mozemy dowie$é analogicznego twierdzenia dia operatora K}.
Waiesek. Jesti K} jest liniowym operatorem skoriczonego rzgdu, to réwnanie

[=g+2*Kif

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy (g, #;) = 0 dla wszystkich i, gdzie /; jest rozwia-
zaniem réwnania jednorodnego

;.KF fT,' = i’ii.

Jesli réwnanie jednorodne nie ma rozwigzan, to rozwiazanie niejednorodnego réwnania
sprzgzonego jest jednoznaczne.

Whniosek nastepny jest natychmiastowg konsekwencja skonczenie wymiarowego twier-
dzenia 4.26.

Whiosek. Réwnania

ARKphy=h; i MKk =&,

majy taka samy liczbe liniowo niezaleznych rozwiazan,

Twierdzenie 8.1 i dwa wnioski, jakie z niego wyplywaja, nazywa si¢ czgsto alternatywq
Fredholma (,,alternatywa” ze wzgledu na dwie wykluczajace sie mozliwoéci — albo réw-
nanie liniowo niejednorodne (/—AK)f = g ma rozwiazanie jednoznaczne, albo sprzezone
rownanie jednorodne ma co najmniej jedno rozwiazanie). Stanowia one rozszerzenie twier-
dzefi z paragrafu 4.8 na przypadek przestrzeni nieskoficzenie wymiarowej, ale jedynie dla
operatoréw dos$¢ szczegdlnej postaci. Przekonamy si¢ jednak w nastgpnym rozdziale, ze
wyniki te moZna rozszerzyé na znaeznie szerszg klase operatordw.

Zanim dokonamy tego uogélnienia, zauwazmy Jeszcze, ze jesli réwnanie (8.77) ma
Jednoznaczne rozwiazanie, to wtedy mozemy wyznaczy¢ je w jawnej postaci korzystajac
z wzoru (8.79) i réwnania (8.82). Z tego ostatniego mamy mianowicie

a = (I—214)"'%
lub po rozpisaniu na skladowe

N N
&= nf)= D (=2 by = 3 [T~ Ad) (i 2).

m=1

Podstawiajac ten wynik do wzoru (8.79) otrzymujemy

f=g+2 X N $lI—24) onlvms 2), (8.86)

n=1m=1
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co jost szukanym rozwiazaniem, o ile réwnanie
JERLh =k
lub réwnowazne mu réwnanie
(I-2A0d =0

nie ma rozwigzan. Caly wigc problem rozwiazania réwnania (8.77) sprowadza sie do obli-
czenia macierzy odwrotnej do danej, skoriczenie wymiarowej macierzy. Na réwnanie (8.86)
mozna réwniez spojrze¢ jako na definicje nowego operatora Gk, bgdacego odwrotnoscia
operatora ({— AKp). Zgodnie z wzorem (8.86) piszemy

Ggp =1+ ARg, = (I-2Kp)™?, | (8.87)
edzie

N N
Repf = 2 Z (= 24) L lpns . (8.88)

Operator Ry, nazywa sig rezolwentq operatora Kr. Oczywiécie w rozpatrywanym przypadku
rezolwenta jest tez operatorem skoriczonego rzgdu. Istnieje ona zawsze wtedy, gdy istnieje
macierz ({—A4)~1, tzn. wtedy, gdy

det{I—24) # 0.

Poniewaz wyznacznik det(/—AA4) jest wielomianem stopnia N, to ma on dokladnie N
(niekoniecznie réinych) pierwiastkdw — wynika stad, e rezolwenta Ry F jest meromor-
ficznq funkcjq zmiennej 1, tzn. jest ona analityczna wszedzie z wyjatkiem skoniczonej liczby
biegunéw. W biegunach tych Ry, przestaje istnie¢, a wraz z tym réwnanie

lub réwnowazne mu réwnanie

AKLh=h
majg nietrywialne rozwigzania.
Warto sprobowad sprawdzié¢, 7e rzeczywiscie zachodzi
(I—2Kp) (I+ARg,) = (I+ ARg.) (I-AKp) = L

Jako przyklad jadra skoficzonego rzedu rozpatrzmy réwnanie

™

Fe)=x+2 f IS poyde = x4 ;":‘ [ “ o+
i (8.89)
f sinx’ X ()

Oznaczajac
a; = -uflw_Afcosx'f (xNdx', a,= —1: f sinx'f(x")dx’
V© %

B o

Araer
viaL

kL T

by = — fxcosxdx, by, = —l__—fxsinxdx

u/? 7 g
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mozemy réwnanie (8.89) sprowadzi¢ do ponizszych réwnan

a; = b1+ﬂ.-71?f cos’xdxa,, a, ==, +1%fsin2xdxal.
(4] 0

W zapisie macierzowym bedzie to mialo postaé
a=>b+iAMa, czyli (I-iM)a=bh,
gdzie

a macierz odwrotna (f—AM)~* jest postaci

1 =21 1 1 A2

[—1/2 1] A 1—,12/4‘[,1/2 1]'
< e 1 . 423 sbaf—2
e = P o

2 wi—-4 g tg=i
a1=ﬁ_?4—_"27’ az“‘ﬁ,#_az'

Stad

czyli

Ostatecznie wiec

—4/r) . 1-2/m
J(x) = x+24 E /7) sinx+44 L—%;—l COSX. (8.90)
4— 12 4—2
Oczywiscie, kiedy A = 42, rozwiazanie to dazy do nieskonczonosci, co odpowiada istnieniu
przy tych wartoSciach 2 rozwigzad réwnania jednorodnego.
Szereg Neumanna dla f(x) jest nastepujacy:

kg ™ k11
. A? : ; e
o x+%fdx’sm(x+x’)x’+;2—fdx’fdx”sm(x+x’)sm(x’—£—x’)x’ + ...
0 0 o}

Zgodnie z ustalonymi poprzednio przez nas kryteriami szereg ten jest na pewno zbiezny,
gdy spelniony jest warunek

Lii [f fsinz(x-i—x’)dxdx']m <P
0 0

Wykonujac catkowania stwierdzamy, ze warunek powyzszy sprowadza sig do nierdwnofci
A < J2. A oto explicite kilka pierwszych cztonéw szeregu Neumanna

S(x) = x+ Alcosx —(2/w)sinx]+ A2[(1/2)sinx —(1/x)cos x] + .... (8.91)

Powyisze rozwinigcie jest identyczne z rozwinieciem Scistego wyraZenia (8.90) wzgledem
poteg 2. Ostatni szereg jest jednak na pewno zbiezny dla A < 2. Widzimy wiec, Ze oszaco-
wanie normy operatora catkowego przez catkg z kwadratu jadra tegoZ operatora pozwala
nam na wyznaczenie tylko dolnej granicy na promien zbieznosci szeregu Neumanna. W rze-
czywistosci, nawet gdyby$my znali éci$le norme operatora, to zadanie ||K|| < 1 zapewnia,
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ze szereg Neumanna bgdzie zbiezny, ale nie oznacza to, ze przy ||K|| > 1 bedzie on na pewno
rozbiezny. '
Dla wartosci 4 = +2 wektorami wlasnymi réwnania

f0) = & [ B g

sa odpowiednio funkcje f,(x) = A, (sinx+cosx) i f_(x) = 4_(sinx—cosx). Po unormo-
waniu do jednoéci mamy ;

fi(x) = ‘l/% sin (x-f-%), fo(x) = 'l//% s;in (x—%).

Zauwazmy, Ze rozwiazania te s3 ortogonalne, co byé powinno, gdyz k(x, ¥) = (1/7)sin(x+
+7) jest rzeczywistym symetrycznym jadrem.

00
3k
o(x)
. folx)
fix)
. fi(x)

0 0of 02 03 04 05 0:6 07 08 09 10 (¥/m)

Rys. 8.1 Sciste rozwiazanie f(x) réwnania (8.79) w zestawieniu z pierwszymi trzema prezyblizeniami
' iteracyjnymi szeregu Neumanna: f5(x), fi(x), fz(x). ~

Na rysunku 8.1 przedstawione jest dla wartodci A = 1 $cisle rozwigzanie, wraz z kolej-
nymi przyblizeniami iteracyjnymi:
Jo(x) = x,
Ji(x) = x+ A[cos x—(2/m)sinx],
Fo(x) = x+ Alcosx—(2/m)sin x]+ A%[(1/2)sinx— (1 /) cos x].
Widzimy, ze f,(x) jest bardzo dobrym przyblizeniem §cislego rozwiazania, mimo Ze dla

. 1
A =1 jest ||KF|| z-i—

8.7. OPERAT(-)RY ZWARTE

Mimo Ze jadra skoniczonego rzedu omawiane dotychczas prowadza do réwnan, ktére
mozna rozwiazaé¢ do kofica w jawnej postaci, to jednak bardzo rzadko réwnania takie znaj-
duja bezposrednie zastosowanie w problemach fizycznych. Réwnania catkowe pojawiajgce
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sig w fizyce (np. catkowe réwnanie Schrodingera i jego uogdlnienie relatywistystyczne)
maja zazwyczaj jadra k(x, y), w ktorych zaleznodci od x i y nie mozna sprowadzi¢ do postaci
skoriczonej sumy (8.75).

Dlaczego wobec tego tak wiele czasu poswigcilismy badaniu transformacji skoniczonego
rzegdu? Wyjasnieniem tego jest nastepujace twicrdzenie.

Twierdzenie 8.2. Kazda liniowa transformacja przestrzeni Hilberta, ktorej jadro jest
ciagle i calkowalne w kwadracie Jjako funkcja dwdch zmiennych, moze by¢ dowolnie do-
kladnie przyblizona w sensie normy przez transformacje liniowa skonczonego rzedu.

Dowdd. Z najgrostszym przypadkiem mamy do czynienia wtedy, gdy funkcje w prze-
strzeni Hilberta okreélone sa na odcinku skoficzonym. Dwuwymiarowe twierdzenie Weier-
strassa mowi, ze w tym wypadku k(x, y) moze by¢ jednostajnie aproksymowane przez wie-
lomian, innymi stowy, dla kazdego 4§ istnieje wielomian Py(x,y) z N zaleinym od §
taki, Ze zachodzi

[k (x, ¥)=Pu(x, p)| < 6
dla wszystkich x i y. Zauwazmy, ze jadro w postaci wielomianu jest zarazem jadrem skon-

czonego rzedu, gdyz
N

PN (x: J’) = E Cztmxmyn
m,n=0
dla wszystkich x, y. Mamy wiec

b . b

[ dx [ dylie(x, 3) = Pu(x, )] < (86—

Mozemy wigc znalezé zawsze takie 6 i odpowiadajace mu N, by bylo
' IK—Kyl| < &

dla dowolnego, zadanego z g0ry e, gdzie Ky oznacza transformacje, ktérej jadrem jest
Py(x, y). Jeéli przestrzen Hilberta Jest przestrzenia funkcji okreslonych na odcinkn nieskon-
czonym, to wystarczy jedynie obciaé jadro, przyjmujac Ze jest ono zawsze réwne zeru dla
wszystkich x i y lezacych na zewnatrz pewnego zbioru B o skoficzonej powierzchni. Nazwij-
my to jadro kg, a odpowiadajaca mu transformacje Kp; oznaczajac przez C(B) dopelnienie
obszaru B w plaszczyinie Xy moZemy napisaé

J [ dylke =k, p)2 = [ e [ ke, ).
—w — C(B)

Ale z zalozenia k(x, ») jest calkowalne w kwadracie, mozna wiec wybrac tak obszar B,
by na zewnatrz niego catka z [k(x, ¥)I* byta dowolnie mata. Wybieramy wigc B takie,
aby

‘ |K—K3|| < &2,
Na podstawie poprzednich rozwazafi wiemy, ze mozemy wybraé takie jadro o postaci
wielomianu ky(x, y), by dla odpowiadajacej mu liniowej transformacji Ky byto

[1Kp— Kyl| < &/2.
Ostatecznie mamy
1K= Kyl < [IK—K5l| +[1Kp— Kyl| < e

dfa odpowiednio wybranego N, a to jest whasnie rezultat, do ktérego zmierzalismy.
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Latwo ostabi¢ zatoZenia rozpatrywanego twierdzenia dopuszezajac jadra kawatkami
ciggle. MozZna réwniez rozszerzyC to twierdzenie na przypadek jader catkowalnych
w kwadracie nie ograniczonych poza tym innymi warunkami ciaglo$ci i ograniczonoéci
procz tych, ktére wynikaja z warunku catkowalnoséci. Jedyng trudnoscig w tym ogolnym
przypadku jest fakt, ze jadro moze w niektorych punktach stawaé sie nieskonczone. Na
przyklad w przestrzeni L,{0, 1] lizsiowy operator o jadrze

k(x,yy = 1y x+y (8.92)
jest dopuszezalnym operatorem, poniewaz k(x, y) jest catkowalne w kwadracie. Jednakie
w punkcie x = 0, y = 0 jadro staje si¢ nieskonczone. Trudnosé te latwo przezwyciezyé.
W otym wypadku obcinamy jadro, kiadac je rowne zeru, w tym obszarze, w ktorym
K(x, )| = L, gdzie L jest liczba, ktérg mozemy wybrac¢ jako dowolnie wielka. Obciete
jadro L;{(x,») moze by¢ przyblizone przez wielomian zgodnie z twierdzeniem 8.2.
Poniewaz jednak k(x, y) jest catkowalne w kwadracie, to musi istnie¢ takie L odpowiednio
duze, by blad popeliony zastapieniem &(x, y) przez kg (x, v), tzn. wielkosé

I = |dx [ dylk(x, y)—k(x, y)I?
byla tuk matz, juk tylko cheemy. Wielkos¢ I mozemy przedstawié w postaci
L= | | lk(x, y)2dxdy,
2L

gdzie &, jest zbiorem punktow, dla ktérych [k(x, v)! = L. Jasne jest, Ze musi istnieé takie L,
by powierzchnia obszaru & byla tak mala, jak tylko chcemy (w przeciwnym wypadku
k(x,y) nic byloby catkowalne w kwadracie). Jasne jest rOwniez, 7e 7, musi byé
skonczone dla dowolnego @y, gdy# inaczej k(x, y) znow nie byloby catkowalne w kwadra-
cic. Pozostaje jeszeze do rozpatrzenia mozliwosé, ze chociaz pole powierzchni obszaru @2,
jest tak mate, jak tylko cheemy, to jednak calka z |&(x, 3)|? po tym dowolnie maiym obszarze -
pozostaje skonczona. Mozna istotnie wyobrazi¢ sobie obickty, ktore sa csobliwe w tak:
whasnie sposob, ze catka po dowolnie malym obszarze pozostaje skoniczona; funkcja &
ma na przyklad te whlasnosé. Jednakze w teorii catki Lebesgue’a (a rowniez Riemanna)
obiekty takie sg wykluczone z klasy dopuszczalnych funkcji, a zatem wyrzucamy je row-
niez z przestrzeni wektorowej funkcji,catkowalnych w kwadracie. Jadro (8.92) podane przy-
ktadowo, mimo Ze jest osobliwe w poczatku ukladu, posiada jednak te wlasnosc, ze catka
z [k(x, »)I* po dowolnie malym obszarze zawierajacym poczatek ukladu dazy do zera,
gdy pole tego obszaru dazy do zera. A zatem twierdzenie 8.2 moze by¢ rozszerzone na prze-
strzen funkgji catkowalnych w kwadracie.

Ze wzgledu na praktyczna wazno$é¢ jader catkowalnych w kwadracie (patrz na
przyktad paragraf 8.3) twierdzenie powyzsze jest niezwykle wazne. W rozdziale 9 wiele
uwagi poswigecimy doktadnemu zbadaniu jego konsekwencji. Mimo to, czesto wygodniej
jest postugiwad si¢ bardziej subtelng wiasnoscia operatordw catkowalnych w kwadracie
(réwnowazna, jak si¢ okazuje, mozliwosci aproksymacji przez operatory skoficzonego rzedu).
Chodzi nam tu o pojgcieszwartoéci operatora.

Definicja 8.8. Operator liniowy w przestrzeni metrycznej pazywa sig operatorem
zwartym, jesli przeksztalca on dowolny ograniczony ciag wektoréw (tzn. normy
wszystkich wektoréw ciggu sg mniejsze od ustalonej liczby) w ciag zawierajacy podciag
zbiezny w sensie normy.
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Pojecie zwartoéei jest mocniejsze od pojecia ciaglosci. Transformacja ciagta (tzn. ogra-
niczona) zachowuje zbiezno$¢ ciagéw, tzn. jeéli ciag {f,} jest zbiezny, to ciag {Kf,} jest
tez zbiezny, o ile K jest ciagle. Operator zwarty zmusza ciag do zbieznoéci, nawet jesli po-
czatkowo nie byt on zbiezny. Zeby zrozumieé istote zwartosci, nalezy sobie u§wiadomié, ze
moga istnie¢ ciagi ograniczone nie posiadajace podciagu zbieznego. Ciagi takie moga
istnie¢ w przestrzeni nieskofczenie wymiarowej, gdyz w przestrzeni o skoficzonej
liczbie wymiaréw nie jest to mozliwe na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa®”,
Mozna réwniez powiedzie¢, Ze w przestrzeni n-wymiarowej kazdy operator ciagly jest ope-
ratorem zwartym.

WprowadZmy teraz niektére proste wlasnosci odwzorowania zwartego. Oczywiste
jest, ze suma skoficzonej liczby odwzorowan zwartych jest odwzorowaniem Zzwartym.
Mozna réwniez dowies¢, Ze iloczyn odwzorowania zwartego i odwzorowania ograniczonego
jest odwzorowaniem zwartym. Przypuéémy bowiem, Ze K jest odwzorowaniem zwartym,
a B ogrpniczonym. Rozpatrzmy dziatanie KB na ciag {f,}, gdzie ||f,|| < C dla wszystkich #.
Operator K dziala na ciag {Bf,}, ktéry jest ciagiem ograniczonym, poniewaz B jest
opgratorem ograniczonym. Poniewaz K jest zwarty, przeto musi istnieé podciag ciagu
{KBf,}, ktory jest zbiezny w sensie normy do granicy, a wigc KB jest operatorem zwartym.
Rozpatrzmy teraz operator BK dzialajacy na {f,}. Poniewaz K jest zwarty, wice {K7,}
posiada podciag zBliezny w sensie normy. Poniewaz operator B jest ograniczony, wigc jest
ciagly, a wiec {BKf,} posiada podciag zbiezny odpowiadajacy podciagowi zbieznemu
ciagu {Kf,}. : =

Pokazemy teraz, ze rzeczywiScie istnieja odwzorowama zwarte. Wezmy w tym celu
przestrzen funkcji catkowalnych w kwadracie i weimy odwzorowanie separowalne K,
z jadrem

' kd(x, y) = p(x)p*(»)
oraz dowolny ciag {f,}, gdy || fil] < C dla wszystkich n. Rozwazmy ciag

Ksfo = ¢, 1)
Poniewaz |(y, f,)| < ||yl - [If4l], wiec ciag liczb zespolonych (w, f,) jest na plaszezyinie ze-
spolonej ograniczony, a zatem posiada podciag zbiezny (twierdzenie Bolzano-Weierstrassa).
Oznaczmy granicg takiego podciagu litera / i rozpatrzmy

1Kefr, = 1611 = N1, /1)~ < 111 1, i) — 1,
gdzie m(k = 1,2, 3, ...) wybiera podciag zbiezny. Poniewaz [(p, f,,,)—l | dazy do zera przy
wzroscie 7, przeto mamy

Kofy = 1§

w sensie zbieznosci wedhug normy, a zatem X, jest odwzorowaniem zwartym. Rdwniez
kazdy operator skoriczonego rzedu jako skoriczona suma operatoréw separowalnych jest
operatorem zwartym. N

Istnieje oczywiscie mnéstwo operatordw, ktére nie sa zwarte. Rozwazmy na przyklad
operator Dy = —id[dx dziatajacy w przestrzeni funkcji catkowalnych w kwadracie okreélo-
nych na odcinku [0, 1]. Wiemy, ze ciag {f, = ™} jest ciagiem ograniczonym, ale

*) Dla naszych celéw twierdzenie Bolzano-Weierstrassa moina sformulowaé nastepujaco: z kazdego

ograniczonego ciagu punktéw w n wymiarowej przestrzeni euklidesowej moina wybraé podciag
zbiezny.

198




{Df, = ne™™*} nie zawiera Zadnego podciggu zbieznego. W istociehawet tak prosty operator
jak operator jednostkowy (odwzorowanie tozsamosciowe) nie jest zwarty.

Szczegdlnie interesujacy cecha operatordw zwartych jest to, ze granica dowolnego ciagn
operatorow zwartych jest zndw operatorem zwartym.

Twierdzenie 8.3. Jedli ||K;—K]|| — 0 przy i — oo oraz K jest odwzorowaniem zwartym
dla kazdego i, to K jest réwniez odwzorowaniem zwartym.

Dowéd. Niech {f,} bedzie dowolnym ograniczonym ciggiem funkcji. MoZzemy zatem
wybraé podciag £ taki, ze {K,f;{'} jestzbiezny w sensie normy, poniewaz Ky jest zwarty.
Rozpatrzmy teraz ograniczony cigg {f{}}. Mozemy z niego wybraé podciag {f{2} taki, ze
{K,f$?'} jest zbiezny w sensie normy. Proces ten mozemy przediuzaé nieograniczenie
otrzymujac w koncu ciag {¢n.} taki, ze {K;@n} jest zbiezny w sensie normy dla wszystkich K;.
Rozpatrzmy teraz

_K¢m = Kfﬁn_‘l(iﬁbn +Kid’n_‘Ki¢m+Ki¢m_ K¢m'

Z nieréwnosei tréjkata mozemy napisaé, ze
|| Kpy— Kpml| < ||Kdn— Kipal| + || Kithn— Ki@mll + | Kipn— Kt <
< [|K=Kill - ||@all + || Kipn— Kibmll + [| K—Kil| * [| Pl |-

Poniewaz ¢, jest ciagiem ograniczonym, wigc

”Ktﬁn—Kqﬁm” < C”K_Kt”+ ”Klqbn"'KlquH
Poniewaz ||K— K;|| — 0, mozemy wigc wybra¢ dostatecznie duze i, dla ktorego

[|IK—K;|| < egf2C.

Dia m, n > N drugi czton po prawej stronie w poprzedniej nierdwnosci moze by¢ oszaco-
wany przez /2, a zatem dla m, n > N mamy

[ Kpn— K| < &

Oznacza to, ze ciag {K¢,} jest zbieiny, co nalezalo udowodnic.

Jak wspomnicliémy, kazde odwzorowanie z jadrem catkowalnym w kwadracie mozna
dowolnie aproksymowa¢ w sensie normy przez odwzorowanie skonczonego rz¢du. Wynika
stad, ze odwzorowania takie sa zwarte. Twierdzenie to lezy u podstaw faktu, Ze
operatory rzutowe P, zdefiniowane w paragrafie 8.2 nie sa zbiezne w sensie normy do opera-
tora jednostkowego 1. Gdyby byly zbiezne, to poniewaz P, jest operatorem skorczonego
rzedu, a zatem zwarty, wigc z twierdzenia 8.3 wynikaloby, Zze operator jednostkowy jest
zwarty, co nie jest prawda.

Pokazaliémy. 7ze dowolny operator, ktory moze byé w sensie normy aproksymowany
przez operatory skorczonego rzedu, jest zwarty. Chcemy teraz pokazaé, 7e twierdzenie
. wrotne jest réwniez prawdziwe, to znaczy ze kazdy operator zwarty moze by¢ przybli-
7any dowolnie dokladnie w sensie normy przez cigg operatoréw skoficzonego rzgdu.
Dowdd jest znacznie prostszy, gdy istnieje ortonormalna baza w przestrzeni, dlatego ogra-
niczymy sie do dowodu tego twierdzenia jedynie w przestrzeni Hilberta.

Wzorujac sie na metodach z rozdz. 5 wyobrazmy sobie, ze mamy do czynienia z opera-
torem calkowym, ktérego jadro jest k(x, y). Niech {¢,} bedzie ortonormalna baza w L,.
Piszemy

Kxy) = X ($ndh DdX)P5H0)

r,m=1
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w sensie zbieznosci $redniej. Do wypisania powyzszego wzoru potrzebny nam byt fakt,
ze zbibr wszystkich iloczynéw Du(x)dn(y) [albo Da(X)PR()] tworzy zupelng ortonormalng
baz¢ w przestrzeni funkcji dwéch zmiennych catkowalnych w kwadracie, do ktérych nalezy
k(x, y); urywajac powyZsza sumg przy pewnym, dostatecznie duzym N, dostajemy jadro
skoficzonego rzedu

N

knCay) = D' (dudt, Dbu(0020).
Rym=1
Opierajac sig na analogii z szeregami Fouriera, mozna mie¢ nadziejg, Ze powyzsza skoficzona
suma bedzie aproksymowaé k(x, y) dowolnie dokladnie w sensie normy, o ile tylko N
bedzie odpowiednio duze. Odpowiadajace jadru kn(x, ¥) odwzorowanie Ky jest zdefinio-
wane nastgpujaco:

Kaf = 3 0@t ) (G f). (8.93)

mm=1
Mozemy to krécej zapisaé w postaci (patrz zadanie 8.26)
Ky = PyKPy,

gdzie Py jest operatorem rzutowym zdefiniowanym wzorem

N
Pyf= 3 (n s | (8.94)

Na podstawie powyzszej dyskusji mozemy koncowe twierdzenie tego rozdziatu sformulo-
wac w calej ogdlnosci :
Twierdzenie 8.4. Niech {¢a} bedzie bazg® ortonormalna w przestrzeni Hilberta H,
a K niech bedzie operatorem zwartym w tej przestrzeni. Przez Py ozmaczamy operator rzu-
towy rzutujacy na podprzestrzen przestrzeni H rozpigta przez P ¢n}. Operator
Ky = PyKkPy dazy w sensie normy do operatora K, jesli N dazy do nieskonczonogci.
Dowdd. Rozpatrzmy

K—KN = K—'PNKPN = K—‘PNK'*‘PNI{*PN'KPN = (I—'PN)I{'I‘PNK(I—PN}. (895)

Gdyby bylo prawda, ze P, dazy do I w sensie normy, to nieréwnosé trojkata zastosowana
do réwnania (8.95) zakonczylaby natychmiast dowdd, ktéry musiatby w takim wypadku
by¢ stuszny dla dowolnego operatora ograniczonego. Jednakze przekonali$my sie niedaw- )
no, ze Py nie dazy do I w sensie normy. Nie mogac oprzeé si¢ na nieréwnosci tréjkata
udowcdnimy nasze twierdzenie przez sprowadzenie do niedorzecznodci. Jeili bowiem
twierdzenie nie byloby stuszne, to musialaby istnie¢ pewna liczba rzeczywista a, taka ze
dla kazdego #» powinien istnieé wektor fy spetniajacy :

(K=Kl > allfl, ; (8.96)

gdzie a > 01 nie zalezy od . Gdyby 1akiej liczby nie mozna bylo znalezé, to znaczyloby to
zgodnie z definicja 8.7, ze Ky dazy do K w sensie normy. Dzielge teraz obie strony nieréwnosci
&
*) Zakladamy tu istnienie przeliczalnej bazy w H. Przestrzed Hilberta o tej wlasnosci nazywa sig
separowalna przestrzenia Hilberta; wigkszosé, ale nie wszystkie przestrzenie spotykane w zastosowaniach
fizycznych sa tego typu. Dowdd twierdzenia 8.4 moze byé rOZszerzony i na przesirzenie nieseparowalne,
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(8.96) przez ||f,]| mozemy powiedziec, e jesli twierdzenie nie jest prawdziwe, to istnieje
ciag funkeji {f,:||f:ll = 1}, dla ktérego
K=Kl > a (8.97)

dla wszystkich ». Zakladajac Zze K jest operatorem zwartym pokazemy, 7e nieréwnosé
(8.97) nie moze by¢ prawdziwa, a zatem Ze twierdzenie 8.4 jest spelnione. Warto podkreslié,
Ze nie wystarczy pokazaé w tym celu, ze dla kazdego ustalonego fe H norma K=K — .
— 0. Ten wynik réwnieZ tatwo wynika z (8.95) przez zastosowanie nierdwnosci trdjkata.

Zaczniemy dowdd od’skorzystania z tego, Ze [|[Py]| < 1,1z nieréwnosci trdjkata zasto-
sowanych do réwnania (8.95) dostajemy

(K= Kw)fwll < [lU—Py)Kfull+|Px K(I—Py)fy|| <
< (= Pw) Kfnl |+ || K(Z— Py)full. (8.98)

Musimy teraz pokaza¢, ze zaréwno ||(I— Py)Kfyl|, jak i [|K(I— Py)fyl| staja sie male ze
wzrostem N. W tym miejscu decydujaca rolg zaczyna odgrywaé zwartosé K. Pozwala ona
wybraé z ciagu {fy} podciag {g.} taki, z¢ {Kg,} dazy do granicy, powiedzmy & & H. Roz-
patrzmy réwniez ciag {(/— P,)&,}, kt6ry jest ograniczony, poniewaz |[I—P,|| = 11 ||g,|| =
= 1. Poniewaz K jest zwarte, moZemy wybra¢ podciag {(/— Pn)gn} taki, ze {K(I—Po)gm}
dazy do granicy, powiedzmy #» € H. Zauwazmy, ze {Kg,} bedzie dazyé do &, peniewaz
(Kg,} dazy do &, a {g,} jest podciagiem ciagu {g,}. Zeby nie komplikowaé notacji kolejne
podciagi ciggu fy oznaczamy nowymi literami g, i 2., ale pamietajmy o tym fakcie w trakcie
dowodu.

Gléwny punkt dowodu jest juz poza nami, pozostalo jeszcze parg oszacowan wielkoscl
NI —=Pu)Egnl| 1 ||K(I—Pm)gnl]. Rozpatrzmy najpierw ||(/—P,)Kg,ll. Piszemy

(I_PM)Kgm = (I_Pm) (Kgm“‘ §)+(1_Pm)‘5;
gdzie & jest ustalonym wektorem. Korzystajac z nieréwnosci trdjkata i tego, ze
j{—Pp|| = 1, mamy
HI—Pm)Kgull < |(I—Pw) (Kgm— ||+ |[{{—Pu)éll < || Kgm— &l +]|1E— Prél].

Ale na mocy konstrukcji Kg,, dazy w sensie normy do &, a poniewaz £ jest ustalone, wiec
iP,¢& dazy do & w tym samym sensie, a zatem
[{({—Pm) Kgml| — 0. (8.99;

Zajmijmy si¢ na koniec oszacowaniem ||K(f— Pp)g.|. Na mocy konstrukcji ,przy
m — o, K(I--P,)g. dazy w sensie normy do 7. Pokazemy, Ze ||y|| = 0. Rozpatrzmy

Il = @, n) = lim (9, KU—Pogn) = lim ([~ Pw)K 'y, gu),

gdzie skorzystaliSmy z faktu, Zze P, jest samosprzgzony (w drugiej rownosci powyZszego
wzoru; patrz zadanie 8.21a). Ale dzigki nierdwnosci Schwartza mamy

i korzystajac z faktu, ze ||g,|| = 1, dostajemy

[lmll* < lim [|({—-Pa)KTy]|.

m—=o
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Poniewaz KTy jest ustalonym wektorem, przeto [|(/—Pn)K'|| — 0 dla m —» oo, a wige
[inll = 0. Wektor % jest wiec wektorem zerowym, a poniewaz K(/—P,)g, dazy do 7
W sensie normy, mozemy napisaé

| K(I—Pp)gmll = 0 (8.100)

przy m — co. Podstawiajac wyniki zawarte we wzorach (8.99) i (8.100) do nierdwnoéci
(8.98) widzimy, Ze

[|(K— Kum)gml| = 0
przy m — co. Ale g, jest podciagiem poczatkowego ciagu fy, dla ktérego zalozylismy
I(K—Ky)fv|| > a. Nieréwnos$¢ powyzsza z liczba a Scifle dodatnia jest zatem stuszna
i dla ciggu g,. Stanowi to wraz z rezultatem [|[(K—K,)gmll = 0 Zadana sprzeczno$é.
Twierdzenie nasze jest wigc udowodnione.

Twierdzenie 8.4 sugeruje bardzo atrakcyjna metodg rozwigzywania réwnan z operato-
rami zwartymi. Dzielimy taki operator na ,,mata” cz¢$¢ plus operator skonczonego rzedu.
Rozwigzujac zwyczajng technika macierzowa rownanie z operatorem skoficzonego rzedu
mamy punkt wyjScia do szybkobieznej procedury iteracyjnej z pozostalym operatorem.
W praktyce wicle probleméw w zastosowaniach fizycznych i technicznych rozwiazywaé
trzeba ta wlasnie metoda, gdyz wystgpujace operatory nie sa ani tak ,,male”, by bylo
prawdziwe proste przyblizenie Borna, ani tez nie nalezg do klasy operatoréw skonczonego
rzgdu. Giéwnym problemem, ktdry pozostaje, jest wigc rozwinigeie praktycznej metody,
w ktorej bylyby potaczone te dwa procesy, t]. iteracja i przyblizenie skoriczonego rzedu.
Temu celowi jest poswiecony gtéwnie rozdziat 9.

ZADANIA

1. Udowodnié, ze przestrzefi C funkcii ciaglych na [a, 5] z norma zdefiniowana jako
[1/1l = max |f(x)|
a<x<<bh

dla f e C jest przestrzenia Banacha, tzn. wykazal, e jest ona zupelna ze wzgledu na
POWYZSZa norme.

2. Nieréwnos¢ Holdera

a) Wykazaé, ze funkcja f(z) = z*—az—f przyjmuje warto§¢ maksymalna w punkcie
z = 1, jeSli @ < 1, oraz Ze ta warto$¢ maksymalna réwna sig zeru, je§li f = 1 —«, a zatem
< aztfjeslia<li f=1—0.

b) Stosujac zamiang zmiennych z = x/y wykazad, ze x*yf < ax+ Sy, gdzie jak poprzed-
noa<lif=1-a

¢) Przypusémy teraz, ze [f(x)|” i |g(x)|* sa funkcjami calkowalnymi i 1/p+1/g = 1.
Korzystajac z wynikdéw punktu (b) udowodnié, ze

1 1
el ==l —glt,
Jel rid P

a wiec funkcja | fz] jeét réwniez catkowalna.
d) Wykazaé, ze jesli [f(x)|? i |g(x)|? sa calkowalne, to

[ 1@ ax] <[ [1/pax] " [ lgcaieax] ™.
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Wskazéwka: Zastosowaé wynik punktu {c¢} do funkcji
F(x) = fEff\fex)|Pdx}tip G(x) = g/ flex)ladx) .

Wrynik ten jest uogdlnieniem nierownos$ci Schwartza dla przestrzeni Hilberta i nazywa sig
nieréwnoscia Holdera.

3. Nieréwno$é Minkowskiego

a) Wykazaé, Ze [ f(x)+g(x)[P < 27[|f(x)[P+|g(x)I?] i jesli /i g naleza do L, (przestrzeni
p — catkowalnych funkcji), to i f+g nalezy do L,. Oznacza to, ze L, jest istotnie prze-
strzenia wektorowa.

b) Wykazaé, zedlap > 1

[1fD+g@@irdx < [If@IFx)+eP~ de+ [ 8GO ) +g(x)P~* dx
ize|f+g/P~* nalezy do L, jeSli i g nalezy do L,, gdzie 1/p+1/g = 1.

¢) Stosujac nieréwnosé¢ Holdera (patrz zadanie 8.2) do kazdej z dwoch calek po prawej
stronie nierowno$ci w punkcie (b) wykazac, ze

[ 1e+etorax]” < | [170rdx| "+ | [ 1gtrax] .

Jest to nier6wno$¢ Minkowskiego. Widzimy ze [ [ | f(x)|”dx]"/? definiuje rzeczywiscie norme
w przestrzeni L,; nierowno$¢ Minkowskiego jest po prostu sformufowaniem nieréwnosci
trojkata, ktora jest niezbednym skiadnikiem definicji normy.

4, Rozwigzaé réwnania

2) () = 1+4 [ e & 1)y,
Q
b) f(x) = 1+12f0)dy

przy pomocy iteracji. Dla jakich wartosci 1 szereg iteracyjny jest zbiezny?
5. Mnozac obie strony réownania (8.27) przez FY/3(r) [zakladamy, ze V(r) jest $ciSle
dodatnie] wykazaé, Ze

B = E0)+ [k, ¥, E)Yp@r)ar,
gdzie zdefiniowali$my
P = Vy(), &r) = V)

| k(r, ¥, E) = V2(0)Gr, ¥, E)PV(r").

Oznaczajac operator catkowy, ktdrego jadrem jest funkcja lz(r, r', E), symbolem K wykazac,
7e norma operatora K jest taka sama jak norma jadra z réwnania (8.27) otrzymana
metoda funkcji wagowej. Wykazaé réwniez, Ze jesli iterujemy rownanie dla funkeji #(r),
to wyrazenie V!/*(r) nigdy faktycznie sic w rachunkach nie pojawi — dostaniemy zwy-
czajny szereg Borna dla w(r) z dodatkowym czynnikiem multiplikatywnym V/*(r).

6. Oszacowa¢ norme jadra réwnania Lippmanna-Schwingera dla przypadku ¥(r) =
= Voe™#". Dla jakich wartoéci V, szereg Borna bedzie zbiezny wedlug tego oszacowania?

7. a) Przypu$émy, Ze mamy opisany funkcja & przyciagajacy potencjal w jednym
wymiarze ¥(x) = —V,d(x). Korzystajac z wynikdéw zadania 7.10 wykazaé, ze potencjal
ten wytwarza dokladnie jeden stan zwiazany, niezaleznie od tego, jak wielka bylaby war-
tos¢ V. Wyznacz energie wiazania i funkcje falowa dla tego stanu.
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b) Przypusémy, Ze czastka o dodatniej energii £ pada na potencjal F(x) = Vyd(x)
w jednym wymiarze. Jaki uwlamek czgstek zostanie przepuszczony, a jaki odbity od tego
potencjatu?

8. a) Mamy potencjal V(x) w jednym wymiarze, ktory znika na zewnatrz przedziatu
{—a/2, a/2]. Funkcj¢ falowa w przedziale [— o0, —a/2] oznaczamy przez y,(x), funkcje
falowa w obszarze [—a/2, a/2] oznaczamy przez .(x), a w obszarze [g/2, o] oznaczamy
przez ws(x); przyjmujemy ponadto E = h*k?/2m, gdzie energia £ > 0, a m jest masa
czastki. Korzystajac z wyniku zadania 7.10 wykazad, ze

ikx I-}’)'I —ikx o ikx’ ’ r '
Pi{x) = e — T ¥ ‘ e (x Iy, (x) dx’,
L)
i b a/2
p : on - ; ’ ,
pa(x) = e 1 — s [ e V(X ya(x")dx
‘ S :
Graz
al2
s im el Aae , -
pa®) = o™ o | I p(x)
—-af2

Widzimy, Zze na to, by okreslic funkcje w obszarze, gdzie potencjat znika, wystarczy znac
funkeje falowa jedynie w obszarze, gdzie potencjal jest rézny od zera.

b) Przyjmujemy, ze w punkcie (a) V(x) = V, = const w interesujacym obszarze.
W tym wypadku

al2
p mV T
Pax) = e — fz'/_o' [ el (x)dx".
170
—aj2

Wykazaé, ze n-ty czlon szeregu iteracyjnego dla tego rdéwnania jest mniejszy co do war-
tosci bezwzglednej od (mVoa/fi*k)"™!, a zatem szereg iteracyjny jest zbieiny, jesli
(mVoa/h*k) < 1, a poniewaz ik = p = mv, to mamy rOwnowazny warunek Voa/ho < 1.
Whniosek ten jest stuszny réwniez dla trzech wymiardéw, ale wtedy znacznie trudniej go udo-
wodni¢. Zauwazmy, ze metody przestrzeni Hilberta uzyte w tekécie daja Kryterium na
zbieznos¢ szeregu Borna w trzech wymiarach, ktore jest niezalezne od energii czastki,
podczas gdy kryterium Voa/hiv < 1 mowi, ze niczaleznie od wielko$ci potencjatu, szereg
Borna bedzic zawsze zbiezny dla dostatecznie duiej energii czastki.

9. Stosujac metode funkcji wagowej wykazac, ze w jednym wymiarze szereg iteracyjny
dla rownania Lippmanna—Schwingera bedzie zbiezny, jesli f

1 e8]
?EIV(x)dx<l,

gdzie V(x) jest potencjalem. Zauwazmy, ze jesli zasieg potencjatu wynosi a, to

| V(xydx = Va,
gdzie V jest wartoscia $rednia potencjatu. Wynik ten jest prostym uogdlnieniem wyniku
z zadania §(b). W tamtym problemie podstawowe idee fizyczne sa bardziej przejrzyste,
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odyz istnicje ostra granjca miedzy obszarem dzialania sit 1 obszarem gdzie potencjal jest
réwny zeru. Funkgja wagowa jest niezbedna, poniewaz potencjaly uzywane w praktyce
sa na ogdl réine od zera we wszystkich punktach przestrzeni, chociaz w wiekszosci
punktéw ich wartos¢ jest mata.

10. Przyjmujemy, ze w zadaniu 8(a) potencjat ¥(x) = ¥, = const, gdzie ¥V, jest male
w sensie zadania 8(b). Obliczy¢ w, i y; stosujac dla vy, przyblizenie najnizszego rzedu.
lle wynosi prawdopodobienstwo przejScia w tym przyblizeniu? Jakie jest prawdopodo-
hienstwo odbicia? Zauwazy¢, Ze suma tych prawdopodobienstw nie jest réwna 1. Dlaczego?
(Sciste odpowiedzi mozna znalezé w ksiagzce L. I. Schiffa ,,Quantum Mechanics”, drugie
wydanie, rozdziat 17, McGraw-Hill 1955.)

11. Wykazaé, Zze jesli ¥(r) zmienia znak dla réznych wartoscei r, to odpowiednia mody-
fikacja funkcji o(r) w metodzie funkcji wagowej polega na przyjeciu do(r) = |F(r) dr.
Oszacowaé norme operatora catkowego w roéwnaniu Lippmanna-Schwingera stosujac te
funkcje wagowa.

12. a) Korzystajac z podstawienia w(x) = e**¢(x) w jednorodnym réwnaniu Lip-
pn:lannaHSchwingera wykazaé, ze ¢(x) spelnia réwnanie catkowe

. % . 0
im ; . 7 R g Zikx’ ’ ’ 4
o) = 1- - fV(x)gb(x)dx ~ e f 2 V(" )p(x') dx’.
-0 X

b) Postaraj si¢ znalez¢ argumenty przemawiajace za tym, Ze ostatni czton w powyiszym
réwnaniu jest zaniedbywalnie maty dla duzych wartosci &k (to znaczy dla duzych energii
czastki padajacej).

¢) Zaniedbujac ten czlon wykazaé, ze w tym przyblizeniu funkcja ¢(x), ktora bedziemy
oznaczaé ¢z(x), spelnia réwnanie rézniczkowe

dpg(x) im
) V()

z warunkiem brzegowym ¢e(—o0) = 1. Wykazaé, ze w takim razie
Pp(x) = cxpl- im fV(x’)dx’ \
& |7 Bk

Przyblizehie to nazywa si¢ przyblizeniem eikonalnym; jego uogélnienie na przypadek
trojwymiarowy okazalo si¢ bardzo uzyteczne w badaniu nicktérych probleméw rozpro-
szeniowych przy wysokich energiach.

d) Wracajac do punktow (a) i (b) wykazaé, ze dla potencjalu V() = V,, gdy x €
e[—af2, a/2] i V(x) = 0 dla pozostalych x, ostatni czton réwnar.a w ukcie (a) jest
rzeczywiscie maty dia kX — co. W oszacowaniu tym nalezy zasta“i¢ ¢(x) pr  c..in przy-

blizeniem tej funkcji przez ¢p(x) znalezionym w punkcie (c). *~°  aiq.a sig calca jest
bardzo prosta; wykazac, ze warto§¢ rozpatrywanego czlonv jeu. .naiejs.a od

ijE® B

21V, 4| °

a wiec rzeczywifcie dla £ % V, &zlon ten moze byé¢ zaniedbany.
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13. Rozpatrujemy rownanie rozniczkowe
d*x(t) dx(t)
i oAl

dla ttumionego oscylatora harmonicznego.
a) Wykaza¢, ze jesli x(0) = x, i x(0) = 0, to x(z) spelnia réwnanie catkowe

+wix(®) =0

2
x(t) = xpcoswgt+ e

3
sinwyt —2y f coswg(t—1)x(t)dt’.

b) Wykaza¢, Ze pierwszych kilka czlondéw szeregu iteracyjnego dla tego réwnania zga-
dza sig¢ z rozwinigciem $cislego rozwigzania do 0dpow1edn1ego rzedu.,

14. Wykazac, ze x,(f) dane wzorem (8.49) spelnia warunek zachowania energii do
rzgdu 6, gdzie & = sxo/w§ = ax,/k. To znaczy wykazaé, ze

! axg + 0(82),

Ikxl-{- L 1kxﬁ+3

1
—mx1+2 3 3

2
gdzie 0(d%) oznacza czlony rzedu 62 i wyzsze.

15. Rozwigzujge réwnanie oscylatora anharmonicznego w paragrafie 8.4 pisaliSmy x,(2),
x4(1), x,(2)itd. na oznaczenie zerowej iteracji, pierwszej iteracji, drugiej iteracji itd. Podob-
nie, oznaczmy Xo(1), X, (t), X,(7), t¢ czesé rozwigzania iteracyjnego, ktéra zawiera wszystkie
czlony do rzedu 8° rzedu 6%, rzedu 62 itd. Oczywilcie Xo(f) = xo(2) i ¥,(7) = x,(1),
ale x,(#) jest tylko cze$cia x,(f). Wyznaczyé X,(t) (bedzie to wymagato policzenia jedynie
paru czlonéw wechodzacych w sklad x5(2)) i wykazaé, ze wszystkie czlony X5(¢), liniowe
w ¢ moga by¢ usunigte, az do rzgdu 63, jesli zastapimy wszedzie w funkcjach trygono-
metrycznych czgsto$é w, przez w, . Wielko$é w, zapisujemy w postaci

w; = woll +ad+b6%+cd3]H2,
Wyznaczy¢ wartosci a, b oraz ¢, ktére rzeczywiscie usuwaja czlony liniowe zmiennej 2.
Stosujac argumenty fizyczne podaé, jak duze moze byé x,, by powyisze rozwiniecie dla
@, bylo jeszcze zbieine (wyobrazamy sobie, ze powyzsza redefinicja czestosci jest przepro-
wadzona we wszystkich rzedach §).

16. a) Wyprowadzi¢ rdwnanie calkowe réwnowazne réwnaniu rézniczkowemu dla
oscylatora anharmonicznego

XD+ oi3x(t) = —ax3(t).
W wyprowadzeniu tym nalezy skorzysta¢ z funkcji Greena dla operatora d?/dt®+wj.
Przyjac, ze x(0) = x, i x(0) =

b) Przeiterowaé raz to réwnanie i podaé pierwsza poprawke do rozwiazania najniz-
szego rzedu, tj. xo(t) = xoC08wW, L. .

17. Dla uktadu z zadania 8.16 znaleZé x,(¢) (uzywamy notacji wprowadzonej w za-
daniu 8.15). Wykazaé, ze piszac :

w; = wo[l +ad+bd?)12

i wybierajac odpowiednio stale a i b mozemy wyeliminowaé do rzedu 82 wszystkie czlony
W X(#) proporcjonalne do ¢ i ¢2, jesli zastapimy w funkcjach trygonometrycznych czestosé
Wy PrZeZ POWYyZsze w, .
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18. Rozwiazaé réwnania:

a) f(x) = x+ 2 [ e"Ef(y)dy,
; 2

b) f() = x+— [ cos(x+)/(r)dy.

_ o

9. Znalezé odpowiadajace jedynemu stanowi zwiazanemu rozwigzanie calkowego
réwnania Schrodingera z potencjalem separowalnym o postaci —g2o(r)o(r’), gdzie
o(r) = e”*fr. Wykaza, Ze stan zwigzany istnieje wtedy i tylko wiedy, gdy g* >
> h?u®/(4mm), gdzie m jest masa zwigzanej czastki. Wykazaé réwniez, Ze energia stanu

zZwiazanego wynosi
2 [ 21172 2
P || .
2m uh?

Jaka jest funkcja falowa stanu zwiazanego?
20. Rozpatrujemy wielkos¢é

s o AR :

T "
(g7 +p2)* + 7(41- —iu)?

gdzie T = 4mmg?/h?, a q; = (ZmE/h*)!'? [patrz réwnanie (8.73)]. Wykazaé, Ze jezeli nie
ograniczamy sie¢ do rzeczywistych fizycznych wartoéci E, to znaczy jesli traktujemy f5(E)
jako funkcje zmiennej zespolonej na dwuplatowej powierzchni Riemanna z cigciem wzdiuz
dodatniej polosi rzeczywistej, to funkcja f5(E) jest jednoznaczna i analityczna wszedzie,
z wyjatkiem bieguna drugiego rzedu w punkcie £ = —#?p®/2m na pierwszym placie,
bieguna pierwszego rzedu w punkcie E = —h%(u+)/ z/u)?/2m na drugim placie i tzw. bie-
guna stanu zwiazanego, ktéry moze by¢ albo na pierwszym, albo na drugim placie. Jesli
4 >V 7/u, to biegun ten jest na drugim placie w punkcie E = —h%()/v/p —p)*/2m;
jesli /' z/u > u,to biegun ten lezy na pierwszym placie w punkcie £ = — B2 (Y Tlp—p)22m.
Ta warto$¢ E jest dokladnie energia stanu zwigzanego wyznaczona w poprzednim za-
daniu, Widzimy wigc, ze kiedy g2 spada ponizej wartodci krytycznej niezbgdnej do
utworzenia stanu zwiazanego, to wplyw stanu zwiazanego na amplitud¢ rozproszenia
nie znika w magiczny sposdb — biegun odpowiadajacy stanowi zwigzanemu przeehodzi
w sposéb ciagly z pierwszego ,.fizycznego™ platu na drugi plat.

21. Omawiajac jadra skonczonego rzedu na poczatku paragrafu 8.6 wprowadziliSmy
pokrdtce pojecie funkcjonatu liniowego. Celem tego zadania i dwdch nastgpnych jest
zapoznanie czytelnika z niektdrymi najprostszymi aspektami funkcjonatéw liniowych na
przestrzeni Banacha. Przyjmujemy nastepujace definicje. Funkcjonal F na przestrzeni
Banacha B jest odwzorowaniem przypisujacym kazdemu elementowi g € B liczbg zespo-
long (je$li B jest okre$lone nad cialem liczb zespolonych). Dzialanie odwzorowania F.
na g oznaczaé¢ bedziemy F(g). Mowimy, 2e F jest funkcjonalem lniowym, jesli
F(ag, +fg,) = «F(g,)+ pF(g,) dla wszystkich liczb zespolonych « oraz f i dla wszystkich
g1, &2 € B. Funkcjonal F nazywa sig ograniczony, jesli istnieje liczba rzeczywista M taka,
ze |F(g)] < M||g|| dla wszystkich g € B, przy czym M ma by¢ niezalezne od g. Rozpatrzmy
teraz dwa zagadnienia:
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a) Niech F bedzie ograniczonym, liniowym funkcjonatem na B. Przypusémy dalej, ze
mamy w Bciag {f,} zbiezny w sensie normy do f € B. Wykazaé, ze F(f,) — F(f), to znaczy
Ze F jest ciagle.

b) Wykaza¢, ze jeli fe L, to funkcjonal F jest zdefiniowany na przestrzeni
L, gdzie 1/p+1/g = 1, wzorem

Fg) =(f,9) = [ f+xg(x)dx,

gdzie g € L,, jest ograniczonym funkcjonalem liniowym.

[ Wskazéwka: Przypomnie¢ sobie zadanie 8.2.] Moina wykazaé, e kazdy liniowy, ograniczony
funkcjonat na L, moze byé zapisany w powyiszej postaci, tzn. moze byé generowany przez element
nalezacy do L.

22. Podobnie jak dla ograniczonych operatoréw liniowych dziatajacych na B, tak i dla
ograniczonych liniowych funkcjonatéw na B definiujemy norme jako kres dolny zbioru
wszystkich wartosci M spelniajacych |F(g)| < M||g|] dla wszystkich g € B. Jak zwykle
norme funkcjonatu F bedziemy oznaczaé symbolem ||F|].

a) Wykaza¢, ze dla funkcjonatu F zdefiniowanego na L, w nastepujacy sposéb

Fig) = (/. 8), :
gdzie fe L, i 1/p+1/g = 1 (patrz poprzednie zadanie), mamy ||F|| < ||f|]. Tutaj norma
wektora f jest norma odpowiednia dla L,, to znaczy

I
11 = | [ 17Goreax] ™.
b) Wykazaé ze funkcja
i | ﬂ(plq)+1
g : 7=
nalezy do L,, jesli feL, i gdy (I/p+1/g = 1), a zatem ze ||F]| = ||f]l. W tym celu
wykazaé kolejno, ze

|E@) = I, & = 11

oraz :
LA - Dell = 1LAIIP.

Wynika stad, ze |F(g)| = |If]] - |lgll, 2 wigc ||F]| > [|f]|. Zestawiajac wyniki punktéw (a)

i (b) przekonujemy si¢, ze w istocie ||F|| = |if]l. .

23. Wykazaé, ze definiujac w oczywisty sposdb operacje dodawania funkcjonaldéw
1 mnoZenia ich przez liczby zespolone mozZemy zbiér funkcjonaléw liniowych na B
uczyni¢ nowa przestrzenia Banacha zwana przestrzenia dualna do B i oznaczana sym-
bolem B*. Poniewaz kazdy funkcjonal liniowy na L, jest generowany przez element
przestrzeni L,, gdzie 1/p+1/q = 1, moZemy utozsamié L¥ z przestrzenia L, i powiedzie¢,
ze L, jest przestrzenia dualna do L,. Zauwazmy, ze przestrzefi L, funkcji catkowalnych
w kwadracie jest swoja wlasna przestrzenia dualng.

Problem postawiony w tym zadaniu sprowadza si¢ do trzech punktéw. Po pierwsze
trzeba wykazaé, iz definicja dodawania i mnozenia przez liczbe jest taka, Zze prowadzi do
linjowej przestrzeni wektorowej. Po wtore trzeba wykazaé, Ze definicja normy podana
w poprzednim zadaniu spelnia wszystkie aksjomaty normy (tak jak to wykazywali§my
w paragrafie 8.2 przy omawianiu normy operatoréw). Te dwa punkty latwo dowiesé,
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Nie tak latwy jest juz dowdd trzeciej czeSci, a mianowicie Ze skonstruowana przestrzei
wektorowa jest zupelna.

Wskazowka: Trzeba wykazac, ze kazdy ciag Cauchy’ego funkcjonaléw {F,} ma granice, ktdra jest
réwniez ograniczonym funkcjonalem liniowym. Zauwazmy, ze dla kazdego fe B, ciag {Fy(f)} jest ciagiem
Cauchy’ego liczb zespolonych. Poniewaz liczby zespolone tworza przestrzen zupelna, wiec mozemy
zdefiniowacé granice {F,} w dzialaniu na dowolne fe B, jako graniceg ciagu {F,(f)}, o ktérej wiemy na pewno,
zeistnieje. Oznaczmy t¢ granicg symbolem F(f). Nietrudno juz wykazaé, ze tak zdefiniowane Fjest liniowe
i ograniczone, oraz ze |[Fy—F|| — 0 dla n — co0. Podstawowa idea wszystkich tych dowodéw zawiera sie
w nastepujacej tozsemosei potrzebnej w dowodzie liniowosci F:

Flagi+ fe)—[2Flg) + fFg2)] =
= [Flag, + fga) — Fulog, +Bg2)]—
—[eF(g)—aFrulg)] — [BF(g=)— By (g2)].

Skorzystali$my tu ze znanej liniowosci F,.]

24. Wykazaé, ze definiujac w oczywisty sposéb dodawanie i mnoZenie przez liczbe
mozemy skonstruowac przestrzen Banacha ze zbioru wszystkich ograniczonych operato-
row liniowych na B. W, dowodzie powyzszego twierdzenia mozna si¢ wzorowaé §ciéle na
dowodzie podanym w poprzednim zadaniu dla ograniczonych funkcjonaléw liniowych.
Podobnie jak tam i w tym zadaniu zupelno$¢ wyjéciowej przestrzeni B odgrywa decydujaca
rolg w dowodzie. '

25. Korzystajac z wzordw (8.75) i (8.88) wykazal explicite, ze

(- 2Kn)(I+2Rg,) = I.

26. Wykaza¢, Ze jeSli Ky jest zdefiniowane wzorem (8.93), a Py wzorem (8.94), to
KN = PNKPN.
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ROZDZIAL Y

ROWNANIA CAEKOWE W PRZESTRZENI HILBERTA

WSTEP

W ostatnim rozdziale rozwinglismy dwie podstawowe metody rozwiazywania rownan
catkowych — metodg iteracji oraz przyblizenie przez operatory skonczonego rzedu.
W tym rozdziale chcemy wykorzysta¢ te metody do wyprowadzenia pewnych wynikow
ufatwiajacych znacznie rozwiazywanie praktycznych probleméw. Zaczniemy od doklad-
niejszej analizy wlasnosci zwartych operatorow hermitowskich, w szczegdlnosci wypro-
wadzimy wlasnosci zupelnos$ci ukladu funkeji wlasnych takich operatoréw, a nastepnie
wykorzystamy wlasnoécei tych funkcji wlasnych do zbadania teorii zaburzen i rozwigzy-
wania rownan liniowych. :

Po uzyskaniu pewnych dodwiadczeni z badania takich operatoréw przejdziemy do
ogdlniejszego przypadku operatoréw zwartych i zobaczymy, jak rozwiazywaé rdwnania
liniowe przy pomocy przyblizenia skonczonego rzedu. Rozdziat ten zakoficzymy spojrze-
niem na transformacje Fouriera z punktu widzenia teorii eperatoréw unitarnych w prze-
strzeni Hilberta. Jest to jedno z najwazniejszych narzedzi fizyki teoretycznej, a latwosé,
z jaka mozna nim operowa¢ w kontekscie nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni wekto-,
rowej, jest pigkna ilustracjq potegi teorii operatoréw liniowych.

9.1. ZWARTE OPERATORY HERMITOWSKIE

Zanim podejmiemy wysilek zbadania ogélniejszego typu operatoréw zwart§ch, zaj-
mijmy si¢ waznym przypadkiem szczegélnym, a mianowicie samosprzezonymi operatorami
zwartymi. Ten rodzaj operatoréw jest interesujacy sam w sobie; na przyklad z réwnaniem
Schrodingera dla stanéw zwiazanych mozna radzi¢ sobie bardzo zgrabnie przy pomocy
metod, ktbre zamierzamy rozwingé. Ponadto ten przypadek szczegélny pozwoli nam
zorientowac sig, jak nalezy postepowaé w ogolnym przypadku operatordw zwartych.

Podobnie jak w przypadku skoficzenie wymiarowym zwarty operator samosprzezony
ma nastgpujaca wlasnosé

(x, 4y) = (dx, y) (9.1)
dla wszystkich x, y nalezacych do przestrzeni wektorowej. Poniewaz A jest operatorsm
zwartym, wigc jest zarazem operatorem ograniczonym, a zatem zdefiniowany na kazdym
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elemencie tej przestrzeni. JeSli A jest operatorem calkowym z jadrem a(z, t'), wtedy
#adanie hermitowskosci jest rOwnowazne warunkowi

a(t, t’) = a*(t', 1); (9.2)
wynika to z nastgpujacych réwnosci:

(x, Ay) = f dt [ dr'x¥(t)at, )",
(Ax, y) = f dt’ f dta*(t, t)x*(t)y(t) = f dt’ f dtx*(t)a™(t’, ().

Oczywiscie warunek (9.2) pocigga za soba spetnienie warunku (9.1). Nalezy w tym miejscu
powiedzie¢, ze zmiana oznaczen, jaka tu wprowadziliémy, a mianowicie zapis operatora
jako A, zas wektoréw w postaci x, y nie jest przypadkowa. Przekonamy sig niebawem, Ze
teoria zwartych operatoréw hermitowskich jest niemal identyczna z teoria skofczenie
wymiarowa omawiang w rozdz. 4. Aby podkreslié to podobiefistwo w tym i nastepnym
paragrafie, bedziemy stosowaé te same konwencje co do oznaczer, ktdre stosowaliSmy
w rozdz. 4. JednakZe nalezy pamigtac, Ze w tym rozdziale wektory x i y moga byé
funkcjami; jesli t¢ funkcyjna zalezno$¢ zechcemy uwidocznié, bedziemy pisaé¢ x(¢) 1 1(¢).

Zaczniemy od przypomnienia definicji normy podanej w paragrafie 8.2, a mianowicie
[|4]| jest najmniejsza stala taka, Ze

[14x]] < |14 |11

dla wszystkich x € B, gdzie B jest dowolng metryczna przestrzenia wektorowa, a 4 jest
operatorem ograniczonym. Interesujace jest zbadanie, czy istnieje w przestrzeni taki wektor,
dla ktérego by byto !

Ay = z||Ally. (9.3)

Niech #, bedzie przestrzenia Hilberta, a 4 operatorem o wlasnoéci takiej, ze zawsze iStnieje
pewien wektor w przestrzeni spelniajacy réwnanie (9.3). Przypuéémy, ze znalezliémy pe-
wien wektor x; spelniajacy

Axy = £||4]]1%,,

gdzie ||A||; jest norma operatora 4 rozpatrywanego w calej przestrzeni Hilberta H,.
Zbiér wszystkich wektoréw ortogonalnych do x; jest zndéw przestrzenia Hilberta; oznatz-
my ja jako H,; jesli operator 4 byt ograniczony w H,, to jest on oczywiscie tym bardziej
ograniczony w H,, a zatem

l4x]] < [[4]]2][x]]

dla wszystkich x € H,; ponadto oczywiscie zachodzi zwiazek ||4]], < ||4]|],. Jesli jednak A
ma wlasnos¢ sformutowana powyzej, to istnieje pewien wektor x, € H,, dla ktérego
Ax; = x||4]|2x2,

gdzie (xy, x,) = 0. Mozemy przedtuzaé ten proces nieograniczenie generujac w ten sposéb
Hiy Hy, Hyy o 088 %44 355855 s

Moga teraz zaj$¢ rozne przypadki. Moze byé tak, ze [|4]l, = ||4]l, = |4]ls = ....
Tak by bylo na przykiad, gdyby 4 bylo operatorem jednostkowym. Jeéli jednak operator A
jest zwarty i 4 # 0, to sytuacja taka nie moze si¢ zdarzyé, to Znaczy nie mozemy mieé
nieskoriczenie wiele razy pewnej niezerowej wartoéci wiasnej. Gdyby tak bylo,to mieli-
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byémy nieskoiiczony ortonormalny ciag {x.}, a ze wzgledu na zwarto$é¢ 4 ciag {dx,}
musialby mie¢ podciag zbiezny. Poniewaz jednak 4Ax, = ax, dla wszystkich wektoréw
ciagu, to i ciag {ax,} musiatby mie¢ podciag zbieiny. Jednakze ||x,—x. = y/2 dla
wszystkich m i n, a zatem nie moze by¢ takiego podciagu, chyba Zze @ = (L A zatem dana,
skonczong wartos¢ wlasna mozna otrzymaé co najwyzej skoficzona iloé¢ razy.

Warto$¢ wlasna réwna zeru moze jednak wystapi¢ nieskonczenie wiele razy. Z takim_
przypadkiem bedziemy mieli do czynienia dla operatora skofczonego rzedu w przestrzeni
Hilberta. W kazdym jednak przypadku wartosci wlasne A, musza dazy¢ do zera, gdyz
w przeciwnym wypadku x,/1, byiby ciagiem ograniczonym. Ale A%- = 2, ;C” =
a zatem ciag x, musiajby posiada¢ podciag zbiezny, co jak juz ustalilismy, nie moze mieé
miejsca. Takie zachowanie si¢ wartosci wiasnych moze byé albo wynikiem tego, ze tylko
skonczona ich liczba jest réZzna od zera, albo tez ze mamy do czynienia z nieskonczonym
zbiorem Z,, w ktérym kazda warto$¢ wystepuje skonczong liczbe razy oraz jednoczednie
A, — 0 dia dostatecznie duzych »n. W tym ostatnim przypadku mozemy mieé réwnieZ
wartosci wlasne zero wystgpujace by¢ moze nieskonczona liczbe razy. Nieskonczona liczba
wektordw wilasnych x, odpowiadajacych tym warto$ciom wlasnym pozwala nam mie¢
nadzieje, ze beda one tworzyly uklad zupelny, aczkolwiek fakt, ze zbidr {x,} jest nie-
skonczony, jest tylko warunkiem konieczaym, ale nie dostatecznym jego kompletnodci.

W przestrzeni skonczenie wymiarowej wilasnosci zupetnoéci maja wektory wlasne
odwzorcwan samosprzezonych, izemetrycznych albo normalnych. Pokazemy, ze w prze-
strzeni nieskonczenie wymiarowej to samo zachodzi dla zwartych operatoréw samosprze-
zonych. Oczywiscie takie podstawowe wlasnoSci jak rzeczywisto$é wartodci wlasnych
rowniez przenosza si¢ na ten przypadek, gdyz dowdd tych wlasnosci podany w rozdz. 4
nie byl bynajmniej ograniczony do przypadku skonczenie wymiarowego. Dla podkreslenia
jednak tego, Ze istnieja jakies rdZnice pomigdzy przypadkiem skonczenie wymiarowym
a nieskoficzenie wymiarowym chcemy wspomnieé, ze nie istniejg zwarte odwzorowania
izometryczne w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta. Oczywiécie kazda izo-
metria jest ograniczona, gdyz :

: UyI12 = Uy, Uy) = (3, ) = IYII?
dla kazdego y € H, a zatem ||U|| = 1. Rozwazmy jednak dowolny ciag {y,} nie posiada-
jacy podciagu zbieznego. Odpowiadajacy mu ciag {Uy,} rowniez nie moze mie¢ podciagu
zbieznego, gdyz
HUYn—Upnll = 1U@n=yull = 72— Imll-
A zatem operator U nie zmienia w Zaden sposéb wlasnosci zbieznoéei ciagu {y,}. A wiec
odwzorowania izometryczne nie sg zwarte.

Najwazniejsza wlasnodcia odwzorowan samosprzgzonych jest to, Ze maja one rzeczy-
wiste wartosci oczekiwane. Fakt ten prowadzi do nastepujacego waznego twierdzenia.

Twierdzenie 9.1. Niech A bedzie ograniczonym samosprzezonym operatorem liniowym
w przestrzeni Hilberta H. Jezeli ||y]| = 1, to

sup|(y, 4y)| = [l4]],
yeH
gdzie sup oznacza kres gorny.
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Dowdd. Na mocy nierdwnosci Schwartza, dla kazdego y € H mamy

Iy, AV < Iyli- H4pll < 4] - [yl (9.4)

Analogicznie jak definiowaliSmy normg [|4||, definiujemy wielko$¢ |A4| jako najmniejsza
stata, dla ktorej .

Iy, A} < 4] 1IyI1%, (9.5)
dla wszystkich y € H. Zgodnie z (9.4) mamy |4| < |[4]||. Pokazemy teraz, ze |4} = ||A]|.

W tym celu skorzystamy z toZzsamosci
ifAy)? = (4 A'):—l-{(i +——1~A AA+J—A )—]{—lA Al A 1A
Ay “‘([y; ¥ —4 34 A'y’l_y 1 i 34 2 Y. y—'_A_ bl
prawdziwej dla wszystkich rzeczywistych 4. Korzystajac z (9.5) dostajemy

, 1 1 T
H4yli? < 1 14| - [ily% % Ayl>+lAy — T Ayalz},

czyli
2 1 "2 . 11,12 1 2
HApilE < 5 14| A2 1P+ 5 141
2 A
Nier6éwno$é jest w szczegdlnosci prawdziwa dla 4% = [|4y||/||y||. Dla tej wartosci dosta-
jemy

Ayl < 144yl -1yl lub Ayl < 4] - Iyl

a zatem || A]| < |A4|. Poniewaz juz ndowodnilismy, ze [|4]] = |4], zatem widzimy, Ze istotnie
ll4]] = |4]. Zauwazmy, ze wynik ten jest prawdziwy dla kazdego ograniczonego operatora
samosprzezonego niezaleznie od tego, czy jest on zwarty, czy nie. Mogloby si¢ nawet wy-
dawad, ze dowdd jest rOwniez niezalezny od hermitowskosci A, jednakie mozna sig
przekonaé, 7e tozsamo$c z 4, odgrywajaca decydujaca rolg w dowodzie jest stuszna jedynie
wiedy, gdy A jest samosprzgZzony.

Majac juz ten rezultat mozemy przystapi¢ do realizacji programu nakre§lonego na
poczatku tego paragrafu.

Twierdzenie 9.2. Niech 4 bedzie zwartym, samosprzezonym odwzorowaniem w prze-
strzeni Hilberta H, i niech C oznacza zbidr wszystkich y € H takich, ze |jy|| = 1. Wielkos¢
|(¥, Ay)| osiaga na tym zbiorze swéj kres gorny, a wektor x, dla ktérego to nastgpuje, jest
wektorem wilasnym A4 o wartosci wlasnej 4 = +[|4]].

Dowod. Wybierzmy ciag {y,}, v, € C taki, ze (ya, Ay,) dazy do 4, gdzie 1, = ||4]||.
Poprzednie twierdzenie mowi nam, Ze to zawsze mozliwe. Poniewaz chcemy dowiesc, ze 4,
jest warto$cig wlasng, rozpatrzmy

1 Aya— Aall? = 11AYall2 =241(Vas Aya)+ A21yall?,
a poniewaz ||Ay,|I> < |47 |Iyall> = ALllpall* oraz |yul| = 1, zatem
| 4ya—Ayall* < 2[4 — 21 (3> A¥)]-
Z zatozenia mamy (y,, Ay,) — 4;, wiec

H4yn— A13all = 0. (9.6)
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Poniewaz A jest zwarty, wiec ciag {4y,} posiada podciag zbiezny, nazwijmy g0 {A%n,;,
gdzie {#,.} jest podciagiem ciagu {y,}. Z powodéw, ktére wkrétce stang sie jasne, oznaczmy
granicg, do ktérej dazy {An,} przez A,x,, tzn.
[|ANm—A1%1]] = 0. 9.7)
Ale
Aty Ry = Anm—-ﬂlxl+llx1—llnm, (9.8)
wiec
41 %= 24 all < [ AGm— Ay x|+ || A% — Ay 73] .
Na mocy (9.6) 1 (9.7)
1A%, — A17ml] = 0, . (9.9)
czyli innymi stowy ciag {1} dazy do x; (zakladajac oczywilcie, ze A, = [|4]| # 0). Na
mocy nieréwnosci trojkata
1%, — 2%, ]| < (A% — Anpl |+ || A%m— Ay onl |+ 1Ay — A1 1 || <
2||A|| - {11 =2l | + || A" — A1 5l |5
a wigc uwzgledniajac (9.6) 1 (9.9) mozemy uczynié
[|Axs—2A1x]| < &

NN

dla dowolnego . Stad

Ax1 = Alxl,
czyli innymi stowy 4, jest wartoécia wlasng operatora A odpowiadajaca wektorowi wias-
nemu X, . Réwniez

(1> Ax)l = [(x1, A3x))| = |2 = 114]].

Koficzy to dowdd tego twierdzenia, ktéry jest podstawowym rezultatem dla zwartych
operatoréw samosprzezonych,

Rozpatrzmy znéw przestrzen Hilberta H, wszystkich wektoréw ortogonalnych do wek-
tora x, znalezionego w poprzednim twierdzeniu. Operator 4 w dzialaniu na te przestrzen
jest zwarty i hermitowski. Piszemy

14yl < l14llz - lIxl]

dla wszystkich y € H,, gdzie ||4||, < ||4]|. Powtarzajac procedure z dowodu powyiszego
twierdzenia znajdujemy x, takie, ze

Axy = A%z, A3 = |14]].

Proces ten mozemy kontynuowaé nieograniczenie, chyba e dojdziemy do liczby m, dla
ktérej warto$¢ wlasna A, = 0, tzn. [|4]], = 0. Oznacza to, Ze po odrzuceniu pewnej
liczby m ortonormalnych wektoréw z wyjéciowej przestrzeni H, dochodzimy do przestrzeni
H,,, takiej, ze operator 4 dzialajac na wektory z tej przestrzeni produkuje jedynie
wektory zerowe. Oznacza to, ze H,,; jest przestrzenia zerowq operatora 4. Taki przy-
padek bedzie na pewno miat miejsce dla operatora skonczonego rzedu Ay zdefiniowanego
jako

N
Ary = D wnduldn, ¥),

n=1

214




edzie ¢, tworza pewien zbiér ortonormalny. Wektorami wlasnymi operatora Ap sa
wektory ¢, z odpowiadajacymi im wartoéciami wlasnymi x,. Wektorem wiasnym operatora
Ap jest réwniez kazdy wektor ortogonalny do wszystkich ¢,. Wspélna wartoscia wlasna
tych wszystkich wektoréw wlasnych jest zero. Rezultaty te mozemy podsumowaé w naste-
pujacym twierdzeniu: '

Twierdzenie 9.3. Niech ¥ bedzie zbiorem wszystkich wektoréw y e H takich, ze ||y|] = 1
oraz y jest ortogonalne do wszystkich wektorow X;, Xz, ..., Xn spelniajacych

Ax, = IXa-

Jezeli A jest zwartym operatorem samosprzgzonym, to wielkos¢ |(y, Ay)| osiaga na tym
zbiorze swa wartoé¢ maksymalna. Ponadto wektor X,,,. dla ktérego osiagane jest to
maksimum, jest wektorem wlasnym operatora A z warto$cig wlasna Angrsgdzie [Aayq] =
= ||A|las jest norma operatora 4 W podprzestrzeni przestrzeni H ortogonalnej do wek-
toréw X,, Xa, ..., Xn. Procedura taka generuje nieskoniczony ciag wektoréw {x,} i zbidr
wartosci wlasnych {4,}. Kazda niczerowa wartos¢ wlasna A, ma skonczona krotnos§é
oraz i, — 0 przy n = 0.

Teraz juz mozemy wyprowadzi¢ twierdzenie o zupelnoéci dla zwartych, samosprz¢zo-

nych operatorow w przestrzeni Hilberta.
Twierdzenie 9.4. Wektory wlasne zwartego, samosprzgzonego operatora 4 tworza
zupelny, ortonormalny zbiér wektorow w przestrzeni Hilberta H, w ktérej dziala

operator 4.
Dowéd. Zatézmy na wstepie, ze A ma tylko niezerowe wartosci wlasne®. Jasne jest, ze

sytuacja taka ma miejsce przynajmniej w pewnej podprzestrzeni przestrzeni H. Dla
dowolnego y € H rozpatrujemy wyraZenie

N
Yn=y— Z(x"’ Y)xn,
n=1

gdzie zbiér {x,} sklada si¢ z wektoréw wiasnych operatora A. Aby dowieé¢ zupeinodci,
nalezy wykazaé, ze |yn|| = 0 przy N — cc. Ale oczywiscie yy jest ortogonalne do wszystkich
%n, dla ktérych n < N. Na podstawie naszych poprzednich rezultatéw mamy :

_ [|dynll < [Awgal-lwwlls
a poniewaz [|yn|| < [[y!l, to wynika, Ze

HApwll < 12wl - XIS
ale Ay, — 0 przy N — 0, wige
[|4ynll = O,

gdy N » co. Latwo pokazaé, ze

N N
Ayy = Ay— Z(x,,, Y)Ax, = Ay— 2 (Xns AY)Xn.
n=1 n=1

*) Bedziemy réwniez zakladali, e 4 ma nieskoficzong liczbe wektoréw wlasnych nalezacych do nie-
zerowych wartosci wlasnych. Przypadek, kiedy 4 ma tylko skoficzona liczbg niezerowych warto$ci wlasnych,
“jest elementarny i pozostawiamy go jako ¢wiczenie dla czytelnika. ’
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Mozemy wiec powiedzieé, ze wektor
N
D %y Ay),
r=1

dazy w sensie normy do wektora Ay przy N — =, co mozemy zapisac nastepujaco

Ay = 3 (x, Ay)x,®) (9.10)
n=1

dla wszystkich y € H. Uzyskaliémy tutaj zwiazek zupetnosci dla wszystkich wektordw
przestrzeni o postaci Ay.

Gdybysmy wiedzieli, ze operator A jest odwracalny, to mozna by natychmiast powyzsza
wlasno$¢ zupelosci rozszerzyé na wszystkie wektory z przestrzeni H, poniewaz w takim
wypadku kazdy wektor z H mogtby by¢ zapisany w postaci Ay z pewnym wektorem y € H.
W bardziej ogélnym przypadku mozemy rozumowaé w sposéb nastepujacy. Poniewaz H
jest przestrzenia zupelna, wiec ciag

N
lim [ 5‘ (%, n)xn]
1

e
N->wx =

Jest zbiezny $rednio do pewnego wektora #, gdyZ nieréwnosé Bessela (5.9) gwarantuje
nam, 7e ciag
N
A
{WN = (Xny n)xn}
=1

n

jest ciagiem Cauchy’ego. Piszemy wiec

(X5 7). (9.11)

b=

7=

a2
Il
-

Poniewaz 4 jest operatorem ciaglym, to mamy

'8

[++]
Aii = X o idx, = N (x,, dnx,.
n=1

n=1

Ale z réwnosci (9.10) mamy

8

An = ) (xu, AD)Xy,

n

il

wiec
A —An = Afj—n) =0
z wyjatkiem by¢ moze zbioru miary zero. Zatozyliémy jednak, ze A nie ma zerowych war-
tosci wlasnych, przeto
n =
A zatem réwnanie (9.11) przechodzi w

o)

n = Z(x,,, ")Xn (9.12)

n=1
*) znak = oznacza zbiezno§é w sensie $rednim.
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dla dowolnege % € H, co jest znanym zwigzkiem zupelnosci, Nalezy pamigiac, Ze zbieZnoéé
sumy nieskoficzonej w wyrazeniu (9.12) jest okre$lona w sensie zbieznoéci §rednie;.

Z przypadkiem kiedy réownanie Ax = (0 ma nietrywialne rozwiazania, mozna juz latwo
sobie poradzi¢. Zbidr rozwiazan zerowych stanowi przestrzen Hilberta, w ktérej mozemy
w jakikolwiek sposéb wybraé ortonormalng baze {y,}. (Zauwazmy, ze zgodnie z twierdze-
niem 4.18 kazdy wektor y, jest ortogonalny do kazdego wektora x,, nalezacego do niezero-
wej warto$ci wiasnej.) Kazdy element tej bazy spelnia rdwnanie Ay, = (. Majac dany
wektor x tworzymy wyraZenie

52 G x_j(ym x)ym
n=1

gdzie v jest liczba elementow zbioru {y.}. Oczywiscie ¥ lezy w dopelnieniu ortogonalnym
przestrzeni rozpietej przez {y,}, mozemy wiec do tego wektora zastosowaé poprzednie
twierdzenie

K= ;:(xm, Bk = i(xm, o

gdzie {x,} sa wektorami wiasnymi operatora A4 ograniczonego do dopeinienia ortogonal-
nego przestrzeni rozpigtej przez wektory y,. Ostatecznie otrzymujemy

x = %: (Y X)pn+ Z (Xrmy X)X

dla kazdego x € H. A zatem zbidr {x,, y,} stanowi zupelng ortogonalng baze w przestrze-
ni H, co wiasnie checieliSmy wykazaé.

Rozpatrzmy teraz prosty przyklad ilustrujacy powyzsze rozwazania. Rozpatrzmy row-
nanie

1
J 1= t)x00dt" = 23,1, (9.13)
0

ktore, jak wykazaliSmy w paragrafie 7.1, jest réwnowazne rézniczkowemu zagadnieniu
wiasnemu
2
"’_;;:ﬁﬂ FanXot) =0,  x0) = 0 = x,(1),
gdzie p, = 1/4,. Wektorami wlasnymi réwnania (9.13) sa funkcje

x,(t) = Y 2sin(nrt),
a warto$ciami wlasnymi sg
Aw = 12w,
Ze tak jest,mozna si¢ przekonaé przez bezposrednie podstawienie do réwnania (9.13).

Twierdzenie 9.4 méwi nam, Zze wektory x,(¢) = stin(mct)tworzq ortonormalny zupelny
zbi6r funkcji w przestrzeni funkcji catkowalnych w kwadracie na odcinku [0, 1]i znikajacych
w punktach t = 01t = 1. Z poprzednich rozwazan wiemy, e norma operatora caltkowego
zdefiniowanego réwnaniem (9.13) musi by¢ réwna najwickszej wartosci wiasnej, tj. 1/%2.
Przekonali$my si¢ réwniez, Ze norma operatora catkowego jest mniejsza lub réwna pier-
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wiastkowi kwadratowemu calki z kwadratu jadra [patrz np. réwnanie (8.47) i dalsze].
W tym konkretnym przypadku musi byé

1 1
B< [dr[ar(l-1) =1/%0
0 0

lub inaczej
|24 < 1/9,49 = 0,1054.

Faktyczna warto$§é A, wynosi 1/m2, tzn. 4; = 0,1013, widzimy wigc, Ze przyblizenie normy
operatora A przez pierwiastek cafki z kwadratu jego jadra jest bardzo dobrym oszacowa-
niem jego najwigkszej warto$ci wlasnej. MoZemy réwniez w ten sposob oszacowac druga
wartoéé wiasna obliczajac w sposéb przyblizony normg operatora zawgzonego do przestrze-
ni wszystkich wektoréw ortogonalnych do wektora x,. Oznacza to, Ze mamy obliczy¢ normg
operatora

(I—P)A(I—-Py),

gdzie P, jest operatorem rzutowym na podprzestrzen rozpigta przez x;. Przechodzac od
operatora A do jego jadra a(t,t) = t.(1—¢,) mamy

1 3
r r r 112
Aa] < U dt [ dt'[ate, t)— Ay x,(t )]2] .
[v] (]
Poniewaz x, jest wektorem wlasnym operatora A, catka ta redukuje si¢ natychmiast do
1 1
) ’ 112
ol < [ [ @ [ deate ey = 23]

o 0

Obie wielkosci w nawiasie sa znane i dostajemy
|22] < 0,029,

co jest do§é bliskie écistej wartosci A, = 1/4n? = 0,025. Blad oszacowania A, wynosit
4%, a dla 1, blad ten jest juz wiekszy i wynosi 16%. Ta sama metoda zastosowana do
A3 daje

[4;] < 0,015

w poréwnaniu z wartoécia dokladna 1; = 1/9n% = 0,011. Widzimy wigc, ze dokiadnos¢
oszacowania stale si¢ pogarsza przy przechodzeniu do wyzszych wartosci wiasnych. Mimo
to oszacowania takie sa czesto uZyteczne w praktycznych problemach, gdyz pozwalaja
zorientowaé sie w przyblizeniu co do wartosci najnizszej wartosci wiasnej. Oczywiscie
metoda ta nie moze byé uzyta do oszacowania wyzszych wartosci wlasnych, o ile nie znamy
$ciSle nizszych wartoéci wlasnych. '

Fatwiej zrozumieé te oszacowania, jesli rozpatrzymy nastgpujacy wniosek wynikajacy
z poprzedniego twierdzenia.

Whiosek. Jesli A jest samosprzezonym operatorem catkowym z jadrem a(t, ¢') calko-
walnym w kwadracie, wtedy

a(t, 1) = ' dx)xx(), (9.14)

n=1
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gdzie {x,} sa wektorami wlasnymi, a {A,} odpowiadajacymi im wartoéciami wiasnymi
operatora A oraz suma jest okreslona w sensie zbieznosci Srednigj.
Dowédd. Oznaczmy sumg symbolem

8@, t) = 2 A X)X ().
n=1

Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, czy suma ta istotnie jest zbiezna; wystarczy za-
stosowaé kryterium Cauchy’ego. Zdefiniujmy nowa funkcje

dt,t') = alt, t)—S8(, t)
i rozpatrzmy operator calkowy D zwigzany z ta funkcja nastgpujacym réwnaniem:

Dy = f d(t, () dr"

Zalézmy teraz, Ze ||D]|| jest rézne od zera. Na mocy twierdzenia 9.2 operator D ma
przynajmniej jedna niezerowa warto$¢ wilasng, powiedzmy A,1 odpowiadajacy jej wektor
wiasny x(t). Niech x,(t)dlan = 1, 2, ... bedzie dowolnym wektorem wlasnym A [a zatem i
operatora S, gdzie S jest operatorem catkowym o jadrze S(¢, t')]. Rozpatrzmy wielko$é

1 1 1
(x, xn) = A_*(lx, xn) = 'I*‘(Dx’ xn) =2 F(x: Dxﬂ):

a poniewaz
Dx, = f [a(z, t')—S(t, t)]x(t)dt’ = (4—8)x, = 0,
wigc
(x,x) =10

Znalezliémy wiec niezerowy wektor X, ktorego nie mozna przedstawi¢ przy pemocy rozwi-
niecia na skadingd zupeiny uklad {x,}, co przeczy twierdzeniu o zupelnosci (twier-
dzenie 9.4). A zatem nasze zaloZenie, Ze [|D]| # 0 bylo niepoprawne, tzn. musi by¢ ||D|| = 0.
Oznacza to jednak, ze d(z, t") = 0, co uzasadunia rozpatrywany wniosek.

Whniosek powyiszy oznacza rowniez, e kazda symetryczna, catkowalna w kwadracie
funkcja dwoch zmiennych moze by¢ rozwinieta w szereg postaci (9.14). Mozna réwniez
pokazaé, co pozostawiamy czytelnikowi, Ze

j dt f dt'|a(t, t)|? = j’zg, (9.15)

gdzie {1,} jest zbiorem wartosci wlasnych operatora catkowego A o jadrze zadanym przez
symetryczna funkcje a(t, t'). Rownanie (9.15) stanowi podstawe oszacowania wartoéci
wlasnych A;, 4,, ..., ktére rozpatrywali§my poprzednio. Z réwnania tego wynika bowiem,
e jeSli nie ma warto§ci wlasnych ,,bliskich” A, tzn. jesli A2 »> A2 > A% > ... ,to wtedy

fd:fdt']a(t,z‘)jz m ik

Dotychczas szeregowaliémy wartosci wlasne wedlug malejacych wartosci bezwzglednych
[#a]; tzn. |4;] bylo maksymalna wartoécia |(y, Ay)| osiggang dla y = x,, gdzie

Ax.l = ’11 * X1,
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przy czym samo 4, moze by¢ albo dodatnie, albo ujemne, Poprzednie twierdzenie umozliwia
wprowadzenic podobnego uszeregowania osobno dla dodatnich i ujemnych wartosci
wiasnych.

Twierdzenie 9.5. Przypus$émy, 7c 4 jest Zwartym operatorem hermitowskim. Niech AL
A3, ... beda dodatnimi wartosciami wiasnymi uporzadkowanymi zgodnie z warunkiem |
At = A% = ..., a wektory xt, x3, ... sa wektorami wlasnymi odpowiadajacymi tym warto-
$ciom wlasnym. Podobnie niech A7, 23, ... beda ujemnymi wartosciami wlasnymi operatora
A uporzadkowanymi zgodnie z nieréwnosciami AT<idz <., odpowiadajace im wektory
wlasne niech beda x7, x3, ... Twicrdzimy, ze A}, , jest maksymalna warto$cia wyrazenia
(¥, Ay) w klasie wektoréw y e H i spelniajacych warunki ||p|| = 1 oraz v.xt)=0dlai =
= 1,2, ...,n. Podobnie 47, , jest minimalng wartoécia (y, 4y), kiedy y € H i spetnia warunki
Ivl=1i(,x)=0dlai=1,2,..,5

Dowdd. Na mocy twierdzenia 9.4 mamy dla dowolnego y e H

w 0
Ay = EJ (xrrs Ay)xn - 2 ﬂ-n(xm J’)xn s
; n=1

n=1

zatem
. Ay = X 2 )12
n=1

Uzywajac wprowadzonych przed chwilg oznaczen moZzemy to zapisa¢ w postaci

N M
0 dp) = X' 2516, 9012+ N Az, 9012,
v u=1

gdzie N jest liczbg dodatnich wartodci wilasnych, a M liczba ujemnych wartosci wlasnych
(M i N moga z osobna lub razem by¢ nieskoriczone). Przypuéémy, ze hxf)=0dlai=
= 1,2, ..., n, wtedy

N M
Ond) = ' 221Gt 0P+ Y 27l 2.
v=n+1 p=1 ,

Oczywiscie, jesli y = Xt ¢, to wtedy (7 Ay) = A, Weimy teraz dowolny wektor y i roz-

wifimy go w szereg
M

N
L 3
=i ! -
y__\lc‘-x,-—t—ycjxj,
i=nt

fau 1
gdzie :
s ey g
e+ Yl =1 AT
i=n41 JF=1

Wektor p jest ortogonalny do x{f, x3, ..., x} i Jest unormowany do jednoéci. Dla takiego
wektora '

N M

. R/ s Y

G = Y i+ Y izleri2.

ﬂ:xﬁ-l . u=1

Poniewaz wszystkie 1} o wskazniku » = n+1 spelniaja warunek A1} < Ady1 1poniewaz
A7 < Ay, dla wszystkich 1, wiec

v=n+4+1 =1

N M .
O ) < 2| 3 e+ Y ez,
M
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Zgodnie wigc z (9.16) mamy
(y: Ay) "‘<- J‘::Pls‘

co koficzy dowdéd dla dodatnich wartoéci wlasnych. Zupeltnie podobnie dowodzi si¢ druga
czgs¢ twierdzenia. Nie udowodnilismy, ze (y, Ay) = A}, jedynie dla y = x,,; nie jest
to na ogét prawda, gdyz 4}, , moze mie¢ krotno$é u > 1. Przy szeregowaniu wartosci wia-
snych dana warto$¢ whasna i odpowiadajace jej wektory wlasne wystepuja tyle razy, ile tego
wymaga krotnosé p.

Powyzsze twierdzenie uogdlnia do nieskoficzenie wymiarowej przestrzeni wyniki para-
grafu 4.8 uzyskane dla przestrzeni o skoniczonej liczbie wymiaréw. Widzimy wiec, ze dla
zwartych operatoréw hermitowskich wyniki uzyskane dla przestrzeni skoficzenie wymiaro-
wej przenosza si¢ w identycznej niemal postaci do przestrzeni o nieskonczonej liczbie wymia-
réw. Skoro juz znamy zupetny uklad ortonormalnych funkcji wlasnych dla operatora A4, nie
przedstawia Zadnych trudnoéci skonstruowanie operatoréw rzutowych E(2) wpro-
wadzonych w paragrafie 5.11 i napisanie rozktadu spekiralnego dla samosprzezonego
zwartego operatora

im?x

A= | AdE(),

Amin
gdzie E(A) jest rozkladem jednosci nalezacym do 4. Tak wigc dla szczegdlnej klasy samo-
sprzgzonych operatoréw w przestrzeni Hilberta udowodnilismy twierdzenie spektralne.
Jednakze operatory samosprzezone nie sa bynajmniej zawsze operatorami zwartymi.
Nawet dla ograniczonych operatoréw samosprzgzonych pojawiaja si¢ problemy, ktore nie
pozwalaja dojsé do twierdzenia spektralnego w powyzszy sposéb. Oméwmy krétko jedna
z mozliwych komplikacji.

Rozpatrzmy ograniczony operator hermitowski X zdefiniowany nastgpujaco:

Xf(x) = xf(x)
dla wszystkich fe L,[0, 1], gdzie L,[0, 1] jest przestrzenia Hilberta funkcji calkowalnych
w kwadracie okreslonych na odcinku [0, 1]. Poniewaz x € [0, 1], wigc oczywiscie operator
X jest ograniczony. JednakZe X nie jest operatorem zwartym. Ponadto operator X nie ma
funkeji wiasnych, gdyz réwnanie

xf(x) = Af(x)

nie da sie rozwigza¢ w klasie zwyczajnych funkcji. Oczywiscie mozna znaleZC ,,niezwyczaj-
ne” funkcje wiasne, a mianowicie d(x—x,), tzn. mozna napisaé

X9(x—Xo) = Xo0(x —xo)

i powiedzieé, ze d(x—x,) jest funkcja wlasna operatora X z wartoscia wlasng x,. Jest to
prawda dla dowolnego x, € [0, 1]. Niestety d(x—x,) nie jest funkcjg w zwykiym tego stowa
znaczeniu, a ponadto

1
fl&(x—xo)lzdx = o0,
- 0
jesli x, €0, 1], tak wige 8(x— x,) nie jest nawet catkowalna w kwadracie. Jednakze funkcja
d sugeruje nastepujaca mozliwoéé. Weimy dowolny punkt x, €[0, 1]. Mozemy latwo
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skonstruowaé ciag funkcji, ktére w sensie réwnania 9.6 mozna nazwac ,,przyblizonymi”
funkcjami wlasnymi. Definiujemy

BN jlaneghy iponde foisshob il b
qﬂ;ﬁ)(x): 2: - 0 N‘\ = AQ N\ ?
0 dia pozostatych x,

przy czym zachodzi oczywiscie (%, ¢&) = 1. Kwadrat funkcji $¥, przypomina funkcje 4,
kiedy N jest duze. Prosty rachunek przekonuje nas, ze

XG0 —x0g I = ICe—xa)d G0l = o,

a wiec

1X$%) —x0 @) — 0
przy N — oo. A wigc zbiér {¢{M} moze byé traktowany jako zbior ,,przyblizonych”
funkcji wlasnych o wartosciach wiasnych x,, gdyz dla dowolnego ¢, niezaleznie od tego jak
malego, moZzemy znalezé takie N, by o spetniato

1X$L) ~ x| < .

Niestety ciag {¢@} nie jest ciagiem Cauchy’ego, gdyz
164 — %21l = 21—/ M]N)

(przyjelismy, ze N > M), a zatem ciag ten nie zbiega do zadnego elementu L,[0, 1]. Reasu-
mujac, nozemy powiedziet, ze dla kazdego x, € [0, 1] mamy ,,przyblizone” funkcje wlasne
o wartosciach wlasnych x,, ale nie istnieja prawdziwe funkcje wlasne. To wlaénie trudnodei
tego typu powoduja, Ze pojecie funkcji wlasnej i wartosci wiasnej musi by¢ odrzucone przy
formutowaniu twierdzenia spektralnego dla najogélniejszego typu operatoréw samo-
sprzezonych.

9.2. ROWNANIA LINIOWE I TEORIA ZABURZKEN

Skoro juz dysponujemy wlasnoscia zapelnosci i zasada minimum-maksimum dla
zwartych operatoréw samosprzezonych, mozemy przej$¢ do problemu rachunku zabuized
1 réwnan liniowych. Zacznijmy od podstawowego problemu rozwigzania rdwnania
0 postaci

X = y+A14x, 9.17)
gdzie A4 jest zwartym operatorem samosprzgzonym. Niech {x;} oznacza zupelny uklad
wektoréw wlasnych operatora 4 z odpowiadajacymi im wartosciami wlasnymi 2;. Biorac
iloczyn skalarny obu stron réwnania 9.17 z wektorem x; dostajemy

(33, X) = (x5, 1) + M, AX) = (x5, ¥)+AAx, x),

a zatem
(1 =24 (% %) = (x5, ). (9.18)
Jezeli 7 nie jest odwrotnoscia zadnej z wartosci wlasnych operatora A, to wtedy
i (xl'> J") 9 19
(xi:x)_ (I—A)b[). ( - )
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JeSli A = 47!, to wtedy rownanie (9.18) jest dobrze okreslone dla i = » jedynie wtedy,
gdy (x,, ¥) = 0, ale wtedy wielkos¢ (x,, x) pozostaje nieokreSlona. Je$li A, ma wigcej niz
jeden odpowiadajacy jej wektor wlasny, to rozwiazanie istnieje tylko wtedy, gdy y jest
ortogonalne do kazdego z tych wektorow.

Poniewaz

¢ = Y xi(x08)
n=1
w sensie zbieznoéci $redniej, wiec rownanie (9.19) mowi nam, Ze
x = ¥ (1=22)7(x y)xi (9.20)

o ile tylko A nie jest odwrotnoScia Zzadnej z wartosci wlasnych ;. Korzystajac z toz-

samosci
(1=242)"" = 1+ 42(1—24)~?

wygodnie jest przepisaé wynik (9.20) w postaci

2 [,y)x,+?»21 e (x5, 1)x;.

x = y+ ARy, (9.21)

Stad mamy

gdzie dla dowolnego & & H rezolwenta R4 operatora A jest zdefiniowana nastgpujaco:

A
Ryb= % T e O (9.22)
Zauwazmy, ze R, jest operatorem samosprz¢zonym, a suma (9.22) istnieje w sensie
zbieznosci éredniej, poniewaz A;/(1—24;) jest ograniczone (A; —» 0, 1 % 1/4; dla dowol-
nego ), a zatem ciag sum czesciowych jest ciggiem Cauchy’ego. MoZzemy nawet powiedzied,
ze ciag operatorowych sum czgsciowych {R$’}, gdzie

N
2—1 A
(Mg — AL £ :
RA E - I—lﬂ.i (xu g)xb
i=1
jest zbiezny w sensie normy do operatora R, gdyz

IRy —REVE|| =

15 e S

i=N+1

oraz A, jest minimalng warto$cia wyrazenia |1 — A4;| na zbiorze wszystkich wartosci wia-
snych operatora 4, a wartosci wlasne sa uszeregowane wedlug malejacych wartodci,
Nastepnie mamy, ze

<o)

D 1 B < 118,

i=N+1
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a wiec

IR~ REVEI < il gy
min
Poniewaz Ay, , — 0 przy N — o, zatem [R4—RM|| - 0, gdy N> 0. Z wyniku tego
orazztego, ze operatory RY{" jako operatory skoiczonego rzedu $4 zwarte, wyciggamy na
podstawie twierdzenia 8.3 wniosek, ze R, jest rownicz operatorem zwartym. Wnioski te
podsumowuje nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 9.6. Niech A4 bedzie Zwartym operatorem samosprzeZonym w przestrzeni
Hilberta H. Jedli A nie jest rowna odwrotnosci ktorej$ wartosci wiasnej operatora A4, to
istnieje operator (/—A4)~! i dany jest on wyrazeniem

(I—-24)' = I+2R,, (9.23)

gdzie R, jest zwartym operatorem hermitowskim zdefiniowanym dla dowolnego £e H
nastgpujaco:

oo

Rig= N H (et (9.24

T N AT 24)
Nieskornczona suma jest okre$lona w sensie zbieznoéci $redniej oraz x; jest zbiorem wszyst-
kich wektoréw wlasnych operatora A.

Przypu$¢my téraz, ze 1 = 1/4,. Zgodnie z naszymi poprzednimi wynikami

x=x+ E ]__1;3:(\” )x;
i=1
jest rozwigzaniem réwnania x = y+ 14x, wtedy i tylko wtedy gdy y jest ortogonalny do
kazdego wektora wlasnego nalezacego do wartosci wlasnej A,. Znak ,,prim” przy sumie
oznacza, ze wektory wlasne nalezace do 4, powinny byé Opuszczone, a X jest dowolna kom-
binacja liniowa wektoréw wlasnych nalezacych do A,. Zauwaimy, ze warunek, by y bylo
ortogonalne do kazdego wektora wiasnego nalezacego do A, jest réwnowazny zadaniu,
aby y bylo ortogonalne do kazdego z liniowo niezaleZnych rozwiazan réwnania

A = A&

lub tez A¢ = 1,£, poniewaz A jest operatorem SamOoSprzezonym.

Podobnie jak dla operatoréw skoficzonego rzedu mozemy zebraé wszystkie nasze
wyniki w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 9.7. Dla dowolnego zwartego operatora hermitowskiego zachodzi alterna-
tywa Fredholma.

Nalezy je poréwnaé z twierdzeniem 8.1 i dwoma wnioskami zef wynikajacymi udo-
wodnionymi dla dowolnych odwzorowar: skonczonego rzedu.

Twierdzenie 9.6 daje nam réwniez przyklad sytuacji, w ktérej metoda naszkico-
wana w paragrafie 7.2 w sposob niescisty moze by¢ wykorzystana do otrzymania funkcji
Greena operatora 4. W terminologii ostatniego rozdzialu, funkcja Greena operatora
(I— A4) jest operator (I+ AR,); mozna si¢ 0 tym przekonaé na podstawie réwnania (9.23).
Nalezy réwniez podkreslié raz jeszcze, ze R, zdefiniowane réwnoscia (9.24) jest mero-
morficzng funkcja zmiennej 1 z biegunami poloZzonymi w punktach A = 1 /4.
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Niestety w wigkszosci wypadkéw, kiedy napotykamy na réwnanie liniowe typu (9.17),
nie jesteémy w tak szcze§liwym polozeniu, by znaé wszystkie wektory wlasne i wartosci
wlasne operatora A, a zatem wzory (9.21) i (9.22) sa czgsto malo przydatne. Jednakze wy-
niki twierdzenia 8.4 sugeruja, Ze moze byé czgsto mozliwe rozbicie 4 na dwie czgdci
A = Ay +A4,, gdzie 4, jest ,,malym” operatorem w tym sensie, Ze ||4,|| < [|4,]|, a opera-
tor A, jest na tyle prosty, Ze mozna wyznaczy¢ dla niego i wektory, i wartosci wlasne.
Zanim jednak wglebimy si¢ w dokladniejsze rachunki, nalezy koniecznie si¢ upewnié, ze
dodanie ,,maltego” operatora A; do 4, nie wplynie zasadniczo na widmo A4,, gdyz jest
oczywiste, ze widmo operatora 4, i A bedzie odgrywalo decydujaca role we wszystkich
rozwazaniach. W tym kontekécie bardzo zachecajacy jest fakt, ze dla operatoréw zwartych
A, Ay i A, zachodzi twierdzenie méwiace, Ze wraz z normg ||4,|| dazaca do zera wartosci
wlasne 4, daza do wartosci wlasnych operatora A.

Twierdzenie 9.8. Jezeli 4 = A, + A, oraz A, Ay, A, sa zwartymi operatorami hermi-
towskimi, to mamy zawsze

A=A, < A < A+ 144l
gdzie A2 i 1, sa n-tymi warto$ciami wiasnymi odpowiednio operatora A, i 4.

Dowéd. Rozpatrzmy najpierw A{®+. Niech C bedzie zbiorem wszystkich y € H takich, Ze
7l = 1 oraz (v, x(¥+) =0 dla i = 1,2, ..., n—1, gdzie x{®* oznacza wektor wlasny
A, z dodatnia wartocia wlasng A{®*+. PoniewaZ mamy

sup(y, 4y) = sup[(y, 4o»)+(¥, 4,)] < sup(y, 4oy)+supi(y, 4,¥)l,
y<C yeC ¥eC yeC

to na mocy twierdzen 9.11i 9.5
sup(y, 4oy) = 4V¥,
yeC
supl(y, A1) < {44l
yeC

a wigc
sup(y, Ay) < 0% +l44ll. 9.25)
¥C '

Czlon po lewej stronie tego réwnania jest bardzo podobny do wielkosci A}, ale faktycznie
nie jest jej rowny, gdyz y musi byé ortogonalne do n—1 wektoréw wlasnych operatora
Ay, a nie do n—1 wektoréw wlasnych operatora 4. Jest jednak jasne, ze wielko$C ta jest
wigksza lub réwna A}, gdyz mozemy znalezé znormalizowana kombinacj¢ liniowa pierw-
szych n wektoréw whasnych nalezaca do C (tzn. ortogonalng do pierwszych n—1 wektoréw
wlasnych 4,). Dla takiego wektora, nazwijmy go #, mamy na pewno (7, An) = A, .
a wiec : '

sup(y, Ay) = Az -

yeC
Wracajac do nierdwnoéci (9.25) mamy
A< A 4|4l

Aby dowies¢ druga polowe nieréwnosci, rozpatrzymy zbiér D wszystkich y takich, ze
Iyll = 1oraz(y, xf) =0dlai=1,2, .., n—1. Mamy wtedy

sup(y, 4o¥) = sup[(y, 4y)—(y, 4,9)] < sup(y, 4y)+sup|(y, 4 ).
yeD YeD yeD yep
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Ale z definicji D
Sup(y, 4y) = 7%, awigc sup(y, Aoy) < A 114, -
yeD ¥=D

Zgodnie z poprzednimi argumentami mamy
sup(y, doy) = A0+
¥<D
Stad
B9 < BE+114,]] b A —l4y)] < A%,
co koficzy dowdd dla 4. Przypadek Az dowodzi sie w sposdb catkowicie analogiczny.
Kiedy juz przekonali$my si¢ o stabilnosci widma zwartych operatoréw hermitowskich
pod wplywem malego zaburzenia, zbadajmy perturbacyjne podejscie do rozwiazywania
rownan liniowych. Dzielimy A4 na dwie czesci
A = AU +Al
tak, by []4,|| bylo bardzo male. Réwnanie (9.17) przepisujemy w postaci
X = y+2on+ ;\.AJ_}C,
lub tez w bardziej sugestywnej postaci
(I"“' on.x) b= J’+ lA_lx.
Zgodnie z wynikiem (9.21), o ile A~ nie pokrywa si¢ z wartodcig wlasna 4,, mamy
X = y+2Ax+ 2R (y+Ad,x)

lub w innej formie
X = -1’+;'R"10-}.+A(Al +AR11”441)_Y. (})26)

Dostalismy wige nowe réwnanie liniowe, ale teraz WYSIepujacy w tvm réwnaniu opeiator
ma mala norme, gdyz z zatozenia 114, jest male. Zaktadalismy caty czas, ze A~ nie jest
wartoscia wlasna operatora Ao. Wiemy jednakze, ze wraz z 114! = 0 wartosei wlasne Ay
sa coraz blizsze wartoéciom wlasnym operatora A. W tej granicy mozna réownowaznje
zatozyé, ze A~! nie-jest wartoscig wlasna 4. W miar¢ jak norma [|4,]| staje sig coruz
mniejsza, réwniez norma l[4;+ AR A,]| staje si¢ coraz mniejsza, tak e JA]- 114, +
+AR, A1ll <1 i réwnanie (9.26) mozna rozwigzaé przy pomocy szeregu Neumanna,
A wigc w granicy |[4,!]] = 0 zachodzi

X = V+AR, Y,

o ile 4 nie jest warto$cig wilasna operatora 4, Z twierdzenja 8.4 wiemy, e zawsze mozna
przybliza¢ 4 w sensie normy operatora przez odwzorowanie skonczonego rzedu. Mozna
wigc problem wyjiciowy sprowadzi¢ zgodnie z wynikami paragrafu 8.6 w szczegdlnosci
7 rownaniem (8.88) do problemu macierzowego bez znajomosci funkeii wlasnych opera-
tora 4. Jesli A jest operatorem catkowym, to metoda przyblizen bedzie polegaé na
zastapieniu jadra przez szereg funkcji schodkowych — zajmiemy sie tym dokladniej w na-
stgpnym paragrafie.

PrzejdZmy teraz do problemu wartosci wlasnych. Dla wygody zapiszmy A w postaci

A = A0+8A1, .
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gdzie dodali$my wspéfczynnik ¢ do operatora 4, dla podkreslenia faktu, Ze ten czlon
bedzie maly w sensie normy. O operatorach A, Ao, A4, zakladamy, Ze sa zwarte i hermi-
towskie. Rozpatrzmy problem wartosci whasnych

Ax, = (Ao +ed)x, = A%, (9.27)
albo zakladajac, 7e 4, # 0,

| 1
(I_ e Ag Xy = — 84 X,.
it
7 dotychczasowych rozwazaf wiemy, ze to liniowe roOwnanie z niejednorodnoécia postact
¥ ] ap
£A; x4/ 1, MoZna rozwiazac piszac

-1
= (]-— -;%—AG) —;:—EAlx,,.

Korzystajac z (9.23) i (9.24) mozna to przepisa¢ w postaci

@ o 1 —1
= Z( —ﬁ'—l) —;--- o2k, A x)xY = e v(ﬂ = AN xD, A, x)x, (9.28)
in
m=1 ln:l

gdzie x(*’ sa wektorami wlasnymi operatora A4,, za§ A\’ sa odpowiadajacymi im war-
todciami wlasnymi. Zakladamy, 7e 1, nie réwna si¢ Zadnej z wartodei wlasnych Ag.
Kiedy &||A,|| jest dostatecznie male, taka sytuacja zajdzie na pewno z wyjatkiem wartosel
whasnej AL%, ktora dazy do A, wraz z & — 0. Zakladamy réwniez dla prostoty, Ze
widmo operatora 4, jest niezwyrodniate. Majac powyZsza trudno$¢ w pamigei wydzielmy

osobno mozliwy rozbiezny mianownik w réwnaniu (9.28)

oo
~(0) - 0y

i -(_\n 4 EA{OXH) X$0]+E E Al (X,,, 4 A (—:Cn} 3 Eﬂo)’ (929)
‘ln - ;"Si ) }-n - F—:n }

m=1
gdzie ,,prim” w sumie oznacza, Ze czlon z m = n powinien by¢ opuszczony. Roéwnanie
(9.29) wyglada bardzo podobnie do zwyczajnego niejednorodnego réwnania liniowego.
Zanim przystapimy do rozwiazywania tego rdwnania przy pomocy poznanych meted,
powinnismy co$ powiedzie¢ najpierw o mogacym sprawiac¢ klopoty wspolczynniku mnoia-
cym czlon x( w réwnaniu (9.29). Obliczajac iloczyn skalarny obu stron réwnania (9.27)
mnozonych przez x{ 1 korzystajac z faktu, 7e
19,\(0} e ;(01_,501

dostajemy

(59, gdy ) = (A=A (9 x,): (9.30)
Z roéwnania tego odczytujemy, ze A% — 4,1 (x{?, e4, x,} — 0 w taki sposdb, Ze

(0
(xi'l ): SAlxn_)
PR 1)

Pozwala to przepisa¢ rdwnanie (9.29) w postaci

= (x9, x,) < .

0)
\1' (x( cA; %) ()

j’ A(O] nt (931}

%, == eV, xn}x,‘,°’+€

m=1
Iloczyn skalarny (x{?, x,) méglby byé réwny zeru tylko w bardzo szczegdlnych okolicz-
nosciach, a na pewno nie jest to mozliwe przy dostatecznic maltym e, gdyZ inacze]
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mogliby$my dojs¢ do sprzecznodci. Przyjmijmy, ze (x$, x,) = 0, to wtedy réwnanie (9.31)
przyjmuje postac

00: (0) A )
X \ | (xm 2 lxn x(g)
L o CETPNTY T .
Z Ap= = 8
m=1

Wynika z niego, ze

O @ AP ey 2]
ltxnfi=e{v S| <o Do, 4],

gdzie 4, jest minimalng wartoscia |A,— AL, gdy A przebiega wszystkie wartosci
wlasne 4, z wyjatkiem wartosci 1S, Dla dostatecznie malych ¢ warto$¢ 4, dazy do liczby
niezaleznej od e. Z warunku zupelnoéci dostajemy

ll < 5= (A1 %, 4507 = |14, 3,

a wige

&l 4yl

lball € === lill b 1< £l 4, ]|

Ay i
Dla dostatecznie matych e ostatnia nieréwnosé jest na pewno sprzeczna.

Poniewaz réwnanie na x, jest jednorodne, wigc x, moze byé wyzna}czone €O najwyzej
z dokladnoécia do dowolnej statef multiplikatywnej; przyjmujac (x£, x,) = 1 ustalamy
te staly w wygodny sposéb. Przy takiej normalizacji réwnanie (9.31) przyjmuje prostsza
postaé

Xt (D)
X, = x© +32 —("::t‘—’_‘itgf"_)xg”. (9.32)
m=1 e H

Réwniez zgodnie z réwnaniem (9.30)

Ay = MO 4e(x(D, A, x,). (9.33)
Réwnania (9.32) i (9.33) s3 punktem wyjécia do perturbacyjnego badania widm zwartych
operatoréw hermitowskich.

Oczywidcie najbardziej obiecujacym podejSciem do rozwiazania tych réwnan w przy-
padku malego, lecz skoriczonego &ll4,[| wydaje sic metoda iteracji. Bedziemy jednak
musieli wprowadzié tu pewne modyfikacje w poréwnaniu z paragrafami 8.1 i 8.3, gdyz
oOperator po prawej stronie réwnania (9.32) zawiera nieznang wielko§¢ 1,. Z drugiej
jednak_strony dysponujemy réwnaniem (9.33) na wielkoséé 2, zawierajacym z kolei nie-
znany wektor x,. Mamy wiec do Czynienia z para sprzezonych réwnan nieliniowych na x,
i A,. Przekonali$my sie, ze norma operatora po prawej stronie réwnania (9.32) jest réwna
lub mniejsza od e]] 4, [|/4,. Jesli ta wielkosé jest mniejsza niz 1, to mozemy iterowaé réwnania
¢9.32) otrzymujac ;

2 (5 (0)
el xﬁ°’+52 E‘iﬂz:__"’;ls:;;_)xgno)_,_
m=1
VY N (52, A (54, 4, %)

it 2 o= A9 (1= 2

XV s (9.34)

I=1 m=1
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Po obliczeniu x, z wystarczajaca dokladnoscia wstawimy réwnanie (9.34) do rownania
(9.33) dostajac réwnanie na Z,. Na ogdt réwnanie to bedzie niezmiernie skomplikowane.

Tnna mozliwos$é rozwigzania moze polegaé¢ na podstawieniu réwnania (9.33) do réw-
nania (9.34). Otrzymujemy w ten sposob

%
. 0 0 o]

Xy = x“”-i—sZ Cxi, Ay X370 +

v MO =2 +e(x9, A, x,)

m=1
(00 4, 19 (xf2, 4, x{%)
&2 ‘(‘ Y‘ (X, Az (0) 3
2t o TR T e, A, )] [0 — A0+ e, Ay T F e 039
Jesli e]]4, || jest na tyle male, Ze
el dy %) .
ASIO}_I"JO)_ <1 (9.36)

dla wszystkich m # n, to mozemy kazdy z mianownikéw wystepujacych w réwnaniu
(9.35) rozwinaé w szereg potggowy wzgledem potegi &€ w sposéb nastgpujacy:

= X0 A x)* )
[AL0) — ALO) 4 e(x$0), A, 2]~ = (AL — 2L~ Z (—1)e* %@T_—-——i{:];ﬂ « 937}

Wstawiajac to do (9.35) dostajemy dla kilku pierwszych cztonow 'polaczonego szeregu
iteracyjnego 1 rozwinigcia mianownikéw

(0 A4, x0)
o= e 3 Syt QISR o, e

o 20 -
SN VT A . (x4, Ay x4 (29, 4, X% )
+ § _S' } 2 I prrgherrd [A00)— /(0)];:-;-1”(0)_;(0]]»4.1 (Pl T XL,O)+ G .
m=1 I=1 u=0 »=0

(9.38)
Jesli ¢ jest dostatecznie male, dostajemy zbieiny szereg potegowy dla x, piszac
_ Vo »
%= XL (9.39)

i wstawiajac to wyrazenie do obu stron réwnania (9.38) oraz pordwnujac wspdlezynniki
przy tych samych potegach e, wtedy mozemy wyznaczyé kolejne f(?

£ = O,

v’ (x3, Ay x{P)

(1)
fﬂ )= A—d’ F\[O)_;{o) xm 2
m=1
i
ke
Fo = AN 2y (60, Ay x(O) (9, A, xw))x -
P Ry S TrUE
M= =
x(D) A x(O)) J )
— (x5, A4, x‘O})Z GO0 <Xt (9.40)
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Wstawiajac te wartosci do réwnania (9.39) otrzymujemy wyraZenic na x, z dokladnoscia
do &*. Majyc ten wynik mozemy skorzysta¢ z réwnania (9.33) do obliczenia 4, z doklad-
noscia do . Wartosci whasne 1, moga byé réwniez przedstawione w postaci szeregu
potggowego, ktérego pierwszym cztonem jest A%, Mamy
[=a)
Av ="'y g}b, 9.41
: 2 (9.41)
Korzystajac z postaci x, danej rownaniami (9.39) i (9.40) znajdujemy
5 0 02
M= G, 4, A= ﬁx%f)—fffi ©.4)
m=1 3
1 podobnie dla cztondéw wyzszych rzedéw.

Wyniki te zgadzaja si¢ dokladnie z wynikami otrzymanymi w teorii zaburzeh
Rayleigha-Schriédingera (paragraf 4.11). Udalo sig nam uzasadnié wigc teorie zaburzed
Rayleigha-Schridingera, przynajmniej dla przypadku bez degeneracji. Pokazaliémy po-
nadto, ze jesli ¢ jest dostatecznie mate, to szereg perturbacyjny dla x, jest zbiezny. Trudno
Jest podaé doktadniejsze kryterium zbieznosci, ale jest do§é oczywiste na podstawie po-
wyzszych rozwazafi, Ze jesli réznica miedzy A(®) i najblizsza wartoécia wlasna 4, jest
duzo wigksza co do wartoéci bezwzglednej od (4,— A(%), to metoda ta ma duze szanse byé
zbiezna. Kryterium powyzsze, mimo Ze nie jest ciste, czesto jest bardzo uzyteczne
w praktyce.

Wyniki zawarte w réwnaniach (9.39), (9.40), (9.41) i (9.42) sa o tyle niedogodne, Ze
wymagaja znajomosci wszystkich wektoréw whasnych i wszystkich wartoéci wlasnych
operatora A,. Istnieje parg sposobdw ominigeia tej trudnosci. Jedna z nich opiera sie na
udowodnionym istnieniu szeregu potegowego dla A, i x,; zakladajac takie rozwinigcie
szuka si¢ sprzgzonych réwnaf na wektory £ i liczby Y tak, jak to zrobiono w para-

rafie 4.11. W ten sposob otrzymuje sig na przykiad

(Ao =L = —(dy — HOPE,
(do— KON P) = —(dy— IO+ AP,
(o= MWD = —(y =KD+ X P+IDHD  (043)

itd., doktadnie tak jak w paragrafie 4.11. Réwnania te zawieraja jedynie wartosci x(°)
i 489 jako punkt wyjécia, ponadto ma si¢ do rozwiazania uktad niejednorodnych réwnan.
Uklad tego rodzaju zostal dos§¢ szczegbtowo omdwiony w paragrafie 4.11.

Inne podejécie polega na bezposrednim zaatakowaniu operatora 4 korzystajac z zasady
maksimum i minimum zawartej w twierdzeniu 9.5. Wiedzac, 7e dla dowolnego y € H,
takiego ze [[yi] = 1, zachodzi

(, 4y) < ¢,

mozemy braé , wektor prébny” y, zawierajacy wiele parametrow, a nastgpnie maksymali-
zowad warto$¢ (y,, Ay,) ze wzgledu na te parametry przy spelnieniu warunku ||| = 1.
Jesli parametry, wzgledem ktorych szukamy maksimum, wchodzg liniowo do wektora y,,
to okazuje si¢ (patrz zad. 5), ze dochodzimy w ten sposéb do ukladu zwyczajnych réwnan
liniowych na te parametry. Wprowadzajac kolejno coraz wigcej parametréw uzyskujemy
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coraz wieksza warto$¢ wyrazenia (y,, Ay,), ale nigdy nie mozemy w ten sposéb przekroczy<¢
wartoéci A7, Je§li funkcje probne y, wybrane sa w racjonalny sposob, to bardzo szybke
mozna otrzymaé doskonalg aproksymacje A7 oraz x{ (czyli funkcje dajaca dobre przybli-
zenie dla ).

Jako przyktad na zastosowanie tej metody rozpatrzymy réwnanie

Ax = f t (1=t )x(t)dt" = Ax(t),

gdzie A okreslone jest w przestrzeni funkcji catkowalnych w kwadracie na odcinku [0, 1].
Wiemy juz (patrz paragraf 7.1), ze rownanie to przy warunkach brzegowych x,(0) = 0 =
= x,(1), ma nastepujace funkcje wlasne

Xt} = /2 sin(nrt)
i wartosei wlasne
A = 1/n2n2.
Najprostsza unormowang funkcja prébna znikajaca dlat=01i¢=1 jest

yt) =1/301(1—1).
Jesli obliczymy (y,, 4y,), dostaniemy
(e, Ay) = 17/168 = 0,10119,

co jest mniejsze od 1/x? = 0,10132, ale nie o wiele! Tak wiec przy najbardziej oczywistym
wyborze funkcji probnej dostajemy wynik niezwykle bliski wartoéci écistej. Nie trzeba
chyba méwié, ze w wielu problemach nie jestesmy w tak szeze$liwym potozeniu. Mozemy
réwniez obliczyé wartos$é ||xT —yill.

et =yl = |l Y2 sin(mn)— /30 (1= 0)|| = [2(1—41/60/=*]"/* = 0,038,

a zatem y, jest rowniez dobrym przyblizeniem xi w sensie normy. Gdyby$my wymagali
jeszcze wigkszej dokladnosci, to moglibysmy wzigé funkcje probna zawierajaca kilka
parametréw, na przyktad

y, = at(1—)+b*(1—-1)%,

a nastepnie szukaé maksimum wartodci (¥, 4yy) ze wzgledu na a i b przy warunku ubocz-
nym ||y|| = 1. W praktyce wygodaie jest uwzglednié warunek unormowania funkcji
prébnej y, przez wprowadzenie mnoznika Lagrange’a. Oczywiscie A7, A3, ... moina
oblicza¢ w podobay sposéb wprowadzajac wigcej warunkow ubocznych zapewniajacych
odpowiednie wiasnoéci ortogonalnosci.

9.3. METODY PRZYBLIZEN SKONCZONEGO RZEDU
DLA ZAGADNIEN WEASNYCH

Dla wiekszosci konkretnych zagadnien fizycznych szanse otrzymania rozwigzania
w skoficzonej, zwartej postaci sa catkowicie nierealne. Stwierdzenie to jest szokujace dla
kogo$, kto zapoznal si¢ dotychczas jedynie z problemami typu atomu wodoru czy oscyla-
tora harmonicznego, ktére zaréwno w mechanice klasycznej, jak i kwantowe] maja
pickne, éciste rozwigzania. Sytuacja taka jest jednak w fizyce raczej wyjatkiem niz regula,
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mimo to wyjatkiem o wielkim znaczeniu, gdyz pozwala uzyska¢ wglad w istotg rzeczy
niezbedny dla zrozumienia bardziej zlozonych probleméw. W przypadku potencjalu ku-
lombowskiego wystarczy na przyklad uwzgledni¢, ze fadunek protonu nie jest scisle punkto-
wy, a ma pewien rozklad przestrzenny, by natychmiast poZegnaé si¢ ze scistym rozwiaza-
niem i by¢ zmuszonym do jakiego$ postgpowania przyblizonego. Jednakze we wspomnia-
nym dopiero co problemie efekt skoriczonych rozmiaréw protonu moze byé traktowany
jako male zaburzenie, mozna wigc z powodzeniem stosowa¢ metody omowione w para-
grafie 9.2. W tym paragrafie zajmiemy si¢ innego typu problemami, a mianowicie takimi,
dla ktérych idea malego zaburzenia dobrze rozumianego ukiadu fizycznego jest nieade-
kwatna. Dla rozwigzywania takich probleméw bedziemy zmuszeni stosowaé przyblizenie
innego rodzaju, a mianowicie przyblizenie przez operatory skoniczonego rzedu, ktdre
omawialiémy w paragrafie 8.7.

Cheemy wige rozpatrzy¢ zagadnienie wlasne w postaci rownania (9.27) w przypadku,
kiedyel|4, || dazy do zera, to znaczy w przypadku, kiedy przyblizamy 4 niezwykle dokladnie
przez A,, w zasadzie dowolnie dokladnie (patrz twierdzenie 8.4). W tym przypadku zgod-
nie z wynikami ostatniego paragrafu

XD = X
A0 — 2.

Skupimy nasza uwage na operatorze hermitowskim z jadrem a(z, t'), gdzie ¢ i ¢’ leia
w przedziale [a, b]. Z problemami takimi zetkneliémy si¢ juz w rozdziale 7, kiedy dyskuto-
waliSmy catkowe réwnanie Schrédingera. Podstawowa idea, ktora si¢ postuzymy, bedzie
polega¢ na rozbiciu przedziatu [¢, #] na N malych odcinkéw o dlugosci (h—a)/N i zde-
finiowaniu zbioru funkcji ortogonalnych
n—1 n
e IS e __<\ — 1,
$(0) = 1, a+ ¥ i<t a+NI
0, w przeciwnym wypadku,

gdzie / = b—a, za§ n = 1,2, ..., N. Moina w razie potrzeby unormowaé ¢{(¢) do
Jednosci mnozac przez czynnik (N/)'/2. Majac taki zbiér funkcji mozemy przy ich pomocy
aproksymowac¢ kazde jadro w L,, a jesli jadro jest okre§lone na odcinku nieograniczonym,
to obcinamy go zastgpujac przez zero, gdy ¢ lub ¢’ leza na zewnatrz pewnego duzego,
lecz skoficzonego odcinka. Sensowny punkt obciecia mozna wybraé przygladajac sie
dokladniej postaci jadra. A zatem dla dowolnie malego ¢ moZemy znale?é takie N i takie
jadro ax(t, ¢') zbudowane z funkcji ¢t¥, by

lla(z, £')—an(t, £')]] <e.
Operator odpowiadajacy jadru ax(z, ') nazwiemy Ay, wiec mamy
[|A—Ay|| < &.

Zgodnie z twierdzeniem 9.8 wartoéci wlasne Ay daza do wartoéci wlasnych operatora A,
a zgodnie z réwnaniem (9.32) wektory wlasne operatora Ay daza w sensie normy do
wektoréw wlasnych operatora 4. Problem sprowadza si¢ wiec do rozwiazania réwnania

Apxi®(t) = 2A9x0() (9.44)



dla dostatecznie duzego N. Przy pomocy ¢4V jadro operatora 4y mozna prrzedstawié

w postaci
N
a(t, 1) = D MudfO0@V (1), (9.45)
Hy=1
edzie
My = (NID? [ dt [ dt'gM0¢(eaz, ). (9.46)

Dla prostoty zatozymy, ze a(t,t’) jest rzeczywiste. Zauwazmy, Ze M,, jest po prostu
wartoscia srednia funkeji a(z, t") w kwadracie uy dwuwymiarowe;j siatki, na ktoéra podzieli-
lismy plaszczyzne r1”. Korzystajac z wyrazenia (9.45) zapisujemy réwnanie (9.44) w postaci

N
3 POM, [ SO = KX

Hyp=1

Wprowadzajac symbol
C = NI [ ()0 (e)dt’
-

na oznaczenie wartoéci $redniej funkcji x{% na »-tym odcinku przedziatu [e, b] moZzemy
zapisa¢ nasze rownanie w taki sposob
N
DM, 5 = 150 9.47)
for= 1
Zagadnienie sprowadzilo si¢ wiec do rozwiazania réwnania (9.47) wzgledem liczb C{™.
Mnozac obie strony rownania (9.47) przez ¢{¥(¢) i calkujac dostajemy

N
% Z M,,Cr = A Cm (9.48)
r=1
dla »" = 1,2, ..., N. Réwnanie (9.48) sprowadza wiec nasz problem do zagadnienia
wlasnego dla skoficzenie wymiarowej macierzy M. Rozwigzujac réwnanie (9.48) wzgledem
A99 C (v = 1, 2, ..., N) moZzemy na podstawie rownania (9.47) podac wektory wlasne
x£°(r) w nastgpujacej postaci

N
x0(t) = 2 CMGMI(r) . (9.49)
r=1

Istote tego wyniku mozna zrozumie¢ w prosty sposdb rozpatrujac réwnanie
b
Axy = Aoax, = fa(t, x (1) dt’
7 punktu widzenia prostej teorii catki Riemanna. Jesli podzielimy przedziat catkowania
na N czesci, kazda o dilugosci //N, gdzie [ jest dlugo$cia przedzialu, to réwnanie nasze
mozna przepisa¢ w postaci
N

D at, t,)x,,(ry)(%) = Ale),

v=1



gdzie £, jest pewnym punktem wewnatrz y-tego przedziatu. Jesli N jest dostatecznie duze,
wyrazenie to bedzie dowolnie dokladnie aproksymowac poczatkowa catke, o ile wystepu-
jace funkcje sg ciagle, a zatem
- !
il

Z alt,, z,)x,,(zv)(ﬁ) = JoXalty).

re=1
Definiujac

ﬁ?{v'v = d(t,;, tv)s éin'] = xrcl(ty)

d ostajemy po prostu

N
, 7[{;2 M,,C" = 1,Cm, (9.50)
y=1

co jest bardzo bliskie rownaniu (9.48). A zatem podstawowa idea praktycznego rozwiazy-
wania rownan calkowych nie jest bardziej skomplikowana od podstawowej idei zawartej
w obliczaniu calki Riemanna.

Gdy |[4,]| <1, to przyblizone wartoéci wlasne operatora A sa dane wzorem (9.48),
a odpowiednie wektory wlasne wzorami (9.48) i1 (9.49). Aby oszacowa¢ rozmiary popelnio-
nego bledu w tym przyblizeniu, mozemy zastosowa¢ wyniki teorii zaburzen zawarte we
wzorach (9.39), (9.40), (9.41) i (9.42). W zwiazku z tym szczegdlnie wazny jest fakt, Ze
jesli 282 i x{®) sa dowolnymi przyblizonymi rozwigzaniami o postaci

N N
0 — N\ om g (0) — (1) 5 (N)
x4 éjc, oM, x4 ;C., G, (9.51)
to wtedy
(49, 4,26%) = (59, (4= ANx®) = 0, 9-52)

co znacznie upraszcza wyniki teorii zaburzef. Rzeczywiscie, na pierwszy rzut oka moze
si¢ nawet wydawaé, Ze jest to uproszczenie zbyt daleko idace, a mianowicie Ze oznacza
ono, iz
(4]
A = A9 oraz  x, = x{%,

gdyz wszystkie cztony wnoszace wklad do fiV, i, ... itd. we wzorze (9.40) oraz do
AL A itd. we wzorze (9.42) wydaja sie znikaé. Jednakze nie jest to prawda. Wektory
postaci (9.51) nie sa jedynymi wektorami wlasnymi operatora 4y. Dowolny wektor orto-
gonalny do wszystkich N wektorédw ¢ jest wektorem wiasnym operatora Ay z wartocia
whasna zero. Istnieje nieskoniczenie wiele takich wektoréw, a my nie wyznaczyliSmy ani
jednego z nich. Jegli umdéwimy si¢ oznaczaé te wektory wskaznikami zaczynajacymi sig od
N+1, tzn. x§0,, x5, ..., to poprawki do x, i A, mozna przedstawi¢ w postaci

o
iy
Xo =% 4 Fiul Z (3 D5y PDREN A1t 5

y=N+1 (9.53)
b= ﬂ§°)+7,"(!67 D (G0, AP+ ...
5 v=N4+1
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Poniewaz Aoxt? = 0 dla v > N, to mozna to réwniez zapisac tak
I el
" 0 0 0)y4-(0
Xn = JC:‘, ! 7(‘0-3“ S (.?CS, ), Axs: ))Ar[' ]+ AU
' P

v=N+1

(9.54)

N7 @ 44002
2 (5, AP B ..

v=N+1

An = ;’.5-;0]-*-“@)‘
Zauwazmy w szczegolnosei, ze wiodaca poprawka do ALY, tj. (x{*, A4, x{*’), znika. Wzory
(9.53) wskazuja, Zze pierwsza nieznikajaca poprawka do A{®) jest dodatnia, jesli A{%) jest
dodatnie i ponadto, Ze jest ona mniejsza lub réwna wielkosci [[4,]|3/A%. Jednakze
[1x,—x$0| < [|4;]]/26%, tak wige metoda nasza daje lepsze przybliZenie dla 1, niz dla x,.
W obu wypadkach poprawki bgdg tym wieksze, im mniejsze wartosci wlasne rozpatrujemy.
JaKo typowy przyklad rozpatrzmy catkowe réwnanie Schrodingera dla standw zwig-
zanych czastki w zadanym centralnie symetryczaym polu o potencjale ¥(Ir]). Z rozwazan
symetrii wiemy, Ze czg$¢ katowa funkcji falowej jest dana przez funkcje kulista Yi,.(8, ¢),
gdzie { jest momentem pedu rozpatrywanej czastki, a m rzutem momentu pgdu na of z.
Funkcja radialna speinia réwnanie (7.94), ktére tu przypominamy

2mx

$ir) = 73 f Jiiser IO (e WG Lr )2 v, (9.55)
(4]

gdzie » wyraza sig przez energie wigzania wzorem
x = —2mE[R?,

ar, ir.oznaczaja odpowiednio wigksza i mniejsza z wielkosei r 1 #". W postaci réwnania
(9.55) jadro catkowe nie jest samosprzezone, gdyz

k(r, r') # KX¥r', r).
Stosujac jednak metodg symetryzacji przedstawiong w zadaniu 8.5 mozemy tatwo dojsé
do jadra hermitowskiego. Cefiniujemy

wilr) = rV2(n)dur).

Réwnanie (9.55) przyjmuje wtedy postaé

o0
2mx

ylr) = ’Tf“-J rV () ji(ier Jaf (ier YV 2(r ) ypir ) dr . (9.56)
0
Jadro tego rownania jest juz funkcja symetryczna

2 )i D i WV

kl(r> F’) = hz

Spetnione jest k((r, r') = k}¥(r', ), gdyZ jak latwo mozna wykaza¢ w oparciu o réwnanie
(7.86a) 1 (7.86¢), iloczyn j(ixr DR ixr.) jest zawsze rzeczywisty.
Dla ilustracji rozpatrzmy znany potencjat kulombowski

V(r) = —Ze*r
dla stanéw z [ = 0 (przypadek / # 0 nie jest duZo trudniejszy). Wybieramy potencjat

kulombowski po to, by méc porédwnaé nasze wyniki ze $cistymi wzorami, ktore w tym wy-
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padku istnieja; z numerycznego punktu widzenia inny potencjal — na przyklad potencjal
Yukawy — bylby nawet prostszy ze wzgledu na wykladnicze obciecie.
Z wzordw (7.86a) i (7.86¢) mamy

- _ sinh(xr_) (U e
JQ(IAF_() = —ZZ'—"—, hO (l?ﬁ'.:,) = ——xr> 3
a zatem
4 2me*Z | sinh(ser_)e=*r,
kolr, ¥) = thL[ r;”:‘g’z 2 (9.57)
a réwnanie catkowe przyjmuje postaé
2Z°r 1 g B o A
Wolr) = W"':EJ nr?'r}? e ™ >sinh(ser Yy (rdr’.
Wielko$¢ ay = h*/me® ma wymiar dlugosci i nazywa sie promieniem Bohra.
Wygodnie jest pozbyé sig wymiarowych statych definiujac
1/2
0 =rlag, g=na,= [—E/(émczmz)] 4 : (9.58)
gdzie o = e*/hc jest bezwymiarowa »,stalg subtelnej struktury”, W tych jednostkach mamy
Bif w4 : e
po(Q) = —— ] ~7 7 ¢ %>sinh(go (0" do’. (9.59)
q 3 e e;

Zanim przystapimy do rozwiazywania tego réwnania metoda przybliZzenia skonczonego
rzedu, powinni$my si¢ upewnié, ze Jadro jest zwarte, co jest réwnowazne jego catkowalnosci
w kwadracie. Mamy

o oo 5 0 0 e T "
1= [ do [ dotkofe, o) = 42 [ de [ ag Soloinhtae P
: RS 05 0.

0 o

Przyjmujac, ze ¢ jest dodatnie, dostajemy w wyniku catkowania

‘.:22'2

“6at

tak wigc jadro jest rzeczywiscie calkowalne w kwadracie.
Problemem tkwiacym w réwnaniu (9.59) jest wyznaczenie wartosci wiasnych energii

wigzania ¢ przy danym Z. Wydaje si¢ jednak, ze jadro zalezy w skomplikowany, nieliniowy

sposob od g. W rzeczywistosci, w tym konkretnie przypadku, skomplikowana zaleznosé

od g jest pozorna, gdyz zamiana zmiennych '

e (9.60)

’ ’

X=g¢0 i x =g (-6

prowadzi do réwnania wlasnego
[=e]
e~ *>sinh(x Tk
sz Wz}ﬁ(zf)- Yo(X)dx" = gyo(x). (9.62)
> <

Zauwazmy, Ze przy zamianie zmiennych wedlug wzoréw (9.61) zaktadamy, ze g jest dodat-
nie, jo' to juz zreszta przyjmowalismy przy dowodzie, e jadro w réwnaniu (9.59) jest
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catkowalne w kwadracie. W wielu jednak przypadkach, na przyklad jeshi V() = g?e~*/r,
usuniecie zaleznodci od g nie bedzie w ten sposéb mozliwe — w takich sytuacjach czesto
pozadane jest traktowanie g jako ustalonego, a Z jako wielkosci do okreslenia. Innymi
stowy zmienimy nieco problem pytajac, jaka ,,sifa” potencjatu jest potrzebna do wytworze-
nia zadanej energii wigzania.

Zilustrujemy sposéb otrzymywania rozwigzan rownania caltkowego rozwiazujac row-
nanie (9.62) dla atomu wodoru, kiedy Z = 1. Jesli obetniemy jadro dla x > 7 oraz x” > 7
i podzielimy przedzial [0, 7] na 35 réwnych czesci, to procedura zawierajaca si¢ w rowna-
niach (9.47) i (9.48) doprowadzi nas do zagadnienia wyznaczenia wartoéci wlasnych
macierzy o wymiarach 35 x 35. Przy uzyciu wspdlczesnych maszyn cyfrowych jest to pro-
blem elementarny. Dla pierwszych kilku wartosci wilasnych znajdujemy

g = 099, g, =0495, g5 =0,326, g, = 0233

Scisle wartosci mozna otrzymaé postugujac si¢ wzorem dla energi standéw zwiazanych
atomu wodoru

1
E, = -5 me*a?/n?,

Zgodnie z wzorem (9.58) oznacza to, ze

1 1
g =1=1000, g,= r fa 0,500, g5 = 5= 0,333, ¢, = %— = 0,250.
Jak to juz sugeruje wzor (9.53), wartosci przyblizone leza zawsze ponizej wartosci Scistych.
Im mniejsze wartoéci wlasne, tym zgodnos¢ sig pogarsza, co teZ pokrywa si¢ z przewidywa-
niami wynikajacymi z wzoru (9.53). Zauwazmy, Ze

1 5 21 2
2= =
. n=1 n=1

co pokrywa sig¢ z calka z kwadratu jadra wystgpujacego w réwnaniu (9.62), o czym mozna
przekonac si¢ patrzac na wynik (9.60). Zgadza si¢ to z ogdlnym wynikiem zawartym we
wzorze (9.15). Poniewaz znane sa funkcje falowe atomu wodoru, mozemy réwniez podaé
Sciste rozwiazanie réwnania (9.62). Uwzgledniajac zamiane zmiennych (9.58) i (9.61)
oraz definicje funkeji ¢, poprzez ¢,, dostajemy dla pierwszych trzech wektordw wlasnych
{patrz L. I. Schiff Quantum Mechanics McGraw-Hill, New York 1969).

1!’10 = 2.]/;e_x,
2y 2x(1—-x)e %,

Il

P20
o 2 ~
Yao = 2]/3x{1—2x+ 3 xz)e s

Wszystkie one sg ortogonalne do siebie i unormowane dla wygody do jednosci.

Na rys. 9.1 ukazujemy $cista funkcjg v, (linia ciagla) oraz wyniki obliczen przyblizo-
nych (w postaci kropek). Zgodnosé jest, jak widzimy, bardzo dobra. Poniewaz, $ci$le méwiac
przyblizenie dla funkcji v, , sklada si¢ z ciagu plaskich segmentéw w kazdym podprzedziale,
dokonalismy interpolacji zastepujac te odcinki przez punkty w érodku przedziatu. Jest to
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Rys. 9.1 Linia ciggla przedstawia wykres §cistej funkcji wlasnej 10, punkiy na wykresie odpowiadaja
warto$ciom obliczonym w sposdb pizyblizony.
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Y20
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Rys. 9.2 Scista funkcja wiasna ¥s0 (linia ciagla) oraz ta sama funkcja wyznaczona w sposob przyblizony
(linia kropkowana).
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~05 . ‘
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1 1 1 CEEE N

[" -

Rys. 9.3 Scista funkcja wlasna 9o (linia ciggla) w zestawienin z wynikami przyblizonymi obliczonymi
7 rownania (9.48) (linia " kropkowana) i obliczonymi z réwnania (9.50) (linia przerywana).
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dobre przyblizenie, jesli funkcja zmienia si¢ powoli, a troche gorsze, jesli krzywa zmienia
si¢ szybciej, np. blisko poczatku uktadu na rys. 9.1. W obszarze szybkich zmian nalezatoby
wybra¢ mniejsze podprzedziaty dla otrzymania lepszej dokladnosci. Mozna to latwo
zrobi¢ w ramach przedstawionego przez nas formalizmu. Na rys. 9.2 i 9.3 przedstawione
jest podobne poréwnanie dla drugiego i trzeciego wektora wlasnego. Zwrdémy uwage,
ze odstepstwa od scistego wyniku sa nieco bardziej zauwazalne w tych wypadkach, chociaz
zgodno$¢ jest w dalszym ciggu bardzo dobra.

Obliczenia bylyby prostsze, gdybysmy obliczali odpowiednia macierz w duchu catki
Riemanna, tak jak to powyZej omawialiSmy. Przy takim sposobie kazdy element macie-
rzowy otrzymuje si¢ po prostu obliczajac jadro w punkcie na plaszezyznie xx’. Dla pordw-
nania zamiescilismy na rys. 9.3 krzywa otrzymana w ten sposéb dla funkcji 935. Odpo-
wiadajaca jej wartos¢ wlasna wynosi g5 = 0,353. Jasne jest, Ze przy takim dos¢ grubym
podziale, jaki tu zastosowali$my, pierwsza metoda jest dokladniejsza, przy podziale dosta-
tecznie subtelnym przedziatu catkowania obie metody sg zasadniczo réwnowazne.

9.4. ALTERNATYWA FREDHOLMA DLA OPERATOROW ZWARTYCH

Przejdzmy teraz do rozwazan nad ogélnym przypadkiem operatoréw zwartych. Dys-
ponujemy w tym wypadku mniejszg iloscig informacji, niz gdy zajmujemy si¢ operatorami
hermitowskimi. Nie mamy teraz na przyklad gwarancji, ze istnieje zupetny uktad funkcji
whasnych, nie dysponujemy réwniez zasada minimum i maksimum. Jednakse mamy na
swym koncie pewne postepy, jesli chodzi o operatory nichermitowskie; umiemy miano-
wicie rozwigzywac réwnania z operatorami o malej normie albo z operatorami skonczo-
nego rzedu. Powiazanie migdzy tymi dwoma typami operatoréw polega na tym, ze dowolny
operator zwarty w przestrzeni Hilberta moze by¢ zapisany w postaci

K= Kp+4, (9.63)
gdzie K jest operatorem skoriczonego rzgdu, a {|4|| moze by¢ dowolnie mate. Korzystajac
z tego podstawowego rozkladu pokazemy w tym paragrafie, ze dla dowolnego odwzoro-
wania zwartego ma miejsce alternatywa Fredholma. Przy okazji uzyskumy réwniez pewne
uzyteczne rezultaty pomocne przy rozwiazywaniu pojawiajacych sig w praktyce problemdw.

Przypus¢my, ze chcemy rozwiazaé réwnanie

f=g+AKf (9.64)

albo korzystajac z (9.63)
(I—AKp—2N)f = g.

Problem polega na obliczeniu operatora odwrotnego do J/— AKy— AA4. Potrafimy juz obli-
cza¢ (f—24)7", jesli ||4|| < 1/4 oraz (I— 2Kp)™1, jedli Kp jest dowolnym jadrem skoficzo-
nego rzedu, a 4 nie pokrywa si¢ z odwrotnoscig zadnej wartosci wlasnej K. Chcielibysmy
wige przedstawi¢ (I—AKy—A4)7", o ile ten operator istnieje, wyraZzony poprzez znane
nam operatory odwrotne. W tym celu skorzystamy z pewnej tozsamosci dla operatorow
(patrz zadanig 3.26)

(A—B)y™ = A4+ A~ 'B(4— B)~! (9.65)
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stusznej, jesli tylko (4—B)~™ oraz A~* istnieja. W zastosowaniu do naszego problemu
identyfikujemy (I—A4) z 4, za§ AKr z B. Zakladajac ||4|| < 1/1 wiemy, Ze operator
(I—AA4)~! istnieje i moze by przedstawiony w postaci szeregu Neumanna

(I—Ad)1 = [+ A+ 122+ 2243+ ... (9.66)
Je§li wyrazenie (I— AKp— A4)™* istnieje, to
(I—AKg—AA)t = (I-Ad)~1 +A(T— Rﬂ)"‘KF(I—lKF—*M)". (9.67)

Jesli jednak K jest operatorem skoficzonego rzedu, to i operator (/— A 1Kp ma te wlas-
noéé, gdyz jesli Ky jest zdefiniowany dla wszystkich fe H “{m’rem

N
Kef = Eqsi(f}’i,f),

i=1

to
N N
=24y Kef = D U= $ilyi, ) = Y 62w, ) (9.68)
i=1 {=ml
W powyiszym wzorze wprowadziliSmy funkcje ¢{* zdefiniowane nastepujaco
(,’:OEA) = (I—M)_ld)i = ¢‘+M¢i+12A2¢‘i+' can e (9.69)
Zdefiniujmy nowy operator skoficzonego rzedu zaleZny jawnie od 4 nastgpujaco:
K2 = (I—24)"'K5. (9.70)

Poniewaz 114]] < 1/, zatem zalezno$¢ od A moze by¢ przedstawiona w postaci zbieznego
szeregu potegowego. Wprowadzajac definicje

Ge(Ad) = (I-AK)Y, G4 4) = (I-id)™! 9.71)
mozna réwnanie (9.67) przepisa¢ w postaci
| Gx(A) = GAA) +ARA(N) Gx(R). (9.72)
W tej notacji réwnanie (9.70) moZna zapisaé
Ee(R) = GAN K. ©.73)

Réwnanie (9.72) mozna zapisaé w znanej postaci
[7-AK(D]Gx(A) = G4(A),

caly wiec problem sprowadzit si¢ do obliczenia odwrotnosci operatora [7— JLK"F(}.)], gdzie
K¢ jest odwzorowaniem skoriczonego rzedu. Jesli ten operator odwrotny istnieje, to

Gx(A) = [I-AK(D]'GA2) ©.7%
i rozwigzaniem naszego wyjéciowego réwnania jest
f= GeAz.

Z réwnania (9.74) wynika, ze jesli |4] - ||4|| < I (tzn., jesli istnieje G (1)), to wtedy Gg(4)
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje [7— J.R'F(,l)]“. Z praktycznego punktu widzenia
podstawowe znaczenie ma fakt, Ze réwnanie (9.74) pozwala przedstawié Gg(4) w postaci
iloczynu dwéch operatoréw, z ktérych kazdy moze by¢ w zasadzie obliczony jedna z metod
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juz omoéwionych: G4(4) jest dane przez najzwyklejsza iteracjg réwnania (9.66), zas
[ —AK}(J!.)]" moze byé otrzymane metodami paragrafu 8.6. Zgodnie z réwnaniem (9.68)
i (9.70)

N
Re(f = D) (i 1)
i=1

dla dowolnego f € H, gdzie ¢{*” wyraza si¢ poprzez elementy ¢; jadra aproksymujacego Ky
wzorem

i = Ga(D.
Korzystajac z réwnan (8.87) i (8.88) mozna napisaé

(- AEe(D)]™* = T+ ARz (1), 9.75)
gdzie ‘
N N
Ri (W)f = 2 2[(! 2AY L0, 1), (9.76)

a clementy macierzy 4 o wymiarach N x N sa dane przez
Apn = @ms 57 = (Wi, Gadbn)- 0.77

Zgodnie z wzorem (9.69) kazdy element macierzy 4 moze by¢ przedstawiony jako szereg
wzgledem poteg A, ktory jest zbiezny, jesli [A] < ||4{I7*. A zatem nasz wyjéciowy problem
moze byé sprowadzony do zagadnienia odwrécenia macierzy o skoficzonych wymiarach,
tym samym mozemy uwazaé go w zasadzie za rozwiazany.

Czesto okazuje sie mozliwe wybraé odwzorowanie skoficzonego rzedu zawierajace
jedynie pare czlonéw, a mimo to otrzymaé 4, ktérego norma jest bardzo mala. Czgsto
nawet ze zwyklym jadrem separowalnym o postaci

ky(x, y) = a(x)p()

moina w wielu problemach otrzymaé A, ktorego norma jest duzo mniejsza niz wyjsciowego
operatora K. W specyficznych przypadkach redukcja taka moze by¢ niezwykle przydatna.
Nalezy jednak podkreslié, ze niezaleznie od tego, jak mala bgdzie norma [|41], to dla dosta-
tecznie duzych A iloczyn |4 - ||4]] = 1 i nie mozemy juz by¢ pewni, Ze operator (I— A4 e
istnieje.

Jesli 2 jest dowolng liczba zespolona, to w dowolnym kole wok6t zera w plaszezyinic
zespolonej moze byé jedynie skoficzona liczba punktdw, w ktorych (I— AK)™! nie istnieje.
Staje si¢ to najwyraZniej widoczne, jesli zapiszemy to wszystko przy pomocy rezolwent

Gr(A) = (I—AK)™ ' = I+ ARg(4),

G,(A) = (I-iA)"1 = T+ AR, (A).

Korzystajac z tych zwiazkéw oraz z (9.75) 1 (9.74) dostajemy
I+ ARx(2) = (I+ARg (D)) (I+ ARA(4)),

a zatem '
Ry(2) = Ry(A)+ Ri () (I+2AR4(2)). (9.78)

Zauwazmy jednak, ze ze wzgledu na (9.69) i (9.77) wyznacznik det(f— A4) jest analityczng
funkcja 2, ktéra nie jest tozsamosciowo réwna zeru (na przyklad det(/— idy=14dla
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4 = 0). Jesli wigc A -jest dowolnym punktem w plaszczyznie zespolonej £, dla ktdrego
det(I—A04) = 0, to musi istnie¢ otoczenie punktu Ay, wktérym (detZ— 14} # 0 wszedzie
poza samym punkiem d,. W przeciwnym wypadku wszystkie pochodne funkcji det(/— 2A4)
wzgledem zmiennej 4 znikatyby w punkcie 2 = 1,, a zatem znikalby tozsamogciowo szereg
Taylora wokoét A,. Zgodnie wiec z twierdzeniem Bolzano—-Weierstrassa oznacza to, ze
dowolne skonczone koto w plaszczyZnie zespolonej zawiera jedynie skoriczona liczbe
biegunéw rezolwenty Rg(4), gdyz zgodnie z (9.76) i (9.78) zera wyznacznika det(J—14)
odpowiadaja biegunom rezolwenty Rg(4). A zatem Rg(1) jest meromorficzng funkcja 2.

Innym waznym rezultatem, jaki si¢ otrzymuje rozwazajac rozbicie K na operator skon-
czonego rz¢du Kr 1 operator 4 o malej normie, jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9.9. Dla dowolnego operatora zwartego w przestrzeni Hilberta zachodzi
alternatywa Fredholma.

Dowdd. Wykazanie powyZszego rezultatu nie jest trudne, ale dosé dtugie. Dlatego do-
wod rozbijemy na kilka lematéw.

Lemat 1. Réwnania

f=g+iKf (9.79)
i
J=g+akY (9.80)
s3 rownowazne, odpowiednio réwnaniom '
J = gat A+ ARy Kpf, (9.81)
f = &4+ U+ 1*RYKL, (9.82)

gdzie
g1=(+AiR)g oraz g, = (I-2*RY)z,
a Ry jest rezolwentg zdefiniowana poprzednio. Operator 4 spelnia warunek ||4]| < 1/4,

a Ky jest operatorem skoriczonego rzedu.
Dowdd. Wynik ten wynika natychmiast z naszych poprzednich rozwazas. Piszemy

[ =g+AKf = g+ K f+ A4f,
gdzie 4 jest takie, ze ||d|| < 1/|A|. Zgodnie z twierdzeniem 8.4 istnieje zawsze takie K,
dla ktdrego jest to prawda, zatem
{I-20)f = g+ AKef
lub, poniewaz (/— 24)~! istnieje oraz z definicji
({—244)t = I+ AR,
mamy
f=gs+AMI+AR)Krf,
gdzie
84 = (I+AR,)g.
Identyczne argumenty w zastosowaniu do réwnania
f=g+a1ktf
prowadza do
I = 84+ I+ P*RYK}T.
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Odwracajac rozumowanie widzimy natychmiast, Zze réwnania (9.81) i (9.82) implikujg
rownania (9.79) 1 {9.80), co konczy dowod rownowaznosci.
Lemat 2. Kazda wartosé¢ 2 jest albo wartoscig regularna albo osobliwa operatora K.
Jesli jest ona wartoscia regularng, to wtedy réwnanie
f=g+iKf (9.83)
ma jednoznaczne rozwigzanie dane wzorem
f={-2K)Yg,
natomiast operator (J—AK)™! istnigje. Je$li A jest wartodcia osobliwa. to réwnanie (9.83)
ma rozwiazanie wtedy I tylko wtedy, gdy g jest ortogonalne do kazdego z rozwiazan row-
nania
i*K'h = k.
Dowdd. Rezultat ten wynika z lematv 1 i twierdzenia 8.1. Zgodnie z lematem 1
rownanie (9.83) jest rownowazne réwnaniu

S =gst A+ AR)Krf (9.84)
dla odpowiedniego 4 1 K. Ale dowiedlidmy juz, e
(I+AR)Kr

jest odwzorowaniem skonczonego rzedu, poniewaz Ky jest takim odwzorowaniem. A zatem
na mocy twierdzenia 8.1 réwnanie (9.84) ma rozwiagzanie wtedy i tylko wtedy, gdy g jest
ortogonalne do kazdego rozwigzania sprzezonego rownania jednorodnego
AT+ ARNK] ' = KT+ IR = . (9.85)
Jesli oznaczymy
h=(I+AiR ) = (I+A*RY)¢,

to Zzadanrie, by rownanie (9.84) miato rozwigzanie, mo#na zapisaé jako

(4, ¢) = 0 = (g, I+ 2*RI). (9.86)
Poniewaz g, = (I+ AR,)g, oznacza to po prostu, Ze musi by¢
(g, ) = 0.

Ale (I+ 2*R})™* istnicje i z definicji jest rowne (J— A*A%) (patrz lemat 1). Co wigeej, A =
= K}+ 7, zatem zgodnie z réwnaniem (9.85) % musi spelniaé nastepujace réwnanie:
KR = = T+ A*RY) 1k = (I— 2*ADE = R+ A1*Kth— 2*K'h
albo inaczej
A*K'h = h.

A zatem rownanie (9.84) ma rozwigzanie wiedy i tylko wtedy, gdy g jest ortogonalne do
wszystkich rozwiazan réwnania ‘

MK = .

Na mocy lematu ] to samo odnosi sie do réwnania (9.83), co konczy dowdd tego
lematu, -
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Whiosek. Kazda warto$¢ 1* jest albo regularna, albo osobliwa wartoscia operatora K7,
Jesli jest warto$cia regularng, to rdwnanie

f=g+ikYf (9.87)

ma jednoznaczne rozwiazania dane wzorem

~

f=u-rkng

natomiast (/— A*KT)~1 istnieje. Jeéli A* jest wartoScig osobliwa, to réwnanie (9.87) ma roz-
wigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy g jest ortogonalne do kazdego rozwiazania réwnania
AKR = h.

Wreszcie mamy

Lemat 3. Réwnania
AKh; = h;  oraz  A*K'h; =

maja tg sama liczbe linjowo niezaleznych rozwiazas.
Dowdd. Zgodnie z lematem 1 réwnania te sg réwnowazne odpowiednio réwnaniom

AT+ 2*ROKLE, = F, (9.89)
dla pewnyéh A i K. Ostatnie réwnanie mozna przepisaé w postaci
AXKE(I+ 2*RY) [+ ¥Ry~ R = [+ 2*RY)~1h], (9.90)
poniewaz istnicje odpowiedni operator odwrotny. Definiujgec podobnie jak poprzednio
1 = (I+A*RY)™E;
moZzemy réwnanie (9.90) przepisa¢ w postaci
MEHI+ 2*Rd: = §,
a réwnanie (9.22) w postaci '
WU+ AR)K]': = . (9.91)
Zgodnie z drugim wnioskiem z twierdzenia 8.1 réwnania (9.88) 1 (9.91) maja te sama liczbe
rozwigzan liniowo niezaleznych /; i ¢;. Ale k; jest zwiazane z é; zaleZznoscia
b = (I+ 2*Rb) .

Poniewazoperator (I+ A*R%)~ istnieje, wiec /; sa liniowo niezalezne, jedli b sa niezaleZne.
Réwnania (9.88) i (9.89) maja wiec te sama liczbe rozwiazan liniowo niezaleznych; to samo
odnosi si¢ zatem do réwnaf

AR, =h; i 2*Eh =k,

Fonczy to dowdd lematu 3, a zarazem twierdzenia 9.9.

Zauwazmy, Ze alternatywa Fredholma jest taka sama dla operatoréw zwartych jak
i dla operatoréw skoniczonego rzedu. Staralismy sig to uwypukli¢ zachowujac te same ozna-
czenia przy omawianiu obu tych przypadkéw (patrz paragraf 8.6).
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3.5. NUMERYCZNE ROZWIAZYWANIE ROWNAN CALKOWYCH

Skoro juz upewniliSmy sig, Ze istnieja rozwigzania réwnan liniowych z operatorami
zwartymi, warto teraz wskaza¢, jak nalezy postepowac, by rozwiaza¢ w praktyce takie row-
nania. Rzadko jest mozliwe podanie rozwiazan w postaci skonczonej, skupimy si¢ wige
w tym paragrafic pa metodach przyblizonych, ktére moga przynajmniej w zasa.zie,
zapewni¢ dowolnie dobrg dokiadnos¢. Wykorzystamy w tym celu sposoby omawiang
w paragrafie 9.3, Zanim jednak do tego przystapimy, musimy najpierw upewnic sie, Ze war-
toéci wlasne odpowiednich operatoréw zachowuja sie w sensowny sposéb, to znaczy Ze
wartoéci wiasne jader aproksymujacych zblizaja si¢ nieograniczenie do wartosci wlasnych
jader aproksymowanych, w miarg jak przyblizenie staje sie coraz dokfadniejsze. W tym
celu napiszmy

(I— 1K)~ = (I— AKe—Ad)~?

w postaci
(I—AK)™' = (I—AKp) 1+ AT — AKp) AT - AK) ™. (9.92)
Jesli obliczymy (/— AK)™1, to rozwigzaniem réwnania
f=g+iKf (5.93)
jest po prostu
f=U-AK)"g. (9.94)

Chcemy teraz przyblizy¢ K tak dokladnie przez Ky, by pierwszy czlon rozwiazania iteracyj-
nego réwnania (9.92) dat nam poprzez wzor (9.94) zadowalajace rozwigzanie réwnania
(9.93). Zauwazmy po pierwsze, e tozsamos¢ (9.92) jest stuszna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje zaréwno (I—AK)™! jak i (J—AKy)~'. Cheemy teraz pokazaé, Ze czyniac norme
[|4]] wystarczajaco mata uzyskujemy to, 7 wartoéci A, dla ktoérych operator
(I— 2K)™! traci sens, oraz wartoéci 4, dla ktérych (J—AKy)~! traci sens, zbliZaja si¢ do
siebie. (Dla operatoréw hermitowskich mamy twierdzenie 9.8, ktore ustala powyzszy fakt
i to w bardzo dokladnej formie.) -

Dla ogolnego przypadku operatoréw zwartych przypuscimy najpierw, ze 4 jest wartoscia
osobliwa operatora K, a mimo to niezaleznie, jak mala by byta norma ||A||, operator (/—
— AKp)~! pozostaje ograniczony, to znaczy

[(I-iKp)~ 'l < B

dla wszystkich A. Pokazemy, z¢ zaloZenia te sa sprzeczne. W tym celu rozpatrzmy
rownanie

X = (e AR A = ARy X, (9.95)

Na mocy znanych argumentéw wiemy, ze jesli || - ||(I—AKg) ™| - [|4]] < 1, to réwnanie
powyzsze moze by¢ rozwiazane metoda iteracji

X =({-AKg) '+ M- AKp) AT —AKp) ™ + ..., (9.96)
Ale |A] - ||(I— 2K~ Y] ||4]] < 1 oznacza z zaloZenia, Ze |A]-|[4]||- B <1 lub Ze
41l < 1/(14] - B).
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Na mocy iwierdzenia 8.4 mozliwe jest znalezienie takiego 4, by powyiszy warunek byt
spelniony. Operator X, jak widaé, bgdzie mial norme skonczong

i B
X< T-m< w0 .

Ale mnozac szereg (9.96) obustronnie przez (/— AK) znajdujemy, ie
{(I-AK)X = X(I-3K) = I.

A wige X jest ograniczona odwrotnoscia operatora (/— AK). To jednak jest niemozliwe,
gdyz zalozyliSmy, ze A jest wartosciga osobliwa operatora K. Zatem jesli |j4]] — 0, to
[{(Z—AKp)~!|| = oo, to znaczy A jest coraz blizsze wartosci osobliwej operatora K.

Ustalilismy juz, ze wartosc¢ osobliwa operatora K zbliza sic dowolnie blisko do wartodci
osobliwej Kp, w miarg jak |/ 1|| maleje do zera, pozostaje jeszcze zbadaé problem odwrotny.
Przypu$¢my, ze 1 nie jest wartoScia osobliwa K; czy mimo to 1 moze byé wartoscia
osobliwa Kp? OdpowiedZ brzmi, Ze jesli ||4|] jest wystarczajaco male, to 1 réwniez nie jest
wartodcia osobliwa K. Oczywiscie dla pewnej skonczongj wartosci [|A]] moze sig zdarzyé,
Ze A jest wartoécig osobliwa Ky, jesli jednak zaczniemy ulepszaé masze przyblizenie
(}4]] — 0), to w koncu mozemy byé pewni, Zze A nie jest wartoscia osobliwa Kr. Aby sie
przekonac, ze jest to prawda zauwazmy, iz réwnanie (9.92) implikuje z istnienia (I— AK)~*
istnienie (/— 2Kp)™!, o ile tylko istnieje

(74 A4(I- AK)7']4;
w tym przypadku
(T—AKp)y™ = (T—AK) I+ AA(I-2K) 1!

Ale jedli ||(/—AK)™Y]| < C, to o ile tylko [[4]| < 1/[1] - C, to wielko§¢ [I+AA(J—AK)~1]~!
moze by¢ obliczona przez iteracje. Jesli wige 2 nie jest wartoscia osobliwg K, to dla wartoéci
{l4]| dostatecznie matej nie moze by¢ réwniez wartoécia osobliwa Kp. Jesli wiec ||4]] jest
dostatecznie male, a A nie jest wartodcia osobliwg operatora K, to réwnanie (9.92) jest
dobize okre$lone i moze by¢ rozwigzane przez iteracje

(I=AK)" = (I—AKp) '+ AT — AKp) A= AKp) ™ +... . {9.97)

Dla wartosci |||| bardzo matych w poréwnaniu z [|A] - |{(I— AKp) ™Y []7* mozemy zaniedbaé
wszystkie cztony z wyjatkiem pierwszego w szeregu (9.97) i napisaé
(I—AK)' = (I-2AKp) ¢
w sensie normy operatoréw. Wzér (9.94) moze byé napisany jako
f=U=3Kp) g+ 0(4),
gdzie @(A) oznacza czlon dazacy do zera w sensie normy wraz z ||4|| dazacym do zera.
Oczywiscie sens stwierdzenia, Ze ||4|| jest male zalezy zgodnie z wzorem (9.97) od wartosci
[I(/— AKp)~||. Jesli jestesmy w poblizu wartosci osobliwej K, a wiec i Kf, to [[(/—AK)™Y||
oraz ||(I—iKp)™!] sa duze i || 4|| musi byé odpowiednio male.

JesteSmy juz gotowi rozwigzywaé réwnania liniowe w taki sam sposéb, jak rozwigza-
lismy zagadnienia wlasne dla odwzorowan samosprzezonych. Zakltadajac, ze K jest opera-
torem catkowym, obcinamy w taki sposéb jadro k(x, y), by zapewnié¢ zadana dokladnosé,
a nasigpnie dzielimy powstaly obszar na osi x lub y na male podobszary. Definiujac nie-
unormowane funkcje ¢¢¥ (x) tak jak w paragrafie 9.3 otrzymujemy jadro skonczonego
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rzedu ky(x, v). ktore aproksymuje jadro k(x, y) tak dokladnie, jak tylko sobie Zyczymy.
Postepujac w ten sposéb znajdujemy, ze

N
f= N ap®, (9.98)
n=1
gdzie a, jest dane przez
N
N O 3
= Z (L= 24)™ Jombims (9.99)
m=1
a b, jest po prostu
b = (¢0, 8)- (9.100)

Macierz A okreélona jest nastgpujaco:

A= N [ a5 | dykix DOP@400). o.100)

W powyZszych wzorach [ jest dlugoscia przedzialu, poza ktérym obcieliSmy jadro
k(x,y), a N jest liczba podobszaréw, na ktére zostal podzelony giowny odcinek.
W wyprowadzeniu wzoru (9.101) zalozyliémy, Ze wielko$¢

' N W e
t o S 2
|,1g| : _Z [ ]

jest mala w poréwnaniu z f; gdyby &V tworzyly ukiad zupelny, to wiclko$¢ ta
bylaby $ciéle zero. Czytelnik powinien uzyskaé te rezultaty stosujac metode, przy pomocy
ktérej otrzymalismy wzory (9.48) i (9.49); wyrazenie dla f moze byé rowniez uzyskane
przy pomocy podejscia wykorzystujacego idee calki Riemanna, podobnie jak wyprowadzi-
lismy réwnanie (9.50) (patrz zadanie 9.25). Wzory (9.98) do (9.101) sprowadzaja roz-
wiazanie rownania catkowego z jadrem zwartym do zagadnienia odwracania macierzy.
Jako przvklad réwnania z jadrem zwartym rozpatrzmy réwnanie Lippmanna-Schwinge-
ra omawiane w rozdziale 7. Pomijajac wskaznik (+) w réwnaniu (7.68) napiszmy je
w postaci
m eiatir=r|

A :
pir) = o ek ) o V(' )ds". (9.102)

Rozwiazanie tego réwnania jest zwigzane z amplituda rozpraszania

e = —-(27,?2 Am f e~farH(r)y(r)d’r, (9.103)

edzie g, jest wektorem w kierunku (6, ¢) o wartosci réwnej |q;]. Jak wspomnieli$my w para-
grafic 7.4, wiclkoscia o bezposrednim znaczeniu fizycznym jest f°. Wybierajge kierunek
fali padajacej w kierunku osi z 1 przyjmujac dla wygody normalizacjg 4 = (27)** (oczy-
wiscie f* jest niezalezne od A), dostajemy

igr|t—r']
w(r)=e"“”—§%f fqu— ik

@) = =y | e,
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Podobnie jak w paragrafie 7.5 rozwifimy wszystko na wielomiany Legendre’a. Piszemy

WO = N QI D) Picost),

I=0

fa) = D' @I+ Dfi(a)Picosy),
=0

gdzie wykorzystaliSmy fakt, Ze [q;| = ¢;, a kat rozproszenia oznaczyli$émy litera 6 .. W ten
sposdb dostajemy natychmiast uklad rownan na wielkosci ¢; i /3. Dla przykiadu rozpatrzy-
my przypadek / = 0. Mamy wtedy

o

_ (singr)  2m " sin(gr )elar> i s
o= = J o Vo rdr, (9.104)
2m :
8@) = — 2 Of sin(g )V (r)bo(r)r dr. (9.105)

W réwnaniu (9.104) r_ i r, oznaczaja odpowiednio mniejsza sposrdd liczb ri r’ oraz wigksza
sposrdd liczb rir’,
Dla konkretno$ci przyjmijmy potencjal wykladniczy
Vir) = Ve *.

Réwnania (9.104) i (9.105) przyjmuja postaé

o

in(g: 1 . j >
palpy s i), o2k [ sintgr Jeimre=rg ar,  (©.106)
a@r g J r .
200K
Fifa) = =552 [ sintgine g ©-107)
a

W powyziszym réwnaniu czlon niejednorodny ani jadro operatora nie s3 catkowalne w kwa-
dracie. JednakZze proces symetryzacji, ktéry juz stosowali§my w paragrafie 9.3, przeksztalci
to réwnanie do zadanej postaci. Definiujemy

So(r) = re™*2¢(r).

Réwnanie nasze przyjmuje ksztalt

oo

£ulr) = - sin(ar)— T30 [ cmsinGayr Jeirs o w e, (9,108
i i
(1)
2V, [ . .
filg) = —=5== | sin(qir)e=#2Eq(r)dr. (9.109)
hg; Y

Latwo stwierdzi¢, ze czlon niejednorodny jest catkowalny w kwadracie. Sprawdzmy, czy
to samo dotyczy jadra

ko(r,r') = — == e #r+gin(q.r Jeiarr>




Przekonujemy sig, ze

o0 o0

! 2m?V3
I(g) = J drf dr'icsl(r, ' }2 _— —_N_“_ﬂ_
(Q) J J 0‘( ) fld' 2( 2 q?)

Norma operatora K, 0 jadrze kofr,r") spetnia nierownosc

— mV % B
IKoll < V2 --!;,z—f—(u-w?) i, (9.110)
A zatem operator jest zwarty, a jego norma dazy do zera. gdy g; — o0. A zatem przy dosta
tecznie duzych g; réwnanie (9.108) moze by¢ zawsze rozwigzane metoda iteracji. Moina
nawet mieé¢ nadzieje, Ze réwnanie to zawsze da si¢ rozwigzaé przez iteracjg. W typowych
jednak sytuacjach, kiedy potencjai wykladniczy moie by¢ rzeczywiscie przydatny (np.
w fizyce jadrowej), wartosci m, u i ¥, leza w takim zakresie, ze otrzymuje sig”
Kol <2 (9.111)
dla g; € u. Do oszacowania tego uzyliSmy wartosci
l/u = 1,4- 10713 cm,
m o= 1,66-10"2%g,
Vo = 30 MeV = 4,8- 10" % erg,
gdzie 1/u jest w przyblizeniu réwne zasiggowi sit jadrowych, m jest masa protonu lub neu-
tronu, # stala Plancka, a ¥, rozsadnym oszacowaniem natgzenia sit jadrowych.
Dla g; ~ 2, norma ||K,| staje sie mniejsza od 1, ale niestety w waznym zakresie wartosci
g; nie jest bynajmniej ||K,|| zaniedbywalne w poréwnaniu z jednoscia. Oczywiscie wzor
(9.111) jest tylko jedynie nieréwnoscia; wigc ||K|| moze by¢ mniejsze od 1 nawet dla ¢; =
= 0, ale nawet w takim przypadku niewielki bedzie pozytek z metody iteracyjnej, gdyz dla
jej praktycznego zastosowania trzeba, by [|K,!| byto duzo mniejsze od jednosci, a oszaco-
wanie (9.111) wskazuje, e jest to mato prawdopodobne.
Pozostaje wiec nam metoda zastosowana w ostatnim paragrafie przy rozwiazy-
waniu zagadnienia wlasnego dla operatora hermitowskiego. I w tym wypadku wygodnie
jest zmieni¢ skale odleghoéci przez wprowadzenie wygodnych jednostek. Definiujemy

x=pr,  pi=gijp = QmEuh®)2,
o = ko, F§ = ufo.
Po uwzglednieniu tych zmian réwnania (9.108) i(9.109) przechodzg w

0
l / V " ’ r ’
L =‘£>*C_“’ZS"1’(\‘"")"£$T[’,.' [ e singpux e emx (o), 0.112)
i i 2
2wV, [ .
olp) = ~ ?ﬁ f sin(p;x)e™ 2 nq(x)dx . (9.113)
(4]

Aby rozwiazaé numerycznie réwnanie (9.112), zaczynamy od obcigcia jadra dla x lub
x’ wigkszych od 7, a pozostaly odcinek [0,7] dzielimy na 35 réwnych czgsci.
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Definiujac w zwykly sposéb funkcje ¢4 mozemy skorzystaé z réwnan (9.98) do
(9.101) i sprowadzi¢ problem do odwrdcenia macierzy. Na rys. 9.4 ukazane sa wyniki tych
obliczen dla czesci rzeczywistej i urojonej amplitudy F3 w funkcji zmiennej p; przy ustalone;j
wartosci (mVofuh?) = 1,4. Warto§¢ te otrzymuje sig z realistycznych wartodei statych
m, Vo i ¢ podanych powyzej. Dla poréwnania zamiedciliSmy na tym wykresie réwniez
pierwsze przybliZenie iteracyjne (przyblizenie Borna) amplitudy F§ otrzymanej nastepuja-
co:

nB(x) = pie-msin(pix),
i

5B _ ﬁ?-i?‘ Na—%/2,.B sut.b mVo) 1
Fy = 2(‘uzhz )p‘_J sin(p; x)e™**y5(x)dx 4 _—!‘zﬁz DIl

10—7==

00

0 10 20 30 p

Rys. 9.4 CzgS¢ rzeczywista amplitudy F§ (linia przerywana) i cze$¢ urojona tej amplitudy (linia

kropkowana) dla rozpraszania w fali s {/ = 0) na potencjale wykladniczym. Dla pordwnania umieszczono

réwniez pierwsze przyblizenie iteracyjne Fg§g, ktore jest czysto rzeczywiste (linia ciggla). Wszystkie

amplitudy sa mierzone w jednostkach zasiggu potencjatu (1/u) i wykreslone sa jako funkcje bezwymiarowej

zrniennej p;, proporcjonalnej do pedu czastki rozpraszanej p; = (ZmE/u?f?)1/2. Glebokosé potencjatu

jest taka, ze bezwymiarowy parametr (mV,/u?h?) pojawiajacy sie w rdwnaniach (9.112) i (9.113) ma wartos¢
1,4; podobnie jak w tekscie,

Zgodnie z oczekiwaniami wynikajacymi z oszacowania (9.110) w zakresie ¢; < u
i p; <1, pierwsze przybliZenie iteracyjne rdézni sie znacznie od prawdziwej wartosci
amplitudy. Dla p; = 1 czgé¢ rzeczywista i urojona amplitudy F§ sa tego samego rzedu,
podezas gdy F3P jest czysto rzeczywiste. Jednakze w miare wzrostu p; czg$é urojona ampli-
tudy F§ spada szybciej niZz czesSé rzeczywista, ktéra jak widac na rys. 9.4, zbliza si¢ coraz
bardziej do FP. Tym niemniej nawet dla p; = 3 rozbiezno$¢ jest jeszcze uderzajaco duza,
co wyjatkowo wyraznie widac na rys. 9.5. Na rysunku tym przedstawilismy amplitudy F3,
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podzielone dla wygody przez |[F§|, jako ,,wektory” w plaszczyinie zespolonej. ,,Wektor™
F3P jest w tym przedstawieniu rowny —1 dla wszystkich wartosci p; i odlozylismy go dla
poréwnania wzdtuz ujemnej osi rzeczywistej. Koniec kazdego wektora opisany jest warto-
§cia p;, ktorej odpowiada. Widzimy, ze w miarg wzrostu p, wektory F§ (p;) daza do F§, ale
jeszeze dla p; = 2,8 jestesmy daleko od tej granicy, co wskazuje na duzg niedokladnosé
przyblizenia Borna. Nie powinno to nas zaskakiwaé, gdyz nawet dla p; = 2,8 z oszaco-
wania (9.110) dostajemy {|K,|| = 0,66, co jest wprawdzie liczbg mniejsza od jednosei,
jednak niezbyt mata. Przy kazdym z wektoréw podana jest réwniez jego diugosc /i ude-
rzajacy jest fakt, ze dlugosdci zespolonych ,,wektorow” przedstawiajacych F§(p;) daza bar-
dzo szybko do dtugosci amplitudy F§°, to znaczy przy p; — @

] B
[Fo — |F5'|
znacznie szybciej niz

|F5 —F5B| — 0.

08
107
06i
05
104 ImFy
<0,3i

102i

H01i

‘ JCO I ! 1 L L ! i 1

-10 —08 =B —04 =09 0
Ref*

Rys. 9.5 Zbieznos¢ amplitudy F§ do pierwszego przyblizenia iteracyjnego widziana w plaszczyinie
zespolonej.

Oznacza to, Ze najwazniejsza obserwowalna wielko$é, jaka jest przekrdj czynny, ktory
zalezy tylko od modutu F%, bedzie zwodniczo dobrze odtwarzany przez przyblizenie Borna.
Jednakze wielkosci mierzalne, zalezne od fazy amplitudy F§, beda znacznie gorzej przewidy-
wine przez to przyblizenie.

Pode jicie iteracyjne jest znacznie skuteczniejsze przy (m¥b,/u’h*) = C,2. Na rys. 9.6.
przedstawiona jest cze$é rzeczywista 1 urojona F§ z pierwszym przybliZeniem iteracyjnym.
Nawet dla p; < 1 cz¢é¢ urojona F jest znacznie mniejsza od czgdci rzeczywistej, a jedno-
cze$nie dla p, =1 F3® rozni sig od czelel rzeczywiste] tylko o 3%. Dla p; =3
cze$é urojona F§ jest mnigjsza od cze$cl rzeczywiste] wigcej niZz o rzad wielkosci, a czesc
rzeczywista F'§ 1 przyblizenie Borna F3® sa juz praktycznie identyczne. W tym wigc

251



przypadku metoda iteracyjna jest prosta i skuteczna. Niestety w wielu praktycznych pro-
blemach nie bedzie tak dobrze i trzeba bedzie stosowa¢ bardziej skuteczne sposoby zawie-
rajace w tej czy innej formie przyblizenie przez operatory skonczonego rzgdu.

A
ofr

fosbisngw Jec) 50
10 20 P

Y

Rys. 9.6 To samo co na rys. 9.4, ale dla wartosci (mVo/u*i?) = 0,2.

9.6. ODWZOROWANIA UNITARNE

Jak dotychczas wigkszos¢ naszych szczegélnych rozwazan dotyczyla odwzorowan
zwartych w przestrzeni Hilberta, chociaz przy omawianiu metod iteracyjnych udalo nam
sie ustali¢ twiérdzenie dotyczace ogolniej odwzorowan ograniczonych. W tym parégrafie
cheemy wspomnieé o odwzorowaniach unitarnych w przestrzeni Hilberta waznych bardzo
w fizyce teoretycznej ze wzgledu na swéj zwiazek z teorig reprezentacji grup 1 mechanika
kwantowa, mimo Ze odwzorowania te nigdy nie sa zwarte (por. paragraf 9.1).

Na wstepie musimy zwrdcié uwage na rozroéznienie migdzy odwzorowaniami unitarnymi
i izometrycznymi, ktére nie ma miejsca w przestrzeniach wektorowych skoficzenie wymia-
rowych. W przestrzeni wektorowej o dowolnej liczbie wymiarow izometria zdefiniowana
jest jako odwzorowanie liniowe U spelniajace warunek

(Uf, Ug) = (£, 8)

dla wszystkich fi g nalezacych do przestrzeni wektorowej. Z warunku tego wynika, ze od-
wzorowanie UT jest lewostronnie odwrotne do odwzorowania U, tzn.

ot = 1L
W przestrzeniach skoficzenie wymiarowych istnienie odwzorowania lewostronnie odwrotne-
g0 zapewnia nam istnienie odwzorowania prawostronnie odwrotnego, ale w przestrzeni
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o nieskoriczenie wielu wymiarach nie musi to by¢ prawda. Jesli istnieje rowniez odwzorowa-
nie prawostronnie odwrotne do U, to méwimy, Ze U jest unitarne. Oczywiscie to odwzoro-
wanie prawostronnie odwrotne (jesli istnieje) musi by¢ réwne odwzorowaniu odwrotnemu
lewostronnie, gdyz 7 réwnosci BA = I = AC mamy BAC = C, czyli B = C. A zatem
dla odwzorowan unitarnych piszemy
gt = g,

Aby pokazaé, ze nie wszystkie izometrie sa odwzorowaniami unitarnymi, rozpatrzmy zu-
petny, ortonormalny zbiér w przestrzeni Hilberta H i zdefiniujmy U w dzialanin na dowolne
fE H

Uf= > ¢i1($0f)-

i=1

Odwzorowanie sprzezone UT dane jest przez
Ulg = > ¢i($141,8)

i=1

dla dowolnego g e H. Zupelnoié zbioru ¢; zapewnia, ze

(U, Ug) = (/. &)
zachodzi dle dowolnyeh f, £ € H. A zatem Ut jest lewostronna odwrotnoscia odwzorowania
U. Przypusémy teraz, 7e istnieje rowniez odwrotnod$é prawostronna; musielibySmy w ta-
kim przypadku miec
(U, Utg) = (£, UUTg) = (/. 8)

dla dowolnego f, g € H, a wigc UT musialoby tez byé izometrig. Ale dla naszego Ut

U Ut = > (i ) dis1.8) # (/.8),
i=1

a wiec UT nie jest izometria, a w konsekwencji U nie jest odwzorowaniem unitarnym.
Polecamy czytelnikowi sprawdzenie, Ze analogiczna konstrukcja operatora U nie
prowadzi do nicunitarnej izometrii, je§li rozpatrywana przestrzen jest skonczenie wymia-
rowa.

W przestrzeni L, funkcji calkowalnych w kwadracie moZna poda¢ jawna charaktery-
styke wszystkich operatoréw unitarnych. Doprowadzi to nas do bardziej eleganckiego
przedstawienia transformacji Fouriera, ktéra w sposob intuicyjny omawiali$my juz w para-
grafie 5.7. Postuzymy si¢ metoda Bochnera w sformutowaniu Riesza i Nagy’ego.

Twierdzenie 9.10. Niech U bedzie unitarnym odwzorowaniem przestrzeni L, funkcji
catkowalnych w kwadracie. Dla kazdego f e L, takiego, ze g = UJf, istnieja dwie funkcje
k(&, x) 1 h(&, x) spelniajgce nastepujace zwiazki:

3
[ gx)dx = fk*(E, x)f(x)dx, (9.114a)
&

[Fydx = [ B*(&x)g(x)dx. (9.114b)
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Dowdéd. Definiujemy funkcje e;(x), ktora réwna sig znakowi x, jesli x lezy pomigdzy
zero a &; a zeru w przeciwnym przypadku. Dla dowolnege odwzorowania unitarnego U
wprowadZzmy funkcje

k(§7 x) = Uef(x): k(E: x)
Rozpatrzmy réwnanie g = Uf. Mamy

(e, 8) = (e, UN) = (Ute, ) = (k(&, %), f(x)).

Rozpisujac jawnie to réwnanie dostajemy

U-tes(x) = Ule:(x).

Il

f gRdx = [I*(Ex)f(x)dx,

gdzie skorzystalismy z faktu, ze dla e;(x) # 0 mamy

e:(x) = sgnx,
a nie po prostu

e (x) = L
Podobnie

(85, f) == (35: U_Ig) = (efz UTg} = (UeE: g) = (h(sz x): g(X)),
a wiec

[ e = [ (6, 050

Twierdzenie 9.10 zostalo wiec udowodnione.

Funkcje k i k maja pewne szczegblne wlasnosci. Przypusémy, ze w rownaniu 9.114b
potozylismy f = U~le, = k(y, x),co oznacza, ze g = Uf = ¢, Dostajemy w takim przypad-
ku

§ n
[ k(. x)dx = f h*(E, x)dx. (5.115a)
0 0
Postepujac podobnie z rownaniem (9.114a) znajdujemy, Ze
£
[ % (& 0k, $)dx = [ eq(x)dx.
4]

Oczywiscie, jesli £ i % sa przeciwnego znaku, to ostatnia catka réwna sig zeru. Jesli & > 0
oraz 5 > 0, to wtedy

[ K*(& )k (9, x)dx = min(E, 7).
Jesli £ < 0in <0, to

[ K*E, 9k, H)dx = —max(§,7) = min(—&—n) = min(Z, [1).
Zbierajac powyzsze wyniki mozemy napisac

(min(i&l, [n)), jesli &7 >0,

J @ Dk v = i iy (9.115b)
i podobnie
min({&], [5]), jesli &y >0,
fh*(f, x)h(n, x)dx = {0 L wsli <0, (9.115¢)
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 9.10 jest niezwykle wazne z praktycznego punktu
widzenia.

Twierdzenie 9.11. Przypusémy, Zze zadane sg dwie funkcje k(% x) 1 A&, x) nalezace
do L, dla wszystkich £ i spe}majqce zwigzki (9.115a), (9.115b) i (9.115c¢). Wtedy
réwnania

fﬂ@ﬁ=IH@Jm@@

3
J7ydx = [, g ax

wyznaczaja odwzorowanie unitarne U przestrzeni L, i odwzorowanie don odwrotne, przy
czymg=Ufif=U"g
Dowdd. W dowodzie powyzszego twierdzenia zastosujemy pewna technik¢ matematycz-
na, z ktorej jeszcze nie korzystalismy. Idea polega na uzyciu funkcjik i  do zdefiniowania
operatoréw V' i U dzialajacych na funkcje e;(x) wprowadzone przy dowodzie twierdzenia
9.10. Definiujemy
Uelx) = h(§, x), Veyu(x) = k(&, x).

Dla dowolnych funkcji e, e, nalezacych do rozpatrywanej klasy mamy zgodnie z warun-
kiem (9.115a)

(Ves, e,) = (g, Ue,).
Z warunku (9.115b) wynika, ze

(Ue:, Ue,) = (e, e,),
a z warunku (9.115¢)

(Veg, Vey,) = (e, e,).
ChcielibySmy teraz rozciagnaé definicje operatoréw U i ¥ na szerszg klasg funkcji.
Pierwszym oczywistym uogélnieniera jest klasa tych element6w przestrzeni L,, ktore moga
byé przedstawione jako kombinacje liniowe funkcji e:.(x). Bedziemy mieli na
przyklad .
U[Za e, (x)] = Z auh(£ny X),

=

V[Z ane;, (x)] 24 a,k(&,, X).

Z wlasnosci addytywnosci iloczynu skalarnego wynika, ze dla dowolnych ¢ i % nalezacych
do tej szerszej klasy, zachodza zwigzki

Ve, ) = (6, Uy), (Vo Vo) = ($,v). (U, Uy) = (¢, v).
Wsrdd funkciji tej rozszerzonej klasy mamy miedzy innymi funkcje schodkowe, ktore na
odcinkach I,(n = 1,2, ..., N) przyjmuja stale wartosci Cln=1,2,...,N), a sa réwne
zeru na pozostalym obszarze. Ale dowolna funkcja f € L, moze w sensie zbieznosci redniej
by¢ przyblizana dowolnie dokladnie przez takie funkcje schodkowe, to znaczy mozZemy
znalez¢ taki ciag funkcji schodkowych {¢.}, 2ze dla dowolnej funkcji fel,
zachodzi

lign—S1] =0
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przy n — oc. Poniewaz U jest unitarne, przynajmniej w klasie funkcji schodkowych, wigc

[ Upm— Uy|| < &,

i|¢m_¢n|| < &

A zatem, gdy ciag ¢, jest zbiezny do pewnego elementu f; to i ciag Ugp, musi byé zbiezny.
Funkcje, do ktérej ten ciag jest zbiezny, definiujemy jako Uf. W ten sposob przy pomocy
zasady ciaglosci rozszerzyliémy U do calej przestrzeni. Pozostaje jeszcze dowiesc,
ze jesli f, g € L,, to nadal zachodzi

(U, Ug) = (e, WhVe) =(fg, g = Us).
Udowodnimy pierwszy z tych zwiazkéw pozostawiajac pozostale czytelnikowi. Rozpatrzmy
rozZnice
(Uf, Ug)—(f, g) = (Uf, Ug) = (Udy, Ug)+(Un, Ug)—(Upn, Uym) + (U, Utpm) —
— (¢, &) +(Pm £)— (. 2);
gdzie ¢, = f 1 ym — g Dla funkcji schodkowych
(Un, Upy) = (Pn» "PM)>

jesli

a zatem ,
|(Uf, Ug)—(f, &)l < W(US, Ug)— (U, U+ [(Upn, Ug)—(Udn, Uym)l +
+ (P> Ym) =Py )+ (s, &)= ([ )] <
< (Uf— Uy, U+ (U, Ug— U+ [(bns Y — I+ (Pn—1, &)l <
< ||Uf— Ul - [|Ugll + 11 Ug — Ugpmll - [|Ual|+ [l9m—gl] - 10l +
+llga—111 - l1gll-

Ale poniewaz ¢, — f i y,, — g oraz z definicji Up, — Uf i Uy, — Ug, to prawa strong
powyzszego oszacowania mozemy uczyni¢ dowolnie mala. Oznacza to, Ze

(Uf, Ug) = (/> &)
Podobnie
‘ (M Ve) =(fg), (V.8 =/ U
Dochodzimy wigc do wniosku, Ze
Nu=1 Vtv=1 V=U.
Oznacza to, ze U ma zaréwno lewostronna, jak i prawostronng odwrotnos¢
Url =t =W,

czyli ze U jest odwzorowaniem unitarnym, ktérego odwrotno§¢ wyznaczona jest przez B
Zgodnie z poprzednim twierdzeniem, jeSli g = Uf, to U i ¥V mozna przedstawié
nastgpujaco:

& F
[ g0y = [k¥(E, )f (x)dx,

£
[feydx = [ 14 x)g(x)dx.
0

A zatem twierdzenie nasze zostalo udowodnione.
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Zauwazmy, ze rownanie (9.114a) i (9.114b) mozna zapisa¢ w wygodniejszej formie,

a mianowicie
509 =~ [ k4G 0N, ©.1162)

£ = = | 14, g ). (9.116)
Niezwykle uzyteczne wnioski dostajemy, jesli rozpatrzymy szczegdlny przypadek powyz-

szego twierdzenia, ktdremu odpowiadaja funkcie
RIS By

f(x 7) = ]/2': —iy
h(x, y) = k*(x, ).
Pokazemy teraz, ze powyzsze funkcje spelniaja zatozenia twierdzenia 9.11. Rozpatrzmy

na poczatku calke

~ ) ; . o 1 FO ( iEx 1}(6—11715_1) _
[ K& Nk x)dx=—5— | . dx =
1 4 1 i(¢ x itx —inx 1
= 5o J .,;2,[(3!(»—71) — it __ a—in +]]dx sl ol

—cosnx+1]dx+ —;_: ! — [sin(§ —») x—sin & x+sinyx]dx.
Czgéé urojona znika jako catka z funkcji nieparzystej po obszarze symetrycznym. Zauwaz-

mv, 7e catka jest dobrze okreslona, gdyz jest zbiezna dla x = oo i nie jest osobliwa dla

x = 0, a zatem
1
—5- [cos(E—n)x—cos bx—cosnx+1}dx =

o
—

vlﬂk*(ﬂ;, Dk, dx = 71; [

5
L

1 & 1., S PR S, dx
= e { sin? - }fg.m-sm*—i gl —sin® 58—} =

Dokonujac w kazdym z czlondéw zamiany zmiennych, dostajemy
w0
sin®z
dz.

i 1
[ e kn s = S Ugi+nl— 16l [

-
Catke powyzsza mozna latwo obliczy¢ metoda catkowania w plaszczyZnie zespolonej

(rozdzial 6) i wynik wynosi =. Tak wige
[min([&], 7)), jesti n& >0,

J’ kX, X)k(n, X)dx = — (I§ +igl—le—al = 0, jesli né < 0

Podobnie
" min(|&.,ln)),  jesli n& >0,
hFE - j
J (&, xR (n, x)dx ‘0 it mé b
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Wreszcie

K 1 amifx _ 5" —iz _
fk(s,x)dx.: ,]__fe st ¥ T8 l_fimidz
° V2 o

b1 —lX ]’/27: 4 —iz
oraz
£ é . &n
4 i —inx __ ~iz __
[ o nds = — [ S dx = Lf ciliims. I
0 : 2 L] ]/27: ] g

a zatem
' 3 n
[ w4y, xydx = f k(E, x)dx.
] 1]

Przekonali$my si¢ wigc, Ze k i 4 spelniaja zaloZenia twierdzenia 9.11, moZemy wigc teze
tego twierdzenia sformulowaé dla tych konkretnych funkcji.
Whiosek. Wzory

d = cixy__l ,
d it —ixy __
[ = 12 - fi:_T-ylg(y)a’y (9.117b)

-0

wyznaczaja unitarne odwzorowanie przestrzeni L, oraz odwzorowanie do niego
odwrotne.

Zauwazmy, Ze przestawiajac kolejnos¢ calkowania i rézniczkowania dostajemy klasycz-
ne wyniki Fouriera

=]

i ix 3
g(x)=—l-/,—2:, fe () dy (9.118a)

T o/

o0

-._I_ ) —ixy,
fx) = = J e~ (y)dy. (9.118b)

=00

JeSli odpowiednio interpretowaé calke niewlasciwa w powyZszych wzorach, to
powyisza zamiana kolejnosci calkowania i rézniczkowania moze byé latwo uzasadniona.
Zauwazmy po pierwsze, ze kazda funkcja f € L, moze byé dowolnie doktadnie aproksymo-
wana w sensie normy przez funkcj¢ znikajaca na zewnatrz odpowiednio duzego przedziatu
[—L, L]; aproksymanta ta moze byé, np., funkcja f; réwna f(x) w przedziale [~ /., L]
oraz réwna zeru na zewnatrz tego przedma}u Rozpatrzmy transformatg gp tej aymksy
manty f;. Mamy

L
1 d xyr_q i(x &)y _ Lixy
8 == [ S ro = 11 tim [ f)dy =
! -L

e—0 iyve
2n = )

L
sin(ey/2) A
= —1 =T gleni2gixy ; (9.11

Von I @n) © 0y e
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Funkcja podcatkowa jest co do  wartosei  bezwzgledne] mmigjsza niz  [f(p)]
gdyz

. ) : S

sin(ey.2) L] sin(ey'2)

eiuy,’lcixy s S
| (/2)

< 1
(e3/2) |

=

dla wszystkich wartoscl ey, Ale oczywiscie funkcja |f(y)] jest calkowalna na dowolnym
skoficzonym odcinku, poniewaz

L i
[ iy = | lecG)—e_ OISy = (en D —(e_riif) < o0,

edyz funkcje e, e_p oraz |f| wszystkie naleza do L,. A zatem dla wszystkich wartosci ¢
funkcja podcatkowa w wyraZzeniu (9.119) jest ograniczona przez funkcje catkowalng,
mozemy wiec zamieni¢ kolejnosé catkowania i przejécia do granicy; dostajemy

1 d [ -1
| - ).

/4
1 G
i) === | @Oy == o= | 5
& 1 2= ) ) 2% dx A iy
Poniewaz ostatnie odwzorowanie jest unitarne, wigc Ufy —» Uf = g wraz z fj, — f w sensie
normy. Mozemy wigc napisac
i z
gX) = —= | )y,
)in o
jesli calkg od — o do + o rozumiemy jako granice w sensie normy catki od —L do L
przy L dazacym do nieskonczonodei. Catkowanie w transformacji odwrotnej

=]

. 1 - ‘
fm:7f:fW%M@

nalezy interpretowad w ten sam sposdb. A zatem catka Fouriera prowadzi do odwzorowa-
nia unitarnego przestrzeni Hilberta. Odwzorowanie to oraz jego odwrotno$¢ dane sa jawnie
znanymi wzorami (9.118a) i (9.118b).

TADANIA

1. Wykazaé, ze jeéli A jest zwartym operatorem hermitowskim ze skonczong liczba
réznych od zera wartosci wlasnych, to mozna tak wybrad jego wektory wlasne, by tworzyly
one zupelny ortonormalny uklad w przestrzeni Hilberta.

2. Wykazaé, e jedli zmodyfikujemy jadro A(x, y) na zbiorze miary zero, to nowe jadro
k(x, y) ma zasadniczo te same wektory wlasne i wartoécei wlasne co k(x, ¥), i ze rozwigzanie
rownania

f() = g+ [ k(x, NfG)y
jest zasadniczo takie samo jak rozwigzanic rdwnania
f(xy = e+ 2 [ k(x »)f(ndy.

Co w powyzszym sformulowaniu oznacza stowo ,,zasadniczo™?
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3. Wykaza¢, ze jesli {2,} i {x,(¢)} sa odpowiednio wartosciami wlasnymi i wektorami
wilasnymi pewnego zwartego, hermitowskiego operatora catkowego, to suma

SE1) = D laxa(xE()

jest zbiezna w sensie zbieZznodci $redniej.
4. Dowies¢, ze jesli {A,} 1 {x.(t)} sa odpowiednio wartosciami wlasnymi i wektorami
wiasnymi hermitowskiego operatora calkowego 4 z calkowalnym w kwadracie jadrem

a(t, 1), to

X

[t [aria@ ) = Y 2.

5. Rozpatrzmy hermitowski operator calkowy A z jadrem a(t, t") catkowalnym w kwa-
dracie i zalézmy dla uproszczenia, Ze wszystkie jego wartosci wlasne sa dodatnie.
a) Wykaza¢, ze jesli wybierzemy ,,prébny wektor wlasny” operatora 4 w postaci

N
=1 «
T;Ut = Z anfn(t)n
n=1
gdzie {f.(t)dlan = 1,2, ..., v} jest zadanym zbiorem funkcji, a nastgpnie bedziemy ekstre-
malizowa¢ (y', Ay') wzgledem wspdtczynnikéw a,, przy warunku ubocznym (37, ) = 1,
to na wspdlczynniki g, dostaniemy réwnanie

My = ANwv. (D

W réwnaniu powyzszym A jest mnoznikiem Lagrange’a wprowadzonym dla spelnienia
warunku ubocznego, a v jest przedstawionym w postaci kolumny wektorem, ktérego i-ta
skladowa jest @;. M i N sg macierzami, ktérych elementy i, j sa dane wyrazeniami

My = [f®Oal, Of()dedr,  i,j=1,2,...,9,
Ny= [frofind,  ij=1,2,..,%

b) Wykaza¢, ze M i N sa macierzami hermitowskimi,

¢) Wykazaé, ze wartosci 4 spetniajace réwnanie (1) musza byé rzeczywiste.

d) Czy wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom A beda ortogonalne?

¢) Jaki jest zwiazek miedzy najwigksza wartoécia 4 spelniajaca réwnanie (1) a najwigk-
sza wartoScig wiasng operatora 4? Mozna sobie wyobrazié, Ze wybierajac rozsadnie zbidr
{f:()} mozemy uzyskaé bardzo dobre przybliZzenie tej najwigkszej wartosci wlasnej.

6. a) Oznaczmy przestrzen funkcji catkowalnych w kwadracie na odcinku [0, 1] symbo-
lem L,[0, 1]. Wykazaé, ze operator P okre$lony na L,[0, 1] wzorem

Pf(r) = f1-1)

komutuje z operatorem catkowym dziatajacym na L,[0, 1], ktérego jadrem jest a(t, t') =
= t(l=£).
b) Wykazac, ze P jest samosprzezony i ograniczony. Ile wynosi norma operatora P?
c) Jakie sa mozliwe wartosci wlasne operatora P? Czy P jest operatorem zwartym?
Odpowiedz uzasadnij.
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d) Czy mozna zgodnie z twicrdzeniem 4.22 (zakladajac, Ze jest ono stuszne w tym nie-
skoniczenie wymiarowym przypadku) poklasyfikowa¢ wektory wlasne operatora A [patrz
punkt (a) tego zadania] wedlug wartosci wlasnych operatora P?

7. a) Czy poshugujac si¢ operatorem P z zadania 9.6 mozna podac argument przemawia-
jacy za tym, Ze funkcja probna

yh = at(1—8)+b*(1—1)
bedzie lepsza, jedli chodzi o doktadniejsze przyblizenie najwigkszej wartosei wlasnej opera-
tora A, od funkcji
yh = at(l—t)+b*(1—1).

A jest tu hermitowskim operatorem catkowym w przestrzeni L,[0, 1], ktorego jadrem jest
a(t, 1) = t.(1—1t,). Zwrolcie uwagg, ze w paragrafic 9.2 wykazalismy, iz yo = at(l—1)
jest bardzo dobrym punktem wyjscia.

b) Wyjasnij, dlaczego zaréwno v, jak i ¢ musza dla najwickszej wartoéci whasnej opera-
tora A da¢ warto$é co najmniej tak bliska rzeczywistej, jak to daje funkecja ¢ (wynikajace
7 niej oszacowanie wartosci wlasnej przeprowadziliémy w paragrafie 9.2).

¢) Postuguiac sig operatorem P podaj bez zadnych dodatkowych obliczen (postu-
gujac sig jednak obliczeniami przeprowadzonymi w’ paragrafie 9.2), jakie oszacowanie
najwigkszej wartogei wlasnej operatora 4 da funkcja prébna 3 z punktu (a).

8. a) Wykazaé, ze funkcja ¢' = a#(1—1t)(1—2¢) jest ortogonalna do sin 7 na odcinku
[0,1], a zatem jest to wlasciwa funkcja prébna do podjecia wysitku oszacowania drugiej
kolejnej najwigkszej wartoéei wlasnej (i odpowiadajacego jej wektora wiasnego) opera-
tora A o jadrze a(s,t') = t(1—1,) dzialajacego w przestrzeni L,[0, 1].

Wskazéwka: Mosma to stwierdzié brutalnym catkowaniem, ale o wiele prodciej jest skorzystac
7 arsumentow opartych na istnieniv operatora P z zadania 9.6.]

b) Postugujac sig funkejs »° podana w punkeie (a), znajdZ oszacowanie drugiej kolejnej
najwickszej wartosci wasnej operatora A i poréwnaj to oszacowanie ze Scista wartoscia
Ao = 1/(4r2).

9. Rozpatrzmy atom wodoru skladajacy sig¢ z protonu i zwigzanego z nim elekironu.
Zaniedbujac zaréwno istnienie spinu protonu jak i elektronu mozna pokazat w oparciu
o nierelatywistyczne rownanie Schrodingera

Hopn = 1" ¢ns
7¢ istnieje nieskonczona liczba stanéw zwiazanych, gdzie #, jest liniowym operatorem
hermitowskim, ktérego dokladna postaé jest tu dla nas nieistotna. Stan o najniZszej
energii jest niezdegenerowany, a jego warto§¢ wlasna 2'®) = —13,6 eV, funkcja wiasna
jest za$ ¢,. Nastepny stan o wartodci wlasnej 259 = —3,4 eV jest czterokrotnie zdege-
nerowany. Wektory wlasne nalezace do tej zdegenerowanej wartosci wlasnej mozemy ozna-
czyé symbolami iy, dapys Fapo 1 P2p., gdzie 2 odnosi si¢ do AP s 1 p oznaczaja
odpowiednio, Ze jeden stan ma moment pgdu O (stan 5), a pozostate trzy maja moment pedu
fi (stan p), wreszcie znaczki +, 0 oraz — oznaczaja, ze sktadowa momentu pedu na os z
w stanie p jest odpowiednio f, 0 lub —#, W pierwszym przyblizeniu stany te sa zdegenero-
wane, lecz dokladniejsza analiza pozwala stwierdzi¢, ze wskutek elektromagnetycznych
efektéw samooddzialywania stan 2s lezy nieco powyzej stanu 2p, przy czym roznica energii
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L wynosi w przyblizeniu 4 - 10~° V. Stanami lezacymi najblizej tego bardzo stabo oddzie-
lonego dubletu 25 i 2p sq stany 3s, 3p i 3d (odlegle o ok. 2 eV).

a) Przypu$émy teraz, 2¢ do atomu wodoru przylozono zewngtrzne pole elektryczne,
a zatem stany ukladu (atomu w polu elektrycznym) beda opisane wektorami wiasnymi
rownania @y

H‘!P,., o An?’n:

gdzie H = Hy+H,,a H, jest poprzednio wprowadzonym operatorem i H, = eEz oraz E
jest natgzeniem pola elektrycznego i e ladunkiem elektronu. Zakladamy dalej, Ze nate-
zenie pola E Jest takie, ze zmiana energii atomu wodoru jest rzedu wielkosei L. Opierajac
si¢ na teorii zaburzen wylozonej w paragrafie 9.2, o ktdrej zakladamy, ze jest stuszna dla
tego problemu, nalezy wyjasni¢, dlaczego obliczajac wplyw pola elektrycznego na stan 2s
moZemy, nie popelniajac znaczacego bledu, zapomnie¢ o wszystkich stanach z wyjatkiem
stanow 2p.

b) Wykaza¢, ze przy obliczaniu funkcji y,, (jest to funkcja, ktéra redukuje sie do ..,
je§li wylaczamy pole elektryczne) z wzoru (9.34) nie znikaja w nim tylko dwa pierwsze
czlony. Wykazaé, Ze nie bytoby tak, gdyby$my korzystali z analogicznego wzoru Rayleigha-
Schrodingera (9.40). Nalezy skorzystaé z faktu, Ze

(P25 HiP2ps) = (@25, Hyb2p-) = (P2, Hi$2ps) = (2p, Hi3p_) = 0,
a jedynym nieznikajacym elementem macierzowym, ktérego warto$é¢ mozemy oznaczyé
przez M, jest
(@25, Hy ¢2pn) = M.

¢) Korzystajac z wyniku punktu (b) oraz z wzordw (9.33) i (9.34) wyrazi¢ v,, i A,
POPIzez Pog, Papo, L1 M.

d) Zbadac przejscie graniczne L — 0 przy ustalonym E (tzn. M). Przedyskutowaé otrzy-
many w granicy prosty wynik dla ¢, 1 A5,

10. Rozpatrzmy wielkosé

D = (f;(Ao— 2N ) +2(f, (4, — 1) x(7),
gdzie 1" jest najwigksza wartoscia wlasna operatora 4, odpowiadajaca wektorowi wtasne-
mu x{* oraz A, jest mata poprawka do operatora A,, zas 2{" = (x{*, 4,x{?). Zakladamy,
ze widmo operatora A, jest niezdegenerowane. 4, i A4, sa oba zwartymi operatorami
hermitowskimi w rzeczywistej przestrzeni Hilberta. Wykazaé, ze dia kazdego fe H
zachodzi
@ < 1Y, (D

gdzie 2 jest dane wzorem (9.42). Wykazaé, ze znak réwnosci obowiazuje w (1) wtedy
1 tylko wtedy, gdy f jest réwne f{® danemu wzorem (9.40). Zauwazmy, Ze zato-
Zenie, iz 21 jest najwicksza wartoécia wlasna operatora Ao, jest decydujace, a zaloze-
nie o rzeczywistosci przestrzeni Hilberta jest réwniez bardzo waine. Jak nalezatoby zmo-
dyfikowa¢ @, gdyby$Smy powyzszy wynik cheieli rozszerzyé na zespolona przestrzen Hil-
berta?

W ten sposob wyprowadziliSmy zasade wariacyjng (zasade maksimum) dla A{
pozwalajaca wyznaczyé AP 1 f{" metoda konstruowania funkcji prébnych w sposéb
przedstawiony w paragrafie 9.2, Mozna wiec uniknaé koniecznosci obliczania nieskofczo-
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nvch sum we wzorach (9.40) i (9.42), przynajmnicj dla f{¥ i A7, Mozna pokaza¢, ze sumo-
wania tego dzieki uzyciu odpowiednich zasad wariacyjnych mozna uniknaé dla
wszystkich fi¥ 1 4.

11.a) Korzystajac z reguly Simpsona obliczania calek rzeczywistych nalezy podaé wyra-
zenie macierzowe pozwalajace rozwiazywac w przyblizony sposéb réwnanie

S = gW)+2 [ k(x, »)S0) dy,

edzie g(x) 1 k(x, y) sa funkcjami ciagtymi. (Regutg Simpsona i jej wyprowadzenie moZna
znalez¢ w dowolnym podrgezniku rachunku rézniczkowego i catkowego, np. R, Courant
Differential and Integral Caleulus.) Wykazaé w szczegolnoscei, ze jesli przedziat catkowania
[a, b] podzielié przy pomocy 2rn+1 réwnoodlegtych punktow (1 > 1), a = x;, X5, ... , Xap,
b = Xs,.,, to rOwnanie catkowe sprowadza sig do

a = (I—AMD)1b,

gdzic @; = f(x), b; = g(x)), My = kix;, x;), a D jest macierza diagonalna, ktdrej elemen-
i 4 2 2 4

tami sa liczby Dy, = 3 D, = 3 D35 = 3 s Danog, 201 = 3 Dinyan = ER
1
Dln+l,2r:+l = *3*-

b) Pokazaé, jak przy pomocy tej metody mozna rozwiazywac jednorodne zagadnienie
wlasne [tj. g(x) = 0].
¢) Wykaza¢, 2z jesli k(x, y) jest rzeczywistym symetrycznym jadrem, to operatorowe
zagadnienie wlasne moina sprowadzi¢ do macierzowego rownania wlasuego z jedna
rzeczywistg, symetryczng macierza.
12. Dla rownania catkowego
1/2

[y =144 [ T=xy fO)dv ()
Q

poréwnaé ze soba funkcje f1(x), /2(x) i f3(x) otrzymane przy pomocy kolejnych przyblizen
jadra w réwnaniu (1) przez jadra skoficzonego rzedu:

T — W 1
By l—xy =1, bpl-xy =I- .

e I |
Aypl—xy = 1*—;}7.*;)1—-;{ ®e=,

2 ¢
Przyblizenia te otrzymuje sig w oczywisty sposéb rozwijajac pierwiastek kwadratowy
w szereg Taylora,

13. Celem tego zadania i nastgpnych trzech jest dalsze rozwinigeie metody Fredholma
rozwiazywania linjowych réwnan catkowych z jadrem &(x, y). Zaczniemy od zdefiniowania
wyznaczoika <, bedacego funkeja 2n zmiennych:

wk(xlayl): k(xl H] yz)s HEy k(xl » .)711)l
] [‘fh RS PR \vz:I _ ke (x2,00) 5 ke (X2, ¥2)s oons K (X2, 2]

—}I[,.ljzj""},.‘l : < - l-
l/\"(.‘c,,.. FiFs AN Fals cvoyik By Fal)



W dalszym ciagu bedziemy zakladali, Zze k(x,y) jest funkcja ciagla w kwadracie
a< x<bia<y<boraz |k(x,y) € M. Sposdb uogdlnienia na przypadek np. nieskon-
czonych przedzialdw i jadra catkowalnego w kwadracie jest dod¢ oczywisty.

a) Rozpatrzmy nieskonczony szereg

b b b
A B A* X1, X2
DY) = 1-1qu [xl]dx1+jffd[xl,xz]dxldxzﬁ—
rorLr O xLx x
1)"L'J ffd[ A "]dxldxz...dx,,-i-....
n. r b= XpsXzy ooy Xy J

Udowodnié, korzystajac z nierdwnosci Hadamarda (patrz paragraf 4.3), ze wspdlczynnik

n

_]est co do warto$ci bezwzglednej mniejszy od M™ n™2, a co

w rozwinieciu stojacy przy —

za tym idzie, szereg D(A) Jest zbiezny dla wszystkich 4. Funkcje D(1) nazywa sie wyzna-
cznikiem Fredholma.
b) Rozpatrzmy teraz inny szereg nieskonczony

N, 3, 8) = k(x, y)— AJA[ ]dx1 ff [;:::Z]dxldxz+...+

A" GRSt 155 ol R

(=12 f . [a
( ) a! ;{‘ ;} [yaxls'xZo"'
Udowodnié, stosujac metody, z ktdrych korzystaliSmy juz w punkcie (a), Ze szereg ten jest
zbiezny dla wszystkich 1 do funkcji zmiennych x i y ciagle] w kwadracie ¢ < x < b,
a < y < b. (Motywacje dla wprowadzenia do rozwazan funkcji N i D znaleZé moZna na

przyldad w ksiazce F. Smithiesa, Integral Equations, rozdziat 5.)
14.a) Rozwijajac wyznacznik
A [x: X1 X2, ---:xn]
y:xl,:xz: Sy xn,

wzgledem pierwszego wiersza wykazac, ze

X e Lo i R s
A[ Hest ]=k(x,y)zl[1 : ]+

Yy X1, X2, 0005 X X15Xa,y s Xy

dx,dx, ... dx,+....

n
Xiys XiaXgyees X X; saalX
E Y‘k(x,x.-)zl[ S et ]
‘:/:f VoXgoXayeoe s Xic1aXigp1s 003 Xn
a zatem, Ze
b b
C Xy Xy 5 X5 a0 5:Xp
J J J I:y ] : dx1 dx?_...dxn =
a a i ’xlsxzs---:xn_
b iJ b
Xps Xz, oon X
=k(x,y) f I .le[ ’ Ve, dxs ... de—
= xlax.Z:---sxn_

h
£ ff fk(x 24 [z’xl’x’*"“’x"“]dxldxz odx,_y d

Y X1 X2, 005 Xn_1 ]
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b) Rozwijajac A wzgledem pierwszej kolumny wykazaé podobnie jak w punkcie (a).
b b
= Xy Xy, X2, -5 Xy
JJAl e ]dxldxz..,dx,,—
YoXpaXas oos Xy
a

= k(x, ¥) ( l ‘ 1[}-[’):2"“53::]61')’(1 dx, ... dx,—

xl:x?.a R

& h §
o Sl AL R
—nlJ...(/][ e !
J J 2L X Bay cois Xad
15.2) Korzystajac z wynikéw zadania 9.14(a) dla wyrazenia N(x, y, 2) wprowadzonego
w zadaniu 9.13(b) wykazad, Ze

k(z, Yydx, dx, ... dx,_, dz.

b
N, v, 2y = kix, nD(D+4 f k{x,2)N(z, y, ) d=.
Podobnie korzystajac z wyniku zadania 9.14(b) wykazad, Ze

N(x, p, 2) = k(x, ) D(A)+4 f N(x,z, A k(z, y)dz.

b) Definiujac

wykazaé, e dwa rownania punktu (a) moZna przepisaé w postaci
I-2K)(I+AR(D) =1 i  (I+AR(W))U-2K) =1,

gdzie R(2) jest operatorem calkowym o jadrze R(x, y, 1), a K jest operatorem catkowym
o jadrze k(x,y). Widzimy wige, Zze operator 7+ AR(A) jest odwrotnodcia operatora
(I—AK), to znaczy 7e w terminologii tego rozdziatu R(1) jest rezolwentga operatora K.
A zatem roéwnanie

f=gtiKS

mozna rozwiazaé dla wszystkich wartodei A, dla ktdrych istnieje R(1), i rozwigzanie dane
jest przez

f=g+AR(Nsg.
Wyrazone przez znane jadra rozwiazanie to moze byl zapisane w nastepujacy
sposob:

b h

ﬂm=MﬂHlR&%DﬂU® ﬂw+mmfwwmjmm@.

16. Jedyne co pozostalo do rozstrzygniecia to zbadanie, dla jakich wartoéci 2 nie istnieje
rezolwenta R(2). Oczywiscie poniewaz N(x, y, A) i D(A) sa, jak to wida¢ z zadania 9.13,
funkcjami analitycznymi zmiennej 4, to R(A) nie istnieje tylko dla takich A, dla ktdrych
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D(4) znika, a zarazem oczywidcie N(x, y, A) nie ma zera kompensujacego zero mianownika.
W rzeczywistosci takie skracanie sig zer nie moze zachodzi¢ dla naszego przypadku.

a) Korzystajac z wynikow zadania 9.13 wykazaé, ze

dn(1)
T

b
al ] N(x, x, A)dx.

b) Korzystajac z powyiszego rezultatu dowiesé, ze jesli D(1) ma zero w punkcie A = 4,
to N(x, y, A) nie moze mie¢ zera w tym punkcie. Dowdd nalezy przeprowadzié metoda
sprowadzenia do niedorzecznosci. Piszemy najpierw D(1) = (1—2A,)d(A), gdzie d(1) jest
funkcja analityczna, nastgpnie zakladamy, Ze N(x, y, A} mozZna réwnieZ zapisaé w tej posta-
ci, tzn. jako N(x, y, 1) = (A—4o) n(x, y, 4), gdzie n(x, y, 2) jest rOwniez analityczna funkcja
A, 1 wreszcie wykazujemy, Ze przy tych zaloZeniach réwnanie punktu (a) nic moze byé praw-
dziwe. Tak wigc zera funkcji D(7) sa dokladnie tymi wartoSciami 4, dla ktdrych R{1) nie
istnieje. Dla tych wartosci beda natomiast istnialy rozwiazania réwnania jednorodnego
f = AKF. |

17. Niech K bedzie operatorem catkowym z jadrem ciagiym i niech widmo tego opera-
tora bedzie niezdegenerowane. Korzystajac z wynikdw ustalonych w zadaniach 9.15(a)
i 9.16(a) wykaza¢, ze residuum funkcji R(x, y, 1) w biegunie 1, jest réwne

_ $a(X)ya ()
. f‘t’sn(x)";”:(x)dx 2

gdzie ¢, spetnia rownanie A,K¢, = ¢n, a y, spelnia réwnanie sprzgzone AFKTy, = v,.
Zwroémy uwage, ze dla jader hermitowskich wynik ten jest zawarty implicite w rozwinieciu
rezolwenty na funkcje wlasne danym wzorem (9.22).

18. Wykazaé, ze jesli k(x, y) = ¢(x)p*(»), to metoda Fredholma sprowadza sig do

D(2) = 1=4 [ $(y*(0dx,  N(x, 3, 2) = k(x, ) = $(x)p*(»),

to znaczy, Ze wszystkic wyZsze czlony szeregdw Fredholma dla D(X) 1 N(x, y, A) znikajq.
Wykazac, ze prowadzi to do rozwigzania réownania f = g+ AKf zgodnego z wzorem (8.57).

19. Zakladajac, Ze 4 jest dostatecznie mate, rozwingé [D{A)]~! wzgledem poteg 41 wyka-
za¢ z dokladnoscia do A%, Zze R(x,y, ) jest identyczne z szeregiem Neumanna
dla rezolwenty wzigtym w tym samym przyblizeniu, Mozna wykazaé, ze réwnoéé ta jest
stluszna we wszystkich rzedach, czego oczywiscie oczekujemy.

20. Przypusémy, ze cheemy rozszerzyé metode Fredholma na jadra catkowalne w kwa-
dracie. Najpowaznigjsza trudno$¢ polega na pojawieniu si¢ w rozwazaniach stanowigcych
tres¢ zadan od 9.13 do 9.16 czlondw takich jak

b
I=| k(x,x)dx.
Nawet jesli £(x, y) jest catkowalne w kwadracie, catka F moZe by¢ rozbiczna, a zatem metoda
upada. Zdarza si¢ to na przyktad w przypadku jader postaci Afr, r') = G(r, r')¥(r), gdzie
G(r, 1') jest dane wzorem (7.66), nawet jeéli dokonaé odpowiednich modyfikacji z wprowa-
dzeniem funkcji wagowej w sposéb przedstawiony w paragrafie 8.3.
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a) Podac argumenty sugerujace, ze mozemy zawsze zmodyfikowaé k(x, y) w taki sposéb,
by k(x, x) = 0 bez zmiany w istotny sposéb rozwiazan réwnania

fx) = g(¥)+1 | (e, WA, ey
gdzie o k(x, y) zakladamy, Ze jest catkowalne w kwadracie.
[ Wskazéwka: Poréwnaj z zadaniem 9.2.]

b} Z czebei (@) tego zadania wyplywa sugestia, by usunaé trudnosci z catkami takimi
jak

b
f k(x, x)dx

po prostu przez nastepujace definicje:

By = 1_)J []drl ff [2 1dx1dx2

X, X X, Xy, Xy
N,y B = k(x, y)— ;J [ ]d +2, fj [y’xl,xz]dxldxz—{-...,

gdzie A jest takim samym wyznacznikiem jak A, z wyjatkiem tego, Ze gdziekolwiek w A
pojawi sie czlon k(x;, x;), tam zastepujemy go przez 0. A zatem

e ™ A% =0
ey = (xisxl)) xl =\

-xl’ x2
4 = k(xy, X )k (xz, x2)—k(xy, x2)k(x2, X1),
x.l: x2

it x"] k k
/ = —k(x;, x:)k(x,5,x,),
B R UCRANLICREN
gdzie / jest wyznacznikiem otrzymanym z A przez zastapienie w nim zerami czlonéw posta-
ci k(x;, x;) w kazdym miejscu, gdzie czlony takie si¢ pojawiaja. Kladac

N(x,p, 2

D(7%)

1 rozwijajac [D(A)]~! (przy zatozeniu, Zze A jest dostatecznie male) w szereg wykazac, Ze
Rix, v, A) jest do rzedu A% réwne rozwiniecin Neumanna rezolwenty operatora K, Mozna
pokaza¢, ze réwnoséé ta zachodzi we wszystkich rzedach. W istocie, modyfikacja sugerowana
przez to zadanie jest poprawna, to znaczy N(x, y, A), D(A) i R(x, y, A) zdefiniowane powyzej
wyznaczajg rzeczywiscie rozwiazanie réwnania (1).

21. ZnakZé funkeje D(2) zdefiniowana w zadaniu 20 z dokladnoscia do czlonéw A°
dla jadra réwnania catkowego (9.102), jesli ¥(r) = g2e~*"/r. Uzyteczne bedzie wprowadze-
nie zmiennych s, ¢, u zdefiniowanych w paragrafie 8.3. Zauwazmy, ze catka, ktéra trzeba
wykonaé, jest bardzo podobna do calki, na ktéra natkneliémy sig przy obliczaniu normy
tego jadra w paragrafic 8.3. Jaka jest roznica migdzy tymi dwoma przypadkami dla g
rzeczywistych?

R(x,y, )=
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22. Wykaza¢, korzystajac z rownan (9.104) i (9.105), ze dla dowolnego rzeczywistego
potencjatu ¥(r) zachodzi

Im f5*5(q) = qilfe%g))%,

gdzie f5*%(g;) jest drugim przyblizeniem iteracyjnym amplitudy rozpraszania,

23. Oblicz drugie przyblizenie Borna dla amplitudy Fy(p;) rozpraszania w fali s,
zdefiniowanej réwnaniami (9.112) 1 (9.113). Poréwnaj wynik z krzywymi na rysunkach 9.4,
9.51 9.6, i poczyn, jesli to jest niezbedne, odpowiednie komentarze.

24. Mozina pokazaé, ze wielko$¢ f5(g;) zdefiniowana w paragrafie 9.5 daje sie przedsta-
wi¢ w postaci

Fala) = ——sin o,
gdzie J, jest funkcja g¢; i zwie sig przesunigciem fazowym fali s. Wykorzystujac rys. 9.4
sporzadz wykres funkcji do(g;) w funkcji g;. Czy wyniki otrzymane dla 8y(g;) z dwoch
réznych krzywych na rys. 9.4 sa zgodne? W jakim stopniu d, jest okre$lone jednoznacz-
nie?

25.a) WyprowadZ réwnania od (9.98) do (9.101) korzystajac z metody zastosowanej
w paragrafie 9.3 do dyskusji problemu jednorodnego.

b) WyprowadzZ réwnanie, ktére ,,rozwigzuje” réownanie calkowe f = g+ AKf w duchu
calki Riemanna [patrz réwnanie (9.50)].

c) Jesli masz dostep do elektroniczne] maszyny cyfrowej, wybierz kilka réwnafi catko-
wych i rozwiaz je numerycznie korzystajac z wynik6w punktu (a) lub (b). Mozna na przykiad
rozpatrzy¢ réwnania (9.112) 1 (9.113), ale z potencjalem przeciwnego znaku (tzn. mV/u?h? =
= —1,4). Przekonacie si¢, ze amplituda rozpraszania wyglada catkiem inaczej dla dodat-
niego ¥, a w szczegblnosci zupelnie inaczej zachowuje si¢ 8, jako funkcja g; (patrz zadanie
9.24). Zmiana ta spowodowana jest istnieniem dla potencjatu przyciagajacego (ujemne V)
stanu zwigzanego w fali 5, ktéry oczywiscie nie wystepuje dla potencjatu odpychajacego.

26. Przypusémy, Ze {¢,} i {y.} sa ciagami funkcji schodkowych, i ze ¢, — /, 4 = 2.
Wykaza¢, ze jeéli dla dowolnych funkeji schodkowych ¢ i w mamy

(V¢, 1/") >y (‘;b: U"I’)’
(9. V) = (b, 9)
oraz
(Ug, Up) = (¢, ),
to ciagi {V,} 1 {Uy.,} sa zbiezne do pewnych granic w przestrzeni Hilberta, i jesli granice
te oznaczymy odpowiednio przez ¥fi Ug, to
V7, g) = (f; Usg).
Jest to uzupetnienie dowodu twierdzenia 9.11.
27.a) Funkcje Hermite’a #,(x) definiujemy w nastepujgcy sposob:
H(X) = H(x)e ™2,
gdzie H,(x) jest n-tym wielomianem Hermite’a spelniajacym réwnanie (5.105). Wykazad,
ze funkcje Hermite’a spetniaja réwnanie rézniczkowe

HL(X)— X2 I o (X) + Qn+ 1), (x) = 0.
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Zauwazmy, ze zgodnie z rownaniem (5.100) funkcje #,(x) 1 #,(x) sa do siebie ortogonalne
na odecinku [— oo, x].

b) Wykazaé, ze #,(x) sa funkcjami wlasnymi operatora Ur }\mitarnej transformacji
Fouriera. Dowdd sprowadza sie do wykazania, ze transformata #°,(x) funkcji Hermite'a
H#,(x) spelnia to samo rownanie rozniczkowe co #,(x), 2 wige Ze funkcje #,(x) 1 Ho(X)
musza byé réwne z dokladnoscia do czynnika multiplikatywnego. W jezyku operatordw
zapiszemy ten fakt jako

Updty = Agd¥s,
gdzie 2, nie zostalo na razie wyznaczone.

[Wskazdwka: Petsy = —(d?/dy?)el*», calkowanie przez czesci réwniez bedzie przydatne.]

c) Wykazad, ze jesli f(x) jest dowolng funkeja catkowalng w kwadracie, to UZf(x) =
= f(—x). W oparciu o to dowies¢, ze jedynymi wartosciami wlasnymi operatora Uy moga
by¢ liczby 1, —1, i oraz —i. Istnieje nieskonczenie wiele funkeji Hermite’a nalezacych do
kazdej z tych czterech wartosci whasnych. Podaj prosta charakterystyke funkcji Hermite’a
o rzeczywistych wartoéciach wlasnych oraz funkeji Hermite’a o urojonych wartosciach
wlasnych.
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ROZDZIALILO

WSTEP DO TEORII GRUP

WSTEP

Dotychczas w tej ksigzce zajmowali§my si¢ obicktami (wektorami), ktére mozna byl
skladaé w sposéb zasadniczo addytywny, a zatem przemienny. Rozpatrujac te obiekty
doszliSmy w sposéb naturalny do odwzorowas przeksztalcajacych jeden wektor w drugi.
Przekonali$my sig, 2e same te odwzorowania mogg by¢ traktowane jako elementy przestrze-
ni wektorowej. Poniewaz jednak odwzorowania przeksztalcaja jeden wektor w drugi, to
mozemy wykonywaé nad tvmi cdwzorowaniami operacje sktadania o charakterze muitipli-
katywnym; w tym przypadku jednak nie Jest ma ogdt spelnione prawo przemiennosci
W ostatnim rozdziale tej ksigzki chcemy wprowadzié pewne metody badania zbioru obiektéw
scharakteryzowanych poprzez ich wlasnogci multiplikatywne. Zbiér taki nazywa sie grupq.

10.1. PODEJSCIE INDUKCYJNE

Przypomnijmy najpierw definicje grupy podang juz w rozdziale 3.

Definicja 10.1. Grupa G jest to zbiér obiektéw zamknigty ze wzgledu na operacje
skladania, ktéra oznacza¢ bedziemy kropka. Stowo zamknigty oznacza, ze jeéli @, b = G,
to i a*beG. Operacja skladania musi spelnia¢ nastgpujace aksjomaty:

Da-(b-¢c)=(a-b) c (prawo lacznosci)

2) istnieje clement e, zwany jedynka, taki ze a- e = g dla wszystkich ¢ € G.

3) dla kazdego @ € G istnieje element odwrotny @2, taki ze @ a~! = e,

Zauwaimy, Ze w tej definicji zazadali$my jedynie, by jedynka byla jedynka prawostron-
na, a odwrotno$¢ prawa odwrotnoscia. Jednakze ze wzgledu na inne wlasnosci grupy po-
cigga to za soba fakt, Ze e jest réwniez jedynka lewostronna (e- a = 4) oraz ze a=! jest
réwniez lewostronng odwrotnoécig (a7!- @) = e.

Aby tego dowiesé, zauwaimy, 2e poniewaz element a~! € G, to musi on mieé¢ clement
odwrotny, ktéry oznaczymy (a~*)~*. Zgodnie z aksjomatem (3) zachodzi

(@) (@) = (10.1)
Korzystajac z aksjomatéw (1), (2) i (3) mozemy powyzsza tozsamosé (10.1) przepisaé
w postaci
e=at @) =@ 9 @ = et @ a ] (@) =
— [(a—l . a} & a—f] & (a—l)—l - (a—i s d) i [a—l 3 (a'-.l}—l].
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Korzystajac jeszcze raz z tozsamoéci (10.1) mamy
e=(ag a)ye=al (a e,
Aksjomat (2) méwi, Ze a-e = a, dostajemy wiec ostatecznie
e=agl a (10.2)

A zatem ™! jest nie tylko prawostronna, ale i lewostronna ocwrotnoécia. Nalezy zauwazyé,
ze wynik ten réZni sig bardzo od sytuacji, z ktérg spotykamy si¢ po badaniu ogélnych opera-
toréw liniowych; dia nich istnienie prawostronnej odwrotnosci nie pociaga koniecznie istnie-
nia odwrotnosci lewostronnej.

Opierajac si¢ na powyzszym rezultacie moZemy natychmiast dowiesé, Ze e musi byé
jedynka lewostronng. Z aksjomatu (2) wynika, Ze e jest jedynka prawostronna, to
znaczy

are=a,
ale zgodnie z wzorem (10.2) jest to réwnowazne relacji

a (@' a)=a
Korzystajac z aksjomatéw (1) i (3) otrzymujemy
a=a-@' a)=(@aY-a=e-a,

to znaczy

a=e-a,
a wigc e jest rzeczywiscie réwniez lewostronng jedynka.

- Definicja 10.2. Grupa G nazywa si¢ grupa abelowa,jesli a- b = b- ¢ dla wszystkich

a, bedG.

Definicja 10.3. Grupa zawierajaca n elementéw nazywa si¢ grupa rzedu n.

W najblizszych trzech paragrafach bedziemy si¢ zajmowali wylacznie grupami skofczo-
nymi (n < o), dazac do wyrobienia pewnego pogladu na najbardziej podstawowe aspekty
teorii grup. W dalszych paragrafach bedziemy .mieli okazje wspomnieé¢ o grupach
nieskorniczonych, ilekro¢ nasze rozwazania beda dotyczyly takiego przypadku, zawsze
bedziemy to wyraZnie zaznaczali.

Zapoznajmy si¢ teraz z kilkoma grupami poczynajac od najprostszych.

Przyklad 10.1. Najmniej skomplikowana grupa, jaka sobie mozna wyobrazié, jest
grupa jednoelementowa {e}. Spelnia ona oczywiscie wszystkic wymagania definicji 10.1.
Grupa ta rie jest zbyt interesujaca.

Przyklad 10.2. Dalej mozemy mie¢ grupe z dwoma réZnymi elementami {e, a}. Ale
a - a musi zgodnie z definicja 10.1 naleze¢ do tej grupy. Musi wigc zachodzié jedna z mozli-
wosci @-a=a albo a-a = e Pierwsza mozliwo§¢ natychmiast odpada, gdyz ze
zwiazku a- @ = aifaktu istnienia odwrotnos$ci elementu ¢~* wynika natychmiast, ze g = e,
co przeczy zatozeniu, Ze grupa ma dwa réine elementy, a zatem ¢ - @ = e. Liczby calkowite
{1, —1}, dla ktérych operacja grupowa jest zwyklym mnozZeniem, tworza grupe o tej whasnie
strukturze (przy czym e = 1, a = —1). Réwniez liczby catkowite {0, 1} tworza taka grupe,
jesli jako operacje grupowa przyja¢ dodawanie tych liczb modulo dwa, tzn.
0+0=0, 0+1 =1, 1+40=1, 1+1=0. W tym przypadku musimy utoZsamié
e =0, a = |. Inng jeszcze struktura tego typu jest grupa permutacji dwéch elementdw,
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gdzie e jest permutacja nie zmieniajaca kolejnosci elementow, natomiast a jest permutacja
przestawiajaca te elementy.

Powyiszy przyklad prowadzi w spos6b naturalny do pojgcia izomorfizmu.

Definicja 10.4. Dwie grupy nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje jednojednoznaczna
odpowiednio$é miedzy elementami tych grup, odpowiednio$¢ zachowujaca dzialanie grupo-
we. To znaczy przypusémy, Zze G sklada si¢ z elementéw a, b, ¢, ..., a G’ z elementow
a,b,c,....Jefli(a-b) = a' xb’ dlawszystkicha, b Gid', b’ € G', to moéwimy, Ze grupy
{G,-} i {G’,x} sa izomorficzne.

Oczywiscie wszystkie trzy grupy wymienione w przykladzie 10.2 sa wzajemnie izomor-
ficzne; jesli znamy wszystkie wiasnosci jednej z tych grup, to tym samym wiemy wszystko
o kazdej z pozostatych.

Przyklad 10.3. PrzejdZzmy teraz do rozpatrzenia grup sktadajacych sig z trzech réznych
elementéw, ktore oznaczymy {e, a, b}. Na podstawie aksjomatéw grupy wnioskujemy
natychmiast, ze a-b = e, gdyz jeéliby b = a lub @+ b = b, to z istnienia elementéw
odwrotnych dostalibyémy natychmiast albo b = e, albo @ = e, co przeczy zatoZeniu, Ze
wszystkie trzy elementy sa réine. A czemu roéwna sie a-a? Oczywiscie a-a=a
implikuje @ = ¢, a wiec musi by¢ albo a-a = ¢, albo @-a = b. Ale

g a=e=a(a-b)y=b=u=>0,

gdyz - b = e. Ostatni wniosek tez jest niedopuszczalny, gdyz musimy mie¢ trzy rézne
elementy. Pozostaje wiec mozliwosc # - a = b. Podobnie wykazuje sie, ze b- b = a. Przyj-
mujac oczywista notacje dla elementéw takich jak ¢+ a mozemy zapisaé nasza trojelemen-
towa grupe jako {e, @, a*}, przy czym &> = e. Jest to jedyna mozliwos¢ dla grupy trojele-
mentowej. Postulaty podane w definicji 10.1 ograniczaja nas po prostu do tej jedynej
mozliwosci. Prostym przykiadem tej grupy jest zbidr pierwiastkéw trzeciego stopnia z jed-
nosci z operacja grupowa polegajaca na zwyklym mnozeniu liczb zespolonych.

Jest oczywiste, Ze zawsze mozna utworzy¢ grupg postaci {e, a,a, &>, ..., a""*} dla do-
wolnej liczby »n; podstawowym modelem takiej grupy jest zbior » pierwiastkéw n-tego stop-
nia z jednoéci. W ogdlnosci dla dowolnej grupy {G, + } mozemy wzia¢ jeden z jej elementéw
a e Giutworzyéciaga® = e, a, a?, ..., d, .... Jedli istnieje taka najmniejsza liczba catkowi-
ta, wylaczajac zero, dla ktorej a" = e, to mowimy, ze element 2 jest rzedu n (jesli nie ma
skonczonego n o te] wlasnodci, to méwimy, Ze element « jest rzedu nieskonczonego). Latwo
pokazaé, ze wszystkie elementy a°, a*, a2, ..., a""! sa rézne. Istotnie, gdyby ¢’ = &’ dla
jakich$ liczb i < n oraz j < n, to musialoby byé all'~/|| = e. Gdyby bylo 0<i<n
oraz 0 < j < n, to |i—j] < n, a zatem wbrew zaloZeniu » nie byloby najmniejsza liczba
catkowita, dla ktorej a” = e.

Definicja 10.5. Grupa, ktérej elementy moga byé zapisane w postaci {e,a,a?, ..., a"" '},
nazywa si¢ grupa cykliczng rzedu n. Jak dotychczas, wszystkie nasze grupy byly grupami
typu cyklicznego, powstaje wiec pytanie, czy wszystkie w ogéle grupy sa cykliczne?
Odpowiedzi dostarcza nastgpujacy przykiad.

Przyklad 10.4. Zastosujemy uzywana dotychczas metode do zbadania mozliwych grup
rzgdu czwartego, ktérych elementy oznaczymy {e, a, b, ¢}. Zacznijmy od zalozenia a2i=1h;
grupe mozna wigc zapisaé w postaci {e, @, %, c}. Na podstawie argumentéw uzywanych
juz poprzednio dochodzimy do wniosku, ze @ - ¢ musi sie réwnaé albo, e albo . Gdyby
a- ¢ = ¢*, to mielibvémy a = ¢, co przeczy zaloZeniu, Ze wszystkie cztery elementy sa rézne.
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A zatem a-c¢ = e 1 zaczyna sie wydawac, ze znéw dochodzimy do grupy cyklicznej.
Zbadajmy wige czemu réwna si¢ @*. Przypusémy, ze a* = e; wiedy @® = @ ¢, czylia® = ¢,
co jest niemozliwe. Gdyby @*> = a, to mielibysSmy a® = e, co rOwniez jest niemozliwe,
Gdyby a® = &?, to oznaczaloby, Ze a = e, co zndw jest niemozliwe. Musi wigc by¢ a* = ¢
i nasze przypuszczenie potwierdza sig, otrzymana grupa jest grupg cykliczna rzedu czwarte-
go {e,a, a* a®},gdziea* = e.

Do tego samego wyniku doszliby$my zaklada_]qc na poczatku, ze a* = ¢; jedyna réznica
polegalaby na tym, Ze teraz byloby b = a®. Jak juz wspominali$my, a® = a jest wykluczone.
Jesli wiec nie chcemy mieé grupy cyklicznej, to pozostaje tylko jeszeze jedna mozliwodc,
a mianowicie ¢® = e. Oczywiscie w tym wypadku albo a-b = e, albo a- b = c. Jeili
a-b=e, toa® b=a,ale a* =e, wiec a = b, co jest wykluczone, a zatem ab = c.
Kontynuujac ten proces eliminacji réznych mozliwosci dochodzimy do wniosku, ze b+ a =
—=c,ac=bica=b Poniewaza-b=rcib-a=c wigc mamy

(b-a)-(@ab)=c-c=>b-a* b=
Ale a? = e, wiec dostajemy od razu b* = ¢*, co oznacza, Ze ¢* nie moze by¢ réwne ani b,
ani ¢, zatem albo ¢? = e, albo ¢ = a. Zbadajmy najpierw przypadek ¢* = a, wtedy
a-c¢? =a® =e, a poniewaz a- ¢ = b, wigc mamy b- ¢ = e. Mamy juz wszystkie reguly
mnoZenia w tym przypadku. Zbierzmy je wszystkie razem

at=e, b= =aq,
b-c=c¢'b=e,

a-b=b-a=c¢, ac=ca=h (10.3)
Cheemy teraz si¢ dowiedzie¢, czy uzyskana grupa rzgdu czwartego jest rézna od grupy
cyklicznej rzedu czwartego, do ktorej juz parokrotnie dochodziliSmy. Bardzo wygodnym

sposobem badania prostych grup skonczonych jest sporzadzenie tabelki mnozenia grupo-
wego. SporzadZzmy taka tabelke dla grupy cyklicznej rzgdu czwartego

alal|lblcle (10.4)

Znatzenie tej tabelki jest bardzo proste; w miejscu o wskaznikach 7, j wpisany jest wynik
mnoZenia i-tego elementu grupy przez element j-ty. Czytelnik moze tatwo sprawdzi¢, ze
tabelka ta przedstawia doktadnie grupe cykliczna rzedu czwartego, na ktora natknelismy
si¢ na poczatku przykladu 10.4. A co z grupa, ktérej wlasnosci mnoZenia dane sa wzorami
(10.3)7 Tabelka mnozZenia dla tej grupy ma postac
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erfatreal e b (10.5)

Tabelka ta wyglada zupelnie inaczej niz dla grupy cyklicznej rzedu czwartego. Mimo to
mozliwo$¢ izomorfizmu tych grup nie jest jeszcze wykluczona. Musimy sprawdzi¢, czy nie
uda nam sig tak pozamienia¢ oznaczenia elementéw, by tabelki mnozenia staly sie dla tych
dwoch grup identyczne. Jeéli w tabelce grupowej (10.5) zmienimy oznaczenia w nastgpu-
jacy sposéo: ‘

e—e, a-b,

b—oa c-c,
to przyjmie ona wyglad

alofzales] Bhvfielo et (10.6)

Ale tabelka mnozenia (10.6) jest teraz identyczna z tabelka (10.4), a wiec przekonujemy
sie, ze w dalszym ciagu nie udalo nam si¢ znalezé grupy rzedu czwartego réznej od grupy
cyklicznej.

Jednakze dla klasy grup czteroelementowych pozostaje jeszcze jedna niezbadana mozli-
wos¢. Przypomnijmy, ze zmuszeni byliémy przyjaé nastepujace reguly mnozenia: a2 = e,
a*b=c ba=c, ac=b ca=>bib®=c% Kiedy przyjelismy, ze b* = ¢? = q,
to doszliémy do grupy cyklicznej. Pozostaje nam jeszcze wybdr 62 = ¢2 =e. W tym
przypadku

arb=c=>a-b*=c-b=cb=a
i podobnie

bra=c=b-a=b-c=>bc¢=a.
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Mozemy juz napisa¢ tabelkg grupowa dla tego ostatniego przypadku

alalje|c|b (10.7)

Czytelnik moze sprawdzi€, ze nie mozna tak poprzestawia¢ elementow w tabelce (10.7),
aby otrzymacé tabelke (10.4). Udalo nam sie wige wreszcie znalez¢ grupg réZna od cyklicznej.
Zauwazmy jednak, zc grupa ta jest przemienna czyli abelowa — odbiciem tego faktu jest
svmelria tabelki grupowej (10.7) wzgledem gtéwnej przekatnej. Otrzymana grupa nazywa
sie czierogrupg. Prosta realizacja tej grupy jest zbior wszystkich przeksztalcen prostokata
niezmieniajacych jego polozenia w przestrzeni (pamigtajmy, ze w prostokacie prawy i lewy
brzeg sa nierozroznialne, podobnie jak bok gérny i dolny). Jesli prostokat umieScimy na
plaszczyinie x, y tak, ze jego §rodek pokrywa si¢ z poczatkiem ukladu wspélrzednych,
to czterema przeksztalceniami prostokata, ktére nas interesuja sa: 1) przeksztalcenie tozsa-
mosciowe, 2} obrét o 180° wok6l osi prostopadlej do prostokata i przechodzacej przez jego
srodek, 3) odbicie wzgledem osi x, 4) odbicie wzgledem osi y. Zauwazmy, Ze nie trzeba
uwzgledniaé obrotdéw o 360°, 340° itp., gdyz sa one identyczne z przeksztalceniami (1) lub
(2). Na rysunku 10.1 przedstawiony jest nasz prostokat i jego poloZenie wzgledem osi.
Pozostawiamy czytelnikowi do sprawdzenia, ze zbior rozpatrywanych przeksztalcen tworzy
rzeczywicie grupe i Ze jej tabelka mnozenia jest identyczna z tabelka (10.7).

e e e e———f——>

Rys. 10.1

Z tabelki grupowej (10.7) mozemy réwniez odczytaé, ze elementy {e, a} czterogrupy
same stanowia grupg (e-e =¢, era='a, a'e = a, a-a = ¢), podobnie jak elementy
{e, b} i {e, ¢}. Obserwacja ta prowadzi nas do nastgpujacej definicji:

Definicja 10.6. Zbior elementéw H zawarty w G nazywa si¢ podgrupq grupy G,
esli: _

1) iloczyn dowolnej pary elementow nalezacych do A nalezy znéw do i,

NijesliaeH,toa " € H.

Kazda podgrupa jest rodwnieZ grupa, gdyz jej elementy jako nalezace do G spelniaja
prawo lacznoéci mnozenia, ponadto z tego, e a, «~ '€ H, wynika, 7¢c a-a”' = ¢
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réwniez nalezy do H. Oczywiscie kazda grupa jest swoja podgrupa, a element jednostkow:
Jest podgrupa kazdej grupy. Jak juz wspomnieliémy, czterogrupa ma podgrupg {e, a}
oraz dwie inne, izomorficzne podgrupy {e, b} i {e, ¢}. Oczywiicie w kazdej grupie G
zbior {e,@,a”...a""'}, gdzie n jest rzedem elementu @ oraz a e G, stanowi podgrupe
abelowq grupy G.

Inng ciekawa wlasnoscia tabelki mnozenia grupowego (10.7) (oraz kazdej innej tabelki
grupowej) jest to, ze w kazdym jej wierszu lub kolumnie wystepuje kazdy element grupy
i to dokladnie jeden raz. Nie jest tc bynajmniej przypadek, obowiazuje bowiem nastepu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 10.1. Jesli G jest grupa rzedu n skladajaca sie z elementéw e, as, ds, ..., a,
to w ciagu

ed;, a,ay, ..., dut;
utworzonym dla dowolnego i kazdy element grupy wystepuje raz i tylko raz. To samo do-
tyczy ciggu

a;€, G; a4, ..., a;d,.

W sformulowaniu powyzszego twierdzenia zaczglismy pomijaé kropke jako symbol
mnozZenia grupowego. Uproszczenie to bedziemy stosowaé dalej w tym rozdziale, chyba
Ze takie pominigcie mogloby prowadzi¢ do nieporozumien.

Dowdd. Gdyby jaki$ element wystapil dwukrotnie w rozpatrywanym ciggu, to mielibys-
my a,a; = a,a;, czyli a, = a, wbrew zalozeniu, ze wszystkie elementy grupy sa rozne. Ponie-
waz ciag sklada sig z » wyrazéw, a zaden element grupy nie wystgpuje w nim dwukrotnie,
to kazdy element musi wystapié razi tylko raz. Wyjasnia to zaobserwowana przez nas struk-
turg tabelki mnozenia grupowego. Twierdzenie 10.1 choé bardzo proste odgrywa decydujaca
rol¢ przy wyprowadzeniu wigkszosci wynikéw tego rozdziatu.

" Mozna by proces indukcyjnego badania grup kontynuowaé w ten sam sposob rozpa-
trujac grupy rzgdu piatego, rzedu széstego itd., ale byloby to mato pouczajace. Warto tylko
zaznaczy¢, ze nie wszystkie grupy sa abelowe, jak by mozna sadzié z poznanych dotychczas
przykiadéw grup najnizszego rzgdu. Po raz pierwszy na grupe nieabelowa natkneliby$my sig
w széstym rzedzie —jest nia grupa permutacji trzech przedmiotéw.. Trzeba réwniez
podkreslic, ze nie wszystkie grupy maja skonczona liczbe elementéw. Na przykiad zbidr
liczb calkowitych ze zwyklym dodawaniem jako operacja grupowa (e =0, n™! = —p)
tworzy grupg abelowa nieskonczonego rzedu; a zbiér wszystkich unitarnych macierzy
nXxn jest przykladem grupy nieskoriczone; nicabelowej.

10.2. GRUPY PERMUTACJI

Dla dalszej ilustracji struktur grupowych zajmiemy sie obecnie Jjedng z najwazniejszych
.grup zar6wno w matematyce, jak i fizyce, a mianowicie grupg permutacji » przedmiotow
zwang rowniez grupa symetryczng S,. Struktura grup §, jest niezmiernie bogata — w tym
paragrafie zajmiemy si¢ jedynie najprostszymi aspektami grup permutacji.

Liczba permutacji #» przedmiotéw wynosi n!, a zatem grupa S, jest rzedu n!. Elementy
grupy permutacji zapisywac bedziemy w postaci

b is23vid ag n)
= my m, msy ... om,
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gdzie zbidr {mty niy M3 ... m,} jest pewnym ustawieniem pierwszych » liczb naturalnych.
Symbol powyiszy oznacza, 7e 1 jest zastapione przez m,, 2 przez m, itd. Na przykiad

123456
P=legs5a4321

dziatajac na ustawienie {1 234 56} prowadzi do ustawienia {654321}; ta sama permu-
tacja p dziatajac na {25346 1} daje ustawienie {524316}. W rozpatrywanym
przykladzie 1 i 6 przechodza nawzajem w siebie — 1 jest zastapiona przez 6, a 6 jest zasta-
pione przez 1. Struktura taka nazywa sie cyklem i zapisywana jest w postaci (16). Powyzszy
przyklad zawiera réwniez inne cykle, a mianowicie (25) i (34). MoZemy zatem napisac

(123456

permutacja

654321

Takie przedstawienie permutacji nazywa si¢ rozbiciem permutacji na rozlqczne cykle,
roztaczne to znaczy nie majace wspolnych elementdw.
Oczywiicie nie wszystkie cykle skladaja sie tylko z dwoch elementéw. O cyklu zawiera-
jacym [ elementéw mowimy tez, ze ma on dlugoséé I Na przyklad permutacja
123456
(6 4125 3)

moze by¢ przedstawiona jako iloczyn trzech cykli o dlugosciach trzy, dwa i jeden

123456
(641253

) = (16) (25) (34).

) = (163) (24) (5).

Cykl (163) o diugoéci 3 nalezy odczytywaé nastgpujaco: 1 jest zastgpiona przez 6, 6 jest
sastapione przez 3, a 3 jest zastapione przez 1. Struktura taka, podobnie jak cykl dwu-
clementowy jest réwniez zamknigta w sobie. Zauwazmy, ze
(163) = (316) = (631),
ale
(163) # (136).

Gdybyémy elementy cyklu zapisali na obwodzie kota zgodnie z kierunkiem ruchu wskazo-
wek zegara (jak to sugeruje samo stowo ,,cykl”), to dokonywanie ciagu przestawien mogli-
byémy zacza¢ od ktéregokolwiek elementu na tym obwodzie i po dokonaniu
wszystkich przestawiert doszlibysmy do punktu wyjscia. Podkreslamy, ze efekt permutacji
nie zalezy od tego, ktéry element cyklu bedzie poczatkowy. Dostaniemy natomiast inng per-
mutacje, jesli cykl zaczniemy wykonywaé w kierunku przeciwnym do ruchu wskazoéwek
zegara.

Cykle dwuelementowe, zwane zazwyczaj transpozyciami, sa szczegOlnie wazne, gdyz
dowolny cykl ( a zatem i dowolna permutacja) moze by¢ przedstawiony jako iloczyn trans-
pozycji (ale juz nie bedacych roziacznymi). Na przyktad

(163) = (13) (16),

o czym sig tatwo przekonaé, gdyz (163) dzialajac na ustawienie powiedzmy {136} prowadzi
do ustawienia {613, natomiast (16) dziatajac na {136} daje {631}, ktore z kolei pod dziala-
niem (13) przechodzi w {613}. '
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Przyjmujemy tu konwencjg, Ze jesli kilka cykli napisanych jest obok siebie, to najpierw
dziala cykl umieszczony na prawym koficu itd, a na koficu wykonujemy permutacje odpo-
wiadajaca cyklowi stojacemu po lewej stronie. Jesli cykle sa rozlaczne, to oczywidcie nie
ma znaczenia w jakiej kolejnosci one dzialaja, ale jeSli nie sa roziaczne, to ich kolejnosé
jest bardzo istotna. Na przyklad ‘

(163) {136} = (13) (16) {136} = {613},
podczas gdy

(16) (13) {136} = {361} = (136) {136).

Nalezy zauwazy¢, ze rozklad na transpozycje nie jest jednoznaczny. W powyzszym przykta-
dzie
(163) = (13)(16)
i réwniez
(163) = (316) = (36) (31).

W ogélnosei rozktad cyklu o diugodci # na transpozycje moze by¢ zapisany w po-
staci
(123 ...m)=n)(ln=1)...(13)(12),

co fatwo mozna sprawdzi¢. Parzysto$¢ permutacji definiujemy jako liczbe (= DY, gdzie N
jest liczba transpozycji, na ktére mozna roztozy¢ dana permutacje. Jesli NV jest nieparzyste,
méwimy o permutacji nieparzystej, gdy N jest liczba parzysta mowimy, Ze permutacja jest
parzysta.

Jesli teraz umowimy si¢, Ze przez iloczyn permutacji rozumiemy kolejne wykonanie
dwoch permutacji, to oczywiscie iloczyn dwéch permutacii jest zndw permutacjy, Wszystkie
pozostale aksjomaty grupowe sg trywialnie spetnione, a zatem zbior wszystkich permutacji
n przedmiotow tworzy grupe sktadajaca sie z n! elementéw. Z, poprzednich rozwazan widad
natychmiast, ze jedynie S, i S, sa grupami abelowymi. Dla n > 3 grupa 8§, jest nicabelowa.
Na przyktad (12) i (13) naleza do Sj, ale (12) (13) # (13) (12).

Zwrocmy uwage, Ze przy naszym zapisie permutacji mamy duzg swobode w wyborze
kelzjnoscei przedmiotéw; w symbolu permutacji wazne sa jedynie zwiazki miedzy przedmio-
tami umieszczonymi jeden nad drugim — ustawienie poziome nie ma zadnego znaczenia.
Tak wiec

(123455) 654321\ (426315
654321 =123456)=351462)'

Rowniez wybor liczb na oznaczenie przedmiotéw podlegajacych permutowaniu jest jedynie
sprawg wygody (jest ich po prostu nieskoriczenie wiele). Réwnie dobrze mo gliby$my zamiast
liczb jeden, dwa, trzy,... permutowaé jabtko, gruszke, pomarancze,... albo Greka, Rosja-
nina, Francuza, ... .

Przyidad 10.5. Najprostszymi grupami symetrycznymi sa Sy, ktéra zawiera jeden tylko
clement e, oraz S, skladajaca si¢ z e i (12). Bardziej interesujaca jest grupa S;. Sklada sig
ona z szeSciu elementow.

e, (12), (13), (23), (123), (321).
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Jak latwo mozna sie przekonaé, tabelka mnozenia dla tej grupy jest nastepujaca:

e (12) 13 | @3 | 23 | G2

e 2 (12) (13) (23) | (123) | (321)

{(12) {12 e (321} | (123) | (23) (13

{13) (3) | (123) e (321) (12 | (23)

(23) | (23) | (321 | (123) e (13) {(12)

(123) | (123 (13) (23) (12) | (321 e

(321) | (321) (23) (12) (13) e (123)

Jesli dokonamy identyfikacji e = 1, (12) = 4, (13) = B, (23) = C, (123) = D, (321) = F,
to przekonamy sig, Ze tabelka ta jest identyczna z tabelka (3.4). Zauwazmy rowniez, Ze grupa
ta ma sporo podgrup. Oczywiscie {e, (12)} jest podgrupa rzedu drugiego, a podgrupy
{e,(13)} i {e, (23)} sa z nig izomorficzne. {e, (123), (321)} jest podgrupa rz¢du trzeciego
izomorficzna z grupa cykliczng rzgdu trzeciego omawiang w przykladzie 10.3. Przyglada-
jac si¢ tabelce grupowej latwo si¢ przekonamy, Ze S, jest grupa nieabelowa.

Jeden z najbardziej godnych uwagi faktéw dotyczacych Sy zawiera sie¢ w nastepujacym
twierdzeniu Cayleya.

Twierdzenie 10.2. Kazda grupa G rzedu 7 jest izomorficzna z jaka$ podgrupa grupy S,

Dowdd. Dowdd tego twierdzenia oparty jest na twierdzeniu 10.1. Nazwijmy elementy
grupy G literami a,, @3, @, ---, Gn. Niech ; bedzie jakim$ dowolnym elementem &. Zgodnie
z twierdzeniem 10.1 w zbiorze {@,a,, @;d,, ..., @;a.} kazdy z element6w zbioru Lo W sy )
wystepuje raz i tylko raz. Mozemy wige dokonaé przyporzadkowania, ktdre jest w oczywi-
sty sposob jednojednoznaczne

@ s - O
a; — P“l’ = .
a;a; a;d; ... d;d,
Podobnie dla a; e G
a4, a ... d
a; — P"j = ( "
a;d, 4;a, .. 4a;a,

Dia elementu grupy G, ktéry jest iloczynem a;a; bedziemy mieli

a; das ay
aa; — P‘iaj = (

a;a;ay a;did, ... a;a;d,

Kluczowym punktem dowodu, ze mamy do czynienia z izomorfizmem, jest wykazanie,
2¢e P, P, = Paay Latwo sie o tym przekonaé — jest to jedynie wprawka na zrozumienie
wprowadzonych oznaczen. Nalezy o tym pamigtac sledzac ponizsze manipulacje.
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Wspominali$my juz, Zze poziome ustawienie w symbolu permutacji jest zupelnie bez
znaczenia, na przyklad
a4, a; as ... a, ) as  dy a; ... d,
] = o
a;ay a;d, a;d; ... a;d, a;d3 a;q, aid; ... Q;d,

Innymi stowy symbole w gbrnym wiefszu moZemy poprzestawiaé jak tylko nam sig
podoba, bylebysmy identycznego przestawienia dokonali i w dolnym wierszu. Poniewaz
jednak ciag {a;ay, a;@, ..., a;a,} jest jedynie przestawieniem ciagu {a,, a,, ..., @y}, to mo-
Zzemy napisac

7 R T a;a, @Gd; .. a4,
P, = = 2,
i aa, ad, ... a;a, afa;a,) aa;a;) ... alea,)
aa,  a;a; ... da,
" \agja, aia;a; ... aa;a,
a zatem
aja;  aja, ... ga. \{a a, ... a,
PP, =\ =
U T \aaja, aaia; ... aaa. \aja; aja, ... a;a,

a a a,
= (a,-a_,val aa;d, ... a;a,a,,)'
O tym, ze wynik mnoZenia jest w powyzszym wzorze taki wiasnie, jak napisaliémy, przeko-
nujemy-si¢ bezposrednio przez inspekcje, a zatem
PaiPaj T Paiaja
co konczy dowdd twierdzenia o izomorfizmie.

Wynik powyZszy zawiera w sobie w szczegdlnoéci uwage poczyniong przez nas w przy-
kladzie 10.5, gdzie zauwazyliSmy, Ze S, ma podgrupe {e, (123), (321)} izomorficzna z grupa
rzgdu trzeciego. Rozpatrujac grupe rzedu czwartego weZmy najpierw czterogrupe Korzy-
stajgc z tabelki grupowej (10.7) ustalamy natychmiast odpowiedniosé, o ktorej mowa
w twierdzeniu Cayleya.

eabc eab ¢
Pe:(eabc)’ P":(aecb)’
eab ¢ eab ¢
Pb:(bcea)’ PC:(cbcze)'
Stosujac zapis przy pomocy zamknigtych cykli moZemy to zapisaé tak
P.=e, P,=(ea)(bc), P,=(eb)(ac), P, = (ec)(ab).

Bez irudu mozna sprawdzié, Ze przy takim przyporzadkowaniu spelnione sa reguly zawarte
w tabelce grupowej (10.7). Dla grupy cyklicznej rzedu czwartego korzystajac znéw z tabelki
grupowej (10.4), znajdujemy

B (eabc (eabc)
" leab ¢ P"_\abce’
- eab ¢ 2 eabc¢
I’_(bcea’ ‘_(ceab'
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Podobnie jak poprzednio mozemy to réwniez zapisaé tak
P,=e, P,=(eabc), P,={(eb)(ac), P.= (echa).

W przykladzie tym natkn¢liémy sie po raz pierwszy na cykl o dlugosci cztery.

Przygladajac sic powyiszym przykladom zauwazamy, Ze z wyjatkiem jednosci,
wszystkie permutacje majg t¢ wlasnos¢, Ze nie pozostawiaja zadnego przedmiotu na swym
miejscu. Podgrupa grupy S, o tej wlasnoéci nazywa si¢ podgrupa regularng, albo inaczej
podgrupa permutacji regularnych. Z konstrukcji uzytej w dowodzie twierdzenia 10.2 jest
jasne, ze kazda podgrupa grupy S, izomorficzna z grupa rzedu » jest podgrupg regularna.

Paragraf ten zakonczymy zbadaniem paru wlasnosci regularnych podgrup grupy S,.

Lemat. W podgrupie regularnej 2adne dwa elementy nie zamieniaja danego przedmiotu
na ten sam przedmiot. .

Dowdéd. Przypusémy, ze p, 1 p, (p, # p2) nalezace do podgrupy regularnej zamie-
niaja @ na b. Przy tym zaloZeniu permutacja pip3H(3#¢) pozostawia b bez zmiany.
Jednakze p,p5* nalezy do podgrupy regularnej (bo kazda podgrupa jest zamknigta ze
wzgledu na mnozenie i odwrotnos¢). DostaliSmy wigc sprzecznos¢, gdyz z jednej sirony
p.p3! pozostawia element b bez zmiany, a z drugiej p;p;' nalezy do podgrupy

regularnej.
Lemat. Jeéli kazdy element podgrupy regularnej rozlozymy na rozlaczne cykle, to kazdy

cykl musi mieé te sama dlugo$é. Na przyklad w grupie Ss permutacja (12) (345) nie moze
naleze¢ do podgrupy regularnej.

Dowéd. Przypuéémy, ze p jest elementem podgrupy regularnej, ktéry mozna roztozy¢
na dwa cykle o dlugosciach /[, i ,, przy czym /; < I,. Poniewaz cykl o dlugosci / musi spet-
nia¢ tozsamo$¢ (aya,...a) =e, to p't, nie przestawia Zadnego z przedmiotéw
zawartych w pierwszym cyklu. Jednakze p't musi przestawiaé niektére z przedmiotéw za-
wartych w drugim cyklu (faktycznie wszystkie te przedmioty), gdyz dla cyklu o dlugosci
4 >0 musi byé (a; @, ... a)" # e. A zatem p't jest permutacjg nalezaca do podgrupy
zawierajacej p, majaca t¢ wlasno$¢, Ze przestawia ona niektére z przedmiotow,
a innych nie przestawia. Przeczy to zatoZeniu, ze p nalezy do podgrupy regularnej.

Tlustracja tego lematu moga by¢ wyniki uzyskane dla podgrup regularnych grupy S,
odpowiadajacych czterogrupie oraz grupie cyklicznej rzgdu czwartego. Korzystajac z tego
lematu mozemy udowodnié nastepujace, bardzo mocne twierdzenie.

Twierdzenie 10.3. Kazda grupa {G, -} rzedu » jest grupa cykliczna, jesli n jest liczba
plerwsza. . ;

Dowdd. Z poprzedniego lematu wiemy, Ze izomorficzna z grupa G podgrupa regularna
grupy S, zawiera jedynie elementy, ktére sa albo iloczynami n cykli o dtugosci 1, albo tez
" stanowia jeden cykl o dlugosci n (gdyz n jest liczba pierwsza). Hloczyn n cykli o dhugosei 1
to po prostu element jednostkowy, wigc G sklada sie z jednos$ci i n— 1 elementdéw odpowia-
dajacych izomorficznie cyklom o dlugosci #. Nazwijmy te elementy ay, s, ..., a,. Poniewaz
a; odpowiada pewnemu cyklowi o dhugosci n, to wszystkie elementy ciagu a;, TN S
sa rézne migdzy soba (zauwazmy ponadto, Ze a} = €), gdyz gdyby tak nie bylo, np., gdyby
bylo ¢ = &%, to mielibyémy a” = e dla m < n, co jest niemozliwe, gdyZ g, odpowiada
cyklowi o dlugosci . A zatem rézne elementy ciagu {e, a;, @7, ..., a} "'} wyczerpuja wszyst-
kie elemerty grupy. Oznacza to wiasnie, Ze nasza grupa G jest grupa cykliczng rzedu .
Oczywiscie identyczne argumenty sa stuszne dla kazdego elementu ;.
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Na przyklad grupa rzgdu trzeciego jest izomorficzna z podgrupa {e, (123), (321)} grupy
§5. Latwo sprawdzi¢, Zze

(123)' = (123), (123)2 =(321), (123)® =g,
mozemy wigc t¢ grupg przedstawic w postaci

{e, (123), (123)*}.
Takze zachodzi

(321) = (321), (321)% =(123), (321 =,

wigc moglibysmy réwnie dobrze (zmieniajac jedynie kolejno$é wyliczenia elementdw
grupy) przedstawié naszg grupe tak

{e, (321), (321)%).

Z twierdzenia 10.3 wynika migdzy innymi, Ze chociaz intuicja podpowiada nam, Ze dla du-
zych rzgd6w n liczba réznych grup powinna by¢ réwniez duza, to jednak nie jest to ogdlnie
prawdziwe. Na przykiad istnieje tylko jedna grupa rzedu 97; jest nia mianowicie grupa
cykliczna.

10.3. WARSTWY, KLASY I PODGRUPY NIEZMIENNICZE (INWARIANTNE)

Po zbadaniu nisktérych szczegélowych wlasnoéci okreslonej kategorii grup skoficzo-
nych przyjrzyjmy si¢ teraz pewnym najwazniejszym ogdlnym wilasnosciom odnoszacym sig
do wszystkich grup w ogole.

Definicja 10.7. Niech A4 bedzie jaka$ podgrupa grupy G sklagajaca sie z elementow
¢, a3, d3. ..., 4y (0SZyWiscie m <n, gdzie n jest rzgdem grupy G) i niech b € G, ale jednocze-
snie b ¢ A. W tej sytuacji m réznych elementéw be = b, ba,, bas, ..., ba,, tworzy tzw. war-
stiwg lewostronng podgrupy A wzgledem elementu b, warstwe te zapisujemy symbolicznie
jako bA. Podobnie zbidr b, a,b, asb, ..., a,b tworza warstwe prawostronng Ab.

Oznaczenic b4 jest po prostu skrétem dla zbioru elementéw utworzonych przez mnoze-
nie kazdego elementu podgrupy A4 lewostronnic przez element b. Zauwazmy, Ze warstwa
nie jest podgrupa, gdyZz w oczywisty sposdb nie zawiera ona elementu jednostkowego.
Istotnie, gdyby ba; = e, to byloby & = a7, z czego wynikatoby, Ze b e A wbrew na-
szemu zatozeniu zawartzmu w definicji 10.7. W rzeczywistoéci warstwa b4 nie zawiera
zadnego z elementdw podgrupy 4, gdyby bowiem bylo ba; = a;, to b = a;a7t, co by ozna-
czalo, 7e b e A, zndw wbrew zaloZeniu.

Lemat. Dwie warstwy lewostronne podgrupy 4 albo maja wszystkie te same elementy,
albo nie zawicraja zadnego elementu wspdlnego.

Dowdd. Niech x4 bedzie jedna warstwa podgrupy 4, a y4 druga warsiwa. Przypusémy,
ze xa; = yaj, to wtedy y7'x = aja7', czyli y~'x € 4. A zatem y~'x mnozone kolejno przez
wszystkie elementy podgrupy A musi zgednie z twierdzeniem 10.1 daé znéw wszystkie
elementy A, tyle ze w przestawionej kolejnoéci. Podgrupg 4 mozna wice zapisaé jako
y~ixay, y~ixas, ..., yT'xa,, a zbidr yy~ixa,, yy~xa,, ..., yy~ixa, musi byé identyczny
ze zbiorem yA; porzadek wyliczania elementéw jest oczywiscie nieistotny. Ale zbidr ten
jest po prostu zbiorem xa,, xa,, ..., xa,, a wiec jest identyczny ze zbiorem xA. A zatem
zbiory x4 i yA sa tymi samymi zbiorami, dochodzimy wiec do wniosku, ze jesli dwie war-
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stwy maja chociaz jeden element wspdlny, to musza mieé¢ wspolne wszystkie pozostale ele-
menty. To jest wynik, ktory wlaénie chcieliSmy udowodnic.

‘Twierdzenie 10.4. (twierdzenie Lagrange’a). Rzad g grupy G jest catkowita wielokrotno-
écia rzedu dowolnej jej podgrupy 4. _

Dowéd. Rozpatrzmy wszystkie rozne warstwy podgrupy 4, ktore oznaczymy przez b A,
boA, ..., b, 1A. (Liczbg warstw oznaczylismy jako p—1 jedynie dla wygody.) Niech 7
bedzie rzgdem podgrupy A, kaida z warstw zawiera wigc dokladnie /i elementéw. Ale
kazdy z elementéw G musi naleze¢ albo do 4, albo do ktorejs z u— 1 roznych warstw i zaden
7 elementow nie moze pojawi¢ si¢ dwukrotnie. Dostajemy stad, Ze h+(p—1h = uh = g,
co byto do udowodnienia.

Liczbg e nazywamy indeksenm podgrupy A. Natychmiastowym wnioskiem z powyzszego
twierdzenia jest to, ze rzad dowolnego elementu grupy musi by¢ dzielnikiem rzedu grupy,
gdyz kazdy element a rzedu » generuje podgrupe {e,a,¢?, ...,a" '} rzedu ». Ten
ostatni wniosek prowadzi natychmiast do znanego nam juZ twierdzenia 10.3 gloszacego,
ze grupa, ktorej rzad jest liczba pierwsza, musi by¢ grupa cykliczna.

Przyklad 10.6. Rozpatrzmy grupe S, ktorej elementami sg e, (12), (13), (23), (123)
i (321). Lewostronne warstwy podgrupy (e, (12)} = A sa nastgpujace:

(13)4 = {(13), 13D} = {(13), (123)},
(23)4 = {(23), 23)(12)} = {(23), (21},
(123)4 = {(123), (123)(12)} = {(123), (13)},
(32134 = {(321), 321)(12)} = {(321), (23)}.
83 wige dwie rozne, rozfaczne warst\a-'y lewostronne podgrupy A
(13)4 = {(13), (123)} i 234 = {(23), (321)}.

Symbolicznie mozemy napisa¢

S; = A+(13)A+(23)4
lub rdwnowaznie
§; = A+(123)A+(321) 4.

Zwrdémy uwage, ze warstwy prawostronne podgrupy A nie s identyczne z warstwami
lewostronnymi

A(13) = {(13), 12)(13)}
A(23) = {(23),(12)(23)}
i podobnie dla A(123) 1 A(321).
Inng podgrupa grupy S; jest B = {e, (123), (321)}. Zbadajmy jej warstwy lewostron-
ne:

{(13), (321)},
123), (123)},

(12)8 = {(12), (12)(123), (12)(32D} = {(12), (23), (13)}.

Warstwy (13)B i (23)B musza byé identyczne z warstwa (12)B zgodnie z poprzednim
lematem. Istnieje wige tylko jedna warstwa podgrupy B. Mozemy w tym wypadku napisac
symbolicznie

S; = B+(12)B.

Wazna relacja, jaka moze zachodzi¢ migdzy elementami grupy, jest relacja sprzgZenia.
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Definicja 10.8. Méwimy, ze element b € G Jest sprzezony do a e G, jesli istnieje jakie$

X € G takie, Ze

b = xax~1,
Relacja sprzezenia miedzy elementami grupy jest analogiczna ze zwiazkiem podobienstwa
zachodzacym miedzy macierzami, o ktérym mowiliSmy w rozdziale 3. Zgodnie z powyisza
definicja @ jest oczywiscie SPrz¢zone z soba samym oraz jesli ¢ Jest sprzezone do b, to &
Jest sprzezone do @. Zachodzi réwnies nastepujacy prosty fakt.

Lemat. Jesli a jest sprzezone do b, a element & jest sprzgzony do ¢, to a jest sprzezone
do c.

Dowdd. Element a jest sprzg¢zony do b, istnieje wicc x € G takie, Ze @ = xbx~1. Podobnie
istnieje y € G takie, ze b = yey~!. Skladajac te dwa zwiazki mamy

@ =x(yey™)x™" = xyeyx! = (xp)e(ay)l,
gdyz y~'x~1 = (xy)"!, co moze by¢ latwo sprawdzone przez wykonanie mnozenia, Ale
Xy € G, a zatem « jest sprzezone do ¢, jak tego cheielismy dowiesé.

Relacja sprzezenia jest wigc zwrotna, symetryczna i tranzytywna. Sugeruje to raste-
pujaca definicje.

Definicja 10.9. Wszystkie elementy grupy wzajemnie do siebie sprz¢zone tworzg klase
rownowaznosei, ktéra dalej nazywaé bedziemy w skrécie klasg.

Zgodnie z powyisza definicja dowolne dwa elementy nalezace do Jjednej klasy musza
by¢ tego samego rzedu. Zalozmy bowiem, Ze a jest rzedu n (0" = ¢) i ze b jest sprzgzone
do a (b = xax™! dla jakiego$ x e G). Wtedy 5" = (xax™)" = xax—'xax—1 Xax~t =
= xa"x! = xex~! = ¢, Mamy réwniez o™ = xg™x~! dla wszystkich m < n. Gdyby
wiec ™ = ¢, to musialoby réwniez by¢ a™ = e, co nie moze by¢, gdyz ajestrzedun, am < n.
A wige # jest najmniejsza liczba naturalng, dla ktorej b" = e, to znaczy b jest rzedu n. Oczy-
wiscie element jednostkowy tworzy klas¢ sam dla siebie. Dla kazdego innego elementu «
tworzymy ciag:

eae™! = a, ayaaz!, ayaa3t, L baaa
Wszystkie elementy tego ciagu sa do siebie sprzezone (oczywiscie niektore elementy moga
W tym ciggu wystapi¢ wiecej niz Jeden raz), tworzg wice klas¢. Tym sposobem kazda grupa
moze by¢ podzielona na klasy. Dla grup abelowych procedura dzielenia na klasy jest bardzo
prosta; kazdy element tworzy calg klase. gdyz wszystkie elementy ze soba komutuja.

Przyklad 10.7. Rozpatrzmy jeszcze raz grupe S, czyli {e, (12), (13), (23), (123), (321)}.
Elementami odwrotnymi do powyzszych sq kolejno: e, (12), (13), (23), (321) i (123).
Element e tworzy oczywiscie klase sam dla siebie, Dokonajmy teraz sprzezenia elementu
(12) przez wszystkie elementy grupy S,:

bLie(12)e71 = (12),

2) (12) (12) (12)7* = (12),

AN A2 (1)~ = (13) (12) (13) = (13) (132) = (13) (321) = (13) (31) (32) = (23),

4) (23} (12) 23)~1 = (23) (12) (23) = (23) 21) (23) = (23) (231) = (23) (312) =

= (23)(32) 31 = (13),
5) (123) (12) (123)-1 = (123) (12) (321) = (13) (12) (12) (321) = (13) (321) =
= (13) (31) (32) = (23).
6) (321) (12) (321)1 = (321) (12) (123) = (321) (12) (231) = (321) (12) (21) (23) =
= (321) (23) = (31) (32) (23) = (13).
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Powyzsze obliczenia pokazuja niektére chwyty, jakich uzywamy dla uproszezenia mani-
pulacji z cyklami. W szczegblnoéci wielokrotnie korzystaliémy z dwoch waznych wiasnosci
cykli: (1) kwadrat dowolnej transpozycji daje element jednostkowy, (2) cykl rzedu trzeciego
(jak rowniez kazdy inny) moze by¢ uporzadkowany na wigcej niz jeden sposdb, ktory
wybieramy dla wygody réznie w réznych sytuacjach. Z powyzszych obliczen widzimy, e
(12), (13) i (23) tworza klase. Pozostaja wigc jeszcze elementy (123) i (321). Mamy
jednak

e(123)e™1 = (123),

(12) (123) (12)~* = (12) (13) (12) (12) = (12) (13) = (132) = (321).

Nie musimy obliczaé¢ dalej, gdyz przekonali$my si¢ juz, ze (123) i (321) sa wzajemnie sprz¢-
zone. Musza wigc nalezeé do tej samej klasy. Poniewaz wszystkie elementy grupy zostaly
juz wyczerpane, znaczy to, ze znalezli$my juz wszystkie klasy grupy S;. Wyniki nasze moze-
my podsumowac

Ei=e,

€ = {(12), (13), 23)},

%5 = {(123), (321)}.

Zauwazmy tu bez dowodu, ze dla grup permutacji podzial na klasy odpowiada zawsze
podzialowi zgodnie ze struktura cykli tak jak w rozpatrywanym przykladzie grupy Ss.
Oznacza to na przyklad, ze w przypadku S, wszystkie 4! = 24 clementy rozpadaja sig na
nastepujace klasy:

%, = e,

%, = {(12), (13), (14), (23), (24), 34)},

@5 = {(123), (321), (124), (421), (134), (431), (234), (432)},

€. = {(12) (34), (13) (24), (14) (23)},

@s = {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}.

Przyjmijmy teraz, ze H jest pewna podgrupa grupy G. Zbiér H' = aHa™’, gdzie a € G
stanowi réwniez podgrupe grupy G. Istotnie, je$li x e Hiy € H, to axa™' i aya™! sa dwoma
elementami H'. Ale

(axa') (aya™') = a(xy)a!,

a poniewaz xy € H, to a(xy)a—! € H'. Tak wigc H' jest zbiorem zamknigtym ze wzgledu
na mnozenie. Eatwo réwniez sprawdzié¢ dla zbioru A’ inne wlasnoéci grupowe. Oczywiscie,
jeslia € H, to H' jest jednojednoznacznym odwzorowaniem podgrupy H w siebie. Podgrupa
H' = gHa™' nazywa si¢ podgrupg sprzezong do H w grupie G.

Definicja 10.10. Jeéli aHa™! = H dla wszystkich a € G, to H nazywa si¢ podgrupa
inwariantna.

Dla podgrupy inwariantnej aH = Ha, mozemy wigc poda¢ inna definicjg: H jest pod-
grupa inwariantna, je$li jej warstwy lewostronne i prawostronne utworzone dla
kazdego a € G sa identyczne. Z tego wynika, Ze podgrupa B grupy S, omawiana w przykla-
dzie 10.6 jest podgrupa inwariantna. Natomiast podgrupa A tejze grupy S nie jest inwa-
riantna. Oczywidcie dla kazdej grupy jedynka i cata grupa sa zawsze podgrupami
inwariantnymi.
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Definicja 10.11. Grupa nie majaca nietrywialnych (tzn., roznych od jedynki
1 calej grupy) podgrup inwariantnych nazywa si¢ grupg prosta.

Lemat. Jesli H jest podgrupa grupy G, to H Jest inwariantne wtedy i tyiko wtedy, jesli
zawiera cale klasy grupy G, tzn. jesli H zawiera Jeden element jakiej$ klasy, to musi zawieraé
wszystkie inne elementy tej klasy.

Dowdd. Zatozmy najpierw, ze H jest podgrupa inwariantng, wtedy dla kazdego x e H

i aeG eclement axa™'eH. Z definicji 10.9 wynika zatem, ze jefli % jest kiasa
zawierajac x, to wszystkie inne elementy nalezace do klasy % naleZa réwniez do H. W ten
sam spos6b wnioskujemy réwniez, ze jesli y € ¥’ (€' # %), to wszystkie elementy klasy
%’ musza naleze¢ do H. Tak wiec H zawiera Jjedynie petne klasy, przy czym klas tych
moze by¢ wigcej niz jedna. W istocie, poniewaz element e zawsze sam stanowi klase, to je-
dynie najbardziej trywialna inwariantna podgrupa (ztozona tylko z elementu jednostkowe-
20) moze skladaé sig akurat z Jjednej klasy. Na odwrét, przypusémy teraz, ze H zawiera
Jedynie pelne klasy. Wtedy kazdy element x € H nalezy do pewnej klasy ¢; ponadto
kazdy element klasy % nalezy do H wraz z elementem x. Oznacza to, ze dla kazdego
a e (G zachodzi gxa~! e H. Poniewaz argument ten dziata dla kazdego x, to podgrupa
H jest inwariantna.

Jednym z najbardziej interesujacych wynikéw teorii grup jest to, Ze warstwy podgrupy
inwariantnej same stanowia grupe!

Twierdzenie 10.5. Zbi6r sktadajacy si¢ z podgrupy inwariantnej H i wszystkich jej roz-
nych warstw sam stanowi grupe zwang grupa ilorazowa grupy G oznaczong Zazwyczaj
symbolem G/H. (Pamigtajmy, Ze dla grupy inwariantnej warstwy lewostronne i prawostron-
ne s3 identyczne.) Mnozenie dwéch warstw ¢ i bH zdefiniowane jest jako tworzenie zbioru
wszystkich réznych iloczynéw z = xy, gdzie x c aH a ¥ € bH; elementem jednostkowym
grupy ilorazowej jest sama podgrupa H.

Dowdd. Rozpatrzmy dowolna warstwe aH. Poniewas HH — H, to

(eH)H = aHH = qH oraz H(aH) = HaH = aHH = gH,
A wigc H jest rzeczywiscie elementem Jednostkowym. Skorzystali$my tu z réwnosci warstw
lewostronnych i prawostronnych: aH = Ha wynikajacej z faktu, ze H jest podgrupg in-
wariantna. Biorac dowolne dwie warstwy aH i bH, mamy
(aH) (bH) = aHbH = abHH = abH,
A wigc iloczyn dwéch warstw daje znéw jakas warstwe. Wreszcie elementem
odwrotnym do aH jest oczywiscie a~1H, gdyz H jest jedynka, oraz
(aH) (@ 'H) = qa 'HH = HH = H.
To konczy dowéd, ze G/H jest 1zZeczywiscie grupa.

Prosta ilustracje tego twierdzenia mozemy poda¢ juz dla grupy S,. Zauwazylismy
W swoim czasie, Z¢ podgrupa B = {e, (123), (321)} jest inwariantna. Jej warstwe mozna
zapisa¢ jako (12)B. Grupa ilorazowa sklada sie 'wigc z dwdch elementdw.

E=B={e(123),(321)}, 4=(2B= {12),13), 23)}

z prawem mnozenia 4* = E. Dla oznaczenia elementéw grupy ilorazowej bedziemy uzywad
duzych liter. Mnozenie dwéch takich elementéw oznaczad bedziemy kropka dia unikniecia
omylek z mnoieniem macierzowym.
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Na grupe ilorazowyg moZemy rownicz spojrzed jako na odwzorowanic jednej grupy G
nainng grupe G, Odwzorowanie to zachowuje iloczyn grupowy, ale nie jest na ogdl jedno-
jednoznaczne. Odwzorowanie to nazywa si¢ hemomorfizmem; nalezy je odrdiniad
od izomorfizmu, ktdry jest tez odwzorowaniem zachowujgcym dziatanie grupowe, ale po-
nadto zawsze jednojednoznacznym. Mowimy, ze G’ jest obrazem homemorficznym grupy
G. W powyzszym przykladzie powiemy, 7e elementy ¢ (123), (321) sq odwzorowane na ele-
ment jednostkowy E grupy &', a elementy (12), (13), (23) sa odwzorowane na element
A(A? = E). Zgodnie z dowodem twierdzenia 10.5 odwzorowanie to musi zachowywaé
iloczyn. Na przyklad (13) (12) jest elementem iloczynu A4 - A. Poniewaz (13) (12) = (123),
to iloczyn ten nalezy do £, jak by¢ powinno, gdyz A - A4 = E. Podobnie (123) (12) e £- 4,
co zndw jest tak, jak by¢ powinno, gdyz (123) (12) = (13), a element (13) istotnie nalezy
do A. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze wyniki wszystkich mnozZen sq istotnie takie, jakie po-
winny by¢ zgodnie z twierdzeniem 10.5. Pozostawiamy czytelnikowi réwniez dowdd twier-
dzenia, ze przy kazdym homomorfizmie grupy G na G’ te elementy grupy G, ktére prze-
chodza w element jednostkowy grupy G’, tworza podgrupe inwariantna grupy G. Pozostale
elementy grupy G’ muszg wigc by¢ obrazami warstw podgrupy inwariantnej.

Przyklad 10.8. Aby dokiadniej zilustrowaé powyzsze rozwazania oraz dla zapoznania
sie z nieco bardziej skomplikowana grupa od rozwazanych dotychczas, zajmijmy si¢ teraz
grupa S,. Jak juz wspominalismy, S, mozna podzieli¢ na pig¢ klas zgodnie ze struktura
cykli:

¥, =e,

%, = (12), (13), (14), (23), (24), (34)..

¢, = (123), (124), (134), (234), (321), (421), (431), (432),

o = (12) (34), (13) (24), (14) (23),

&s = (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

Chcielibyémy ustali¢, czy istnieje jakas nietrywialna podgrupa inwariantna grupy S,.
Poniewaz wiemy, ze podgrupa taka musi zawiera¢ pelne klasy, a ponadto jej rzad musi by¢
dzielnikiem rzedu grupy (4! = 24), to zgodnie z poprzednim lematem mamy jedynie dwie
moziiwosci

H=%+%,, H =% +C,+%,.

Rzad H wynosi cztery, a podgrupy H' dwanascie. Oba te rz¢dy sa oczywiscie dzielnika-
mi liczby 24; gdyby$my utworzyli np. H” = ¥, +%,, to poniewaz 7 nie jest dzielnikiem
liczby 24, H"” nie mogloby w ogdle by¢ podgrupa. Zbidr H' jest podgrupa permutacji
parzystych. Poniewaz kazda warstwa musi mie€ tyle elementéw co odpowiednia podgrupa,
to H’ moze mieé tylko jedna warstwe, a mianowicie zbidr ¥ wszystkich permutacji niepa-
rzystych (ktdére nie tworza podgrupy). W szczegdlnodci lewostronne i prawostronne war-
stwy musza by¢ identyczne, a wigc H' jest rzeczywicie podgrupa inwariantna.
Grupa ilorazowa S,/H’ skadajaca sie z dwdch zbiordow H' i € jest izomorficzna z dwuele-
mentowa grupa cykliczna. Jest oczywiste, ze grupa cykliczna rzedu drugiego jest grupa
ilorazowa dla kazdej grupy symetrycznej S,, gdyz polowa elementow grupy S, to
permutacje parzyste, a druga polowa to permutacje nicparzyste.

O tym, ze H rdwniez jest grupa mozna sig przekonaé¢ zauwazajac, ze zgodnie
z dyskusjg nastgpujaca po dowodzie twierdzenia 10.2 zbidr tych czterech elementéw jest
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izomorficzny z czterogrupa. A jak wygladaja warstwy podgrupy H? Rachunki sg oczywiste.
chociaz dos¢ zmudne. Mamy '

(12)H = {(12), (34), (1324), (1423)},
(13)H = {(13), (24), (1234), (1432)},
(23)H = {(23), (14), (1243), (1342)}.
Zgodnie z pierwszym lematem tego paragrafu musimy réwniez mieé
(12)H = 34HH = (1324)H = (1423)H,
(I3)H = 24 H = (1234)H = (1432)H,
(23)H = (149)H = (1243)H = (1342)H.
Rozpatrzmy teraz (123)H. Stwierdzamy, ze
: (123)H = {(123), (134), (432), (421)}.

Zbidr powyzszy stanowi polowe klasy %, tak wige wiemy (dlaczego?), ze (321)H musi by¢
ostatnia warstwa podgrupy H. W istocie

(32D)H = {(321), (234), (124), (430)}.
Zbidr tych szesciu obiektéw {H, (12)H, (13)H, (23)H, (123)H, (321)H} jest izomorficzny
z grupa Ss; przygladajac si¢ im mozemy ustalié odpowiednioéé

H—e, (12JH-(12), (I3)H - (13),
(23)H - (23), (123)H - (123), (321)H — (321).
Na przykiad (1324) € (12)H i (1234) & (13)H. Proste obliczenja daja
(1324) (1234) = (4132) (1234) = (42) (43) @D (14 (13 (12) =

(42) (43) (13) (12) = (432) (123) = (324) (312) =
(34) (32) (32) (31) = (34) (31) = (314) = (431),

fl

ktory to clement nalezy do (321)H. Poniewaz (12) (13) = (132) = (321), widzimy, ze istotnie
ma miejsce izomorfizm

[(12)H] [(13)H] = (321)H oraz (12) (13) = (321).

10.4. SYMETRIE I REPREZENTACJE GRUP

Rola teorii grup w fizyce jest nierozerwalnie zwigzana z symetriami otaczajacego nas
swiata. Znaczenie takich symetrii, jak niezmienniczosé wzgledem przesunieé i obrotdw i ich
zwiazek z prawami zachowania pedu i momentu pedu byly doceniane od bardzo dawna,
53 one znane studentom juz z mechaniki klasycznej. W miare rozwoju mechaniki kwantowe;j,
w ktorej $wiat fizyczny jest od nas oddzielony przez poérednictwo ,»funkcji falowej”, teoria
grup stala sig szczegélnie wazna. Aby zobaczy¢, dlaczego tak jest, musimy najpierw sprecy-
zowac, co znacza takie zwroty jak ,,niezmienniczoéé translacyjna” czy ,,niezmienniczoéé
obrotowa”,

Przypusémy, ze mamy grupe G operatorow Uy, U,, U, ..., ktére moga dzialaé na ele-
menty X przestrzeni wektorowej V. Przez grupe operatoréw rozumiemy po prostu zbidr
operatoréw dziatajacych w przestrzeni V spelniajacych aksjomaty grupy zawarte w definicji
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10.1. Wynik dziatania opzratoréw Uy, U, Us, ... na wektor x bzdziemy jak zwykle opisy-
wali w postaci Upx, U,x, Usx, ... Przykladem takiej grupy w przestrzeni tréjwymiarowszj
jest zbidr {T,}, gdzie a jest dowolnym tréjwymiarowym wektorem, a dziatanie T, okreslone
jest w sposGb nastgpujacy )
T.,r =r—a, (10.8)

A wige T, jest operatorem przesunigcia (translacji). Zauwazmy, Ze zbior tych operatoréw
jest mnogoscig nieskonczona, gdyz a moze by¢ dowolnym wektorem. Catly zbidr jest oczy-
wiscie grupa, a ztozenie dwoch przesunigé jest oczywiscie zndw pewnym przesunigciem.
W istocie z réwnania definiujacego (10.8) mozemy wywnioskowad, Ze grupa nasza jest
abelowa, gdyz

T.Ty = Ta+b = T T..
q<:zywi§cie operatory takie mozna uogélni¢ do dowolnej liczby wymiaréw. PrzypuSc¢my
teraz, ze w takiej przestrzeni wektorowej okreslilismy funkcje f, g, ... przypisujace kazdemu
wektorowi pewng liczbe zespolona. W tréjwymiarowe] przestrzeni euklidesowej przykiadem
takiej funkcji moze by¢ na przyktad f{r) = x*+y*+z*.

W ogdlnym przypadku przestrzeni wektorowej V, do ktorej nalezy wektor x, funkcjg
te bedziemy zapisywali jako f{x). Niech U; bgdzie dowolnym elementem grupy transforma-
cji. o ktérej mowilismy przed chwila. Co mozemy powiedzie¢ o dziataniu funkcji f na
przetransformowany wektor Uy 'x? Zdefiniujmy operator #%;, ktory dziala na funkcjg
zmiennej x w taki sposdb, Ze dla wszystkich f '

U:if(x) = f(U; x).
Rozpatrzmy teraz funkcje #%; #%,;f(x). Z powyzszej definicji mamy
UAf(x) = Uf(Uy'x) = (U7 U %) = fUU] ' x).

A zatem jesli U,U; = Uy, to %%y = ¥y, 1 zatem elementy %, %,, ... tworzg grupg ¥
izomorficzna z grupa G.

Dla ilustracji tych rozwaZan rozszerzmy nieco nasz przyklad grupy {7.}. Pytamy:
czy mozna znaleZé operator 7, taki, by

Tofr) = (T7'r) = fir+a)?

W ogdlnosci, zanim postaramy si¢ podaé jawng postaé operatora 7, nalezy powiedzie¢
co$ o whasnosciach funkeii f(x), g(x), ... . Dla prostoty zatézmy o naszych tunicjach, Ze sa
one analityczne. W takim wypadku dla f(r+a) moZemy napisaé szereg Taylors

+§ a
fir+a) = 2 7 @ f.
Symboliczne rozwinigcie powyzsze mozna zapisaé tak
fir+a) = e Vf(r).
Widzimy wiec, 7e
lj”—a i ea-V' (10.9)
Gdyby mieé na uwadze mechanike kwantowa, to wzor powyiszy mozis by zapisa¢ w po-
staci
Ty = e ol (10.10)

gdzie p = —ihV jest kwantov. omechanicznym operatorem pgdu.
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Podobnie jesli rozpatrujemy obroty RZ uktadu wspolrzednych wokét osi z tak, ze
(r, 0, ¢) = (r,0, p— ), to odpowiadajacy im operator bedzie

RE = eHEd) eiaLz,fﬁ, “0”)
gdzie L, = —ihd/d¢ jest kwantowomechanicznym operatorem z-owej sktadowej momentu
pedu. Dla obrotéw o katy i y wokol osi y i x mamy odpowiednio

RE = ePlyih | X = givixlk, (10.12)

Grupy tego typu jak scharakteryzowane przez zbiory {77} lub {#3) sa zwane grupami
transformacji. Oba powyzsze przyktady dotycza grup nieskoficzonych. Potraf iliSmy scha-
rakteryzowaé grupe translacji przy pomocy wektora a( = ay, d,, a;), a grupe obrotédw wokdt
osi z przy pomocy kata «. Parametry te zmieniaj si¢ w spos6b ciagly, a odpowiednie grupy
nazywaja si¢ z tego powodu grupami ciaghymi.

Postaramy si¢ teraz powigza¢ powyisze rozwazania z treécia poprzednich rozdziatéw.
Przypusémy, ze funkcje, o kt6rych poprzednio méwilismy, naleza do przestrzeni wektorowe]
H i ze maja jakis operator liniowy A, dzialajacy w przestrzeni H. Operator ten w dziataniu
na dowolng funkcje f(x) € H daje inng funkcje (wektor) g(x) e H

Af(x) = g(x). (10.13)

Indeks x przy A stuzy przypomnieniu, ze A, jest operatorem w przestrzeni funkcji, ktérego
dzialanie zalezy od punktu, w ktérym funkcja jest obliczana. Na przyklad mozemy miec

a2 Py 2
s
s o T 6‘y2+é‘zl‘

Podzialajmy operatorem % € % na obie strony réwnania (10.13). Otrzymujemy
UAf(x) = Ug(x) = g(U~'x).
Poniewaz #%~'% = I, wigc moZzemy napisaé
UAU 1 Uf(x) = g(Ux)
lub
UAA (U x) = g(Ux).
Poniewaz A,f(x) = g(x), wigc mamy réwniez
Ay-1xf(UT1x) = g(U'x).
Dochodzimy zatem do wniosku, ze
' RAHU (U %)

I

AU-le(Umlx)
dla dowolnego f e H, czyli
%Ax@—l = AU-’x'

Operator #A,%~* nazywa si¢ operatorem przetransformowanym; powyzszy wynik
mowi nam, Ze przetransformowany operator w punkcie x jest réwny operatorowi nie-
przetransformowanemu w punkcie U~!x. Czgsto jest prosciej znalezé postaé¢ operatora
przetransformowanego obliczajac A,., gdzie x' = ¥~ 'x, niz obliczajac ¥A,%~'. Jesli
tak si¢ zdarzy, Ze operator przetransformowany w punkcie x réwna sie operatorowi nie-
przetransformowanemu w tym samym punkcie x, tzn. jeéli dla wszystkich % € % zachodzi

YA A=A,
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to mowimy, ze operator A, jest niezmienniczy ze wzgledu na grupg %. Podobnie jesli dla
wszystkich % €  spetnione jest #f(x) = f(x), to méwimy, ze funkcja / jest niezmiennicza
ze wzgledu na grupe %. Zauwazmy, ze kryterium niezmienniczosci operatora .4, mozna
zapisa¢ rowniez tak

AU =HA,.
Innymi stowy, jesli wszystkie operatory "# € % komutuja z operatorem A, to operator
ten jest niezmienniczy wzglgdem grupy %.

Latwo sig¢ przekonad, ze operator
_ 62 52 62
T T
jest niezmienniczy wzglgdem grupy operatorow 7, dla wszystkich a, gdzie operatory 7,
zdefiniowane sa wzorem (10.9). Wynika to po prostu stad, ze wszystkie pochodne czastkowe
wzgledem x, y i z komutuja ze soba, a zatem operator exp(a- V) komutuje z operatorem
V2. Mozemy wigc powiedzie¢, Zze operator Laplace’a jest niezmienniczy wzgledem przesu-
nigé. Podobna sytudcja zachodzi dla operatoréw obrotu %5, 9y, #; zdefiniowanych wzora-
mi (10.11) 1 (10.12). Zgodnie z wzorem (5.89) V? jest w prosty sposdb zwigzany z operatorem
L? = [Z+L7+L2 a poniewaZ operatory L, L,, L, komutuja wszystkie z L* (dlaczego?),
to widzimy, Ze operatory obrotu komutuja z L2, a zatem i z V2, czyli operator V? jest row-
niez niezmienniczy wzgledem obrotow.

Jako przyklad funkcji niezmienniczej wzglgdem obrotéw mozemy pedaé funkeje
Jiry = g(r), gdzie g jest dowolna funkcja warto$ci bezwzglednej r wektora r.
Wynika to natychmiast stad, ze L,, L,, L. zaleza tylko od katéw 0 i ¢ charakteryzujacych
kierunek wektora r, a nie zalezg od wartosci bezwzglednej tego wektora (patrz wzér 3.87).

Aby teraz nabra¢ pewnego wyobrazenia jak dziala powyzszy formalizm, warto zbadaé
operator, ktdry nie jest niezmienniczy wzgledem jakiejs grupy. Rozpatrzmy na przykiad
onerator X, zdefiniowany wzorem X, f(x) = xf(x). Zbadamy, jak operator ten transformuje
sie pod wplywem operatorow translacji 7, zmiennej x. (T,x = x—a dla wszystkich x).
Przetransformowany operator X, obliczymy na dwa sposoby. Prostszy z nich pelega na
skorzystaniu ze zwiazku

A, = V?

Ja 4¥_-‘-—J:’T;l = XT“EI'
a
Poniewaz To'x = x+a, wice widzimy natychmiast, ze
a Y y
Fo X:T 7' = Xy +a.

Mozemy rowniez wyznaczyé przetransformowany operator sprawdzajae, jak 7, X7 ;1
driata na dowolna funkcje

To XTI (X) =T, Xof(Tux) = T3 X, f(x—a) = F; xf(x—a) =
= (x+ @) fix) = (X, +a)f(x).

Oczywiscie dostajemy to co poprzednio. Jasne jest teraz, ze operator X, nie jest niezmien-
niczy wzgledem grupy przesunigé. Nieco bardziej skomplikowany przykiad transformacji
operatorow znajdzie czytelnik w zadanju 10.10.

Zajmijmy sie teraz zagadnieniem wlasnym

AS(x) = 2f(x). (16.14)
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Zaktadamy, Ze mamy na uwadze jaki§ problem fizyczny, to znaczy zakladamy,
ze operator A jest samosprzezony. Zaktadamy ponadto, Ze operator A, jest niezmienniczy
wzgledem pewnej grupy operatoréw %. Przez #% oznaczaé bedziemy jaki$ dowolny
operator nalezacy do tej grupy. Powstaje teraz nast¢pujace pytanie. Jesli operator A,
Jest niezmienniczy wzgledem grupy ¥, to czy réwniez wektory wiasne sa wzgledem tej grupy
niezmiennicze? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, podzialajmy operatorem % na obie strony
rownania wiasnego (10.14). Dostajemy

YA f(x) = 2Uf(x).
Poniewaz z zaloZzenia %A, = 4,%, wigc mamy
A Uf(x) = AUf(x).

Z rownania powyZzszego odczytujemy, Ze jesli f(x) jest funkcja wiasng operatora 4, nalezgca
do wartosci wlasnej 4, to %f(x) jest réwniez funkcja wlasna o tej samej wartosci wiasnej.
Nie musi to oczywiscie oznaczaé, ze f(x) = %f(x). Jesli jednakze 1 jest niezdegenerowang
wartoscia wlasna, to wtedy oczywiscie dojéé musimy do wniosku, Zze %f(x) rézni sie od
f(x) jedynie o stala multiplikatywna

Uf(x) = D(U)f(x), _
gdzie stala zapisaliSmy jako D(U) dla podkreélenia, ze moze ona zalezeé¢ od elementu U/

grupy G.
Jezeli jednak warto$¢ wlasna A ma krotnos¢ p, to musimy napisaé

Axﬁ(x) = }“f;(x)s [ = 1: 2: ceny My
AUf(x) = AUf(x) i=1,2,..,pu

W tym przypadku dochodzimy do wniosku, ze % fi(x) jest liniowa kombinacja elementéw
zbioru {fi(x)}, czyli

Ufi(x) = j DAU)f(x). (10.15)
. i=1
Rozpatrzmy teraz wyrazenie %, %, f;(x), gdzie #,, %, € 4. Na mocy ostatniego wzoru
mamy
Uy U fx) = U, }? D;(U,) fi(x) = 2"1),-,-((12)%' 1fi(%).
= =1
Poniewaz i j
£ = 3 DUIA),
wigc mamy <

U fi(x) = D) ) Dif(Un) DiUn) fil). ;

j=tk=1

Zachodzi jednak réwniez
[13
U /i(¥) = ) DU U2 fil®).
k=1
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Skiadajac ostatnie dwa réwnania dostajemy

"

’; [Dki(Ul U,)— %: Dki(Ul)Dji(Uz)] fi(x) = 0.

Ale zbidr {fi(x): k = 1,2, ..., u} jest liniowo niezalezny, wiec

Lad
DU, Us) = ¥ DifUDDi(Ur)
j=1
dla wszystkich 7, k = 1,2, ..., u. A zatem macierze D(U,), D(U,), ... tworza grupe bedaca
homomorficznym odwzorowaniem grupy G i grupy . Taki zbiér macierzy nazywamy
reprezentacjq grupy (. Reprezeniacja grupy G jest homomorficznym odwzorowaniem
grupy G w zbidr skonczenie wymiarowych macierzy.

Widzimy, ze istnieje bardzo $cisty zwiazek migdzy symetriami a degeneracja fizycznych
zagadnien wlasnych. Na przyklad w mechanice kwantowej czesto sig zdarza, ze hamiltonian
rozpatrywanego ukladu fizycznego jest niezmienniczy wzgledem obrotéw. Oczekujemy,
7e w takim przypadku funkcje wlasne cdpowiadajace pewnemu zdegenerowanemu pozio-
mowi energetycznemu transformuja sig¢ przy obrotach miedzy soba, tworzac w ten sposéb
jedna z reprezentacji grupy obrotéw. Poniewaz w zagadnieniach wlasnych fizyki degene-
racja jest raczej regula niz wyjatkiem, przeto nic dziwnego, ze badanie reprezentacji grup
odgrywa w fizyce bardzo wazna rolg. Obecnie przejdziemy do badania i klasyfikacji takich
wlasnic reprezentacji.

10.5. REPREZENTACJE NIEPRZYWIEDLNE

Rozpocznijmy od wyprowadzenia paru ogodlnych wnioskéw dotyczacych mozliwoéel
znajdywania reprezentacji grup. Oczywiscie dla dowolnej grupy istnieje zawsze jeden mozli-
wy hemomerfizm, a mianowicie odwzorowanie przyporzadkowujace kazdemu elementowi
grupy jednowymiarowa macierz rowna 1. Wszystkie wlasnosci grupowe sa oczywiscie
spefnione w trywialny sposéb, ale reprezentacja taka nie jest zbyt uzyteczna. Mimo to, jest
to zawsze jedna z mozliwych reprezentacji i nie mozna jej zaniedbaé¢ przy klasyfikacji
reprezentacji. Rowniez jesli znajdziemy jakas reprezentacje n-wymiarowa, to zawsze mozna
podac¢ cdpowiadajaca jej reprezentacje jednowymiarowa, w ktdrej kazdemu elementowi
grupy G cdpowiada wyznacznik »-wymiarowe] macierzy nalezacej do reprezentacji. Wynika
to natychmiast ze zwiazku

det(AB) = (det A) (det B).

Inna mozliwos¢ pojawia si¢ wtedy, gdy grupa G ma podgrupg niezmiennicza, a zwigzana
z mig grupa ilorazowa G/H ma znane reprezentacje. Poniewaz grupa ilorazowa jest homo-
morficznym odwzorowaniem grupy G, to reprezentacje G tworzymy przypisujac kazdemu
‘elementowi U € G macierz reprezentujaca ten element grupy G/H, na ktory odwzorowany
jest element U.

Trzecia interesujaca reprezentacja grupy moze byé otrzymana z samej tabelki mnozenia
grupowego. Nazywa sie ona reprezentaciq regularng i bedziemy z niej korzystali dalej w tym
rozdziale. Podstawowa idea zawarta jest w twierdzeniu 10.1. Jesli wezmiemy pewien element
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grupy G. powiedzmy U, 1 pomnozymy przez niego kazdy element grupy, to elementy le
zostang jedynie inaczej uporzadkowane. Symbolicznie

U,U; = U, ' (10.16)

gdzie i i j przebiega wszystkie elementy grupy. MozZemy t¢ zmiane uporzadkowania
przedstawi¢ w postaci macierzowej reprezentujac element U, w postaci macierzy D;;(U,)
o wymiarze gxg, gdzie g jest wymiarem grupy. Kazda kolumna tej macierzy z wy-
jatkiem jednej 1-ki zawiera same zera, przy czym polozenie tej jedynki okredla sig
z rownania (10.16) w sposéb nastepujacy. Jesli U,U; = U, to element i, j macierzy D(U,)
réwna si¢ 1, a pozostale elementy i-tego wiersza i j-tej kolumny sa réwne zeru. Regula po-
wyzsza nie prowadzi do sprzecznosci, gdyz jesli U,U; = U, to nie moze jednoczes$nie
by¢ U, U, = U, chyba Zze k = j. Podobnie jesli U,U; = U, to nie moze réwnoczes-
nie byé U,U; = Uy, chyba ze i=k. W tej reprezentacji element jednostkowy grupy
jest przedstawiony przy pomocy jednostkowej macierzy gxg, a wszystkie pozostale
elementy G sg reprezentowane przez macierze, ktore na przekatnej maja same zera.

Pokazemy teraz, Ze odwzorowanie powyzsze zachowuje iloczyn grupowy. Rozpatrzmy
réwnanie macierzowe

M = D(U,)D(U)). |

Po rozpisaniu na skltadowe mamy
g
MUZZDM(C"”)D‘-J(U#), i}.]= 1325"'!g'
k=1

Z regul mnozenia macierzy wynika bezposrednio, Zze macierz M musi by¢ tego samego typu,
co macierze D(U,) i D(U,) — to znaczy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy
M znajduje si¢ tylko jeden rozny od zera element, ktéry musi by¢ rowny 1. Wystarczy
wige jedynie sprawdzié, czy element ten znajduje sie na wlasciwym miejscu. Przypu$émy
zatem, ze M,;; = l. Istnieje dokladnie jedno takie &, ze

—Dik(Uv) = ls D?:jLL'ru) = 1'
PowyZsze réwnania oznaczaja, ze
LTka = Ui? UFUJ' = er-
Stad
UuU =1,
co oznacza, ze element i, j macierzy D(U,U,) réwna sig 1. MoZemy wigc zidentyfikowac
Mz D (UU ), dla wszystkich i1 . A zatem

DUU,) = DU,)D(U,),

a to oznacza, Ze istotnie mamy do czynienia z reprezentacja, co wlasnie chcielismy wykazac.

Dla przyktadu rozpatrzmy grupe cykliczna rzedu czwartego, dla ktorej reguly mnozenia
zawarte sa w tabeli (10.4). Jesli oznaczymy a, = e. @, = a, a3 = b = ad?, a, = ¢ = o°,
to znajdujemy na przykiad

aq, = ge =da = d,,
aa, = aa = b = a;,
A =raatam e =il

aa, = aa =e=a1,
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a zatem elementy Dy, D3z, Das 1 D4 macierzy D(a) sa rowne 1, a wszystkie pozostale
znikaja. W podobny sposéb znajdujemy D(b) i D(c). Oczywiscie D(e) jest macierza jednost-
kowg. Ponizej przedstawiamy rezultaty tych obliczen

t 00 0] 00 0 1
01 00 | 1.0 00
D = D(G): £l
@=10o 01 0] 01 00
|0 0 0 1 [0 0 1 0]
= 5 = 3 (10.17)
00 1 0 0100
o |0 0 0 1 . o010
olb=0a=|, 5 o o |’ De=a)=| 43 g 0 1 |-
o 1 0 0] |1 0 0 0

Przyklad powyzszy dowodzi istnienia reprezentacji réinych od jednowymiarowych;
czytelnik tatwo moze sprawdzi€, Ze powyizsze cztery macierze spehlniaja reguly mnoZenia
tabeli (10.4). Ponadto poniewaz wszystkie te cztery macierze sg rézne migdzy soba, to
odwzorowanie grupy cyklicznej jest w tym wypadku izomorfizmem. O reprezentacjach
takich mowimy, Zze sa wierne, Niestely, powyZszy przvktad nasuwa pewne watpliwosci.
Po picrwsze, mozemy uzyc tej reprezentacji do wygenerowania wielu nowych reprezentacii
na przyktad przez transformacje podobiefistwa badz przez tworzenie iloczyndéw Kro-
neckera (iloczynéw prostych) wprowadzonych w paragrafie 3.1.

Co do transformacji podobienstwa, to sytuacja jest nastgpujaca. Majac reprezentacje
D(U)) grupy G mozemy dla kazdej nicosobliwej macierzy S o tym samym wymiarze co
D(U) utworzy¢ macierz

DU) = S~1D(UYS,

gdzie znak ..tylda” nie oznacza tu macierzy transponowancj, ale stuzy jedynie jakoe
oznaczenie,

Korzystajac z powyiszej definicji znajdujemy

DWUHD(U) = STAD(UHSS™'D(U)S = STDU)D(U)S = ST1D(UUH S
w ostatnim kroku skorzystalismy z tego, ze D(U)) jest reprezentacja, Mamy wige
DU DWWy = DU,

co oznacza, 7e D(U;) jest réwniez reprezentacia.

W paragrafie 3.11 wykazali$my, Ze oznaczajac iloczyn prosty macierzy 4 1 B symbolem
A®B mamy

(A1®Bl)(A2®BZ) = (A1 A)®(8, B,), (10.18)
o ile macierze 4, i A, (oraz By i B,) maja ten sam wymiar. To prawo mnoZenia sugeruje,
e majac dowolne dwie reprezentacje grupy G, powiedzmy D(U;) i D'(U;), mozemy utworzy¢
nowa reprezentacje przyporzadkowujac
U~ D(U)RD'(U)).

Przyporzadkowanie takie zachowuje iloczyn, gdyz na mocy wzoru (10.18)
[D(U)DWID(UH@D'(Us] = [D(WU) D(UNBID(U) DU = DU:U)DD UL
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A wige rzeczywiscie skonstruowaliémy nowa reprezentacje, ktérej wymiar jest iloczynem
wymiardw reprezentacji D i D’. Poniewaz poprzednio znalezliémy juz jedna szczegdlna
reprezentacj¢ wielowymiarowa, a mianowicie reprezentacje regularna, to przy pomocy
iloczynu prostczo mozemy utworzy¢ dowolnie wielka liczbe innych reprezentacji. Mozna by
przypuszczac, Ze problem sklasyfikowania wszystkich reprezentacji jest beznadziejnie
zloZzony.

Pokazemy, ze tak pesymistyczny wniosek jest nieuzasadniony. W tym celu spéjrzmy
na problem z nieco innego punktu widzenia.

Zacznijmy od pewnych prostych reprezentaciji, by potem przejéé do bardziej ztozonych
przypadkéw. Najpierw musimy si¢ zdecydowac, w jaki sposdb bedziemy znajdowali repre-
zefitacje. W poprzednim paragrafie przekonali$my sig juz, 7e jeden ze sposobéw moze pole-
ga¢ na znalezieniu zbioru liniowo niezaleznych funkcji transformujacych sie miedzy soba
pod dzialaniem grupy, to znaczy zbioru funkeji {fi(x)} spehiajacych

Ufix) = 3 DU)f(x)

dla wszystkich % € .

Pozostaje nam do ustalenia, jak znalez¢ zbiér funkcji majacych przyjemna wlasnosé
przeksztalcania si¢ wzajemnie w siebie pod dzialaniem operatoréw grupy. Jeden z mozli-
wych sposobéw polega na wzigciu dowolnej funkeji f(x) i podzialaniu na nig wszystkimi
cperatorami %; € 9. W ten sposéb powstanie zbidr {fi(x)}, gdzie

S =Y

Z wiasnosci grupowej, zbidr ten spelnia podstawowe Zadanie zamkniecia
U, fi(%) = UUS(x) = Ui S (%) = fi(x),

gdzie i jest wyznaczone przez tabelke mnozenia grupowego. Jesli wszystkie elementy zbioru
{fix)} sa liniowo niezalezne, to procedura taka uwieficzona zostaje powodzeniem.
W takim bowiem przypadku

Ufi3) = D) DU i),
k

gdzie
ij(Uv) = 5&,

a wartosc i jest wyznaczona przez réwnanie %, %; = %;. Patrzac wstecz kilka paragraféw
przekonujemy sig, Ze jest to po prostu reprezentacja regularna. Nie jest to jednakze jedyna
mozliwo$é. Moze si¢ bowiem zdarzyé, ze funkcje f(x) nie sa liniowo niezalezne. W takim
przypadku musimy wybra¢ podzbi6r liniowo niezalezny, ktory bedzie réwniez niezmienni-
czy wzgledem operacji grupowych (dlaczego?). Postgpujac w powyzszy sposéb dostaniemy
reprezentacj¢ o mmiejszej liczbie wymiaréw niz reprezentacja regularna. Oczywiscie nie
zawsze trzeba akurat tak postgpowaé, moze bowiem si¢ zdarzy¢, ze potrafimy od razu wy-
braé zbiér funkcji transformujacych sig wzajemnie na siebie bez odwolywania sie do powyz-
szego intuicyjnego formalizmu. _

Przyklad 10.9. Szczegdlnie prostym przykladem jest pod tym wzgledem grupa obrotéw
Wwokot osi z-6w. Jest to wprawdzie grupa nieskoriczona, ciagla, ale nie ma powodéw, by !
si¢ tym zniechgcaé. Grupa ta jest bardzo latwa do badania.
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Kiedy mowa o katach i obrotach, to funkcjami. ktore przychodza na mysl, sa sinus
i cosinus. Oznaczajac obrot o kat o symbolem R,(R,p = ¢ —=) rozpatrzmy funkcje
f1() = cos¢p 1 fa(¢p) = sing. Poniewaz mamy
Hi(RZP) = cos(g+a) = cosafi(p)—sinafx(d),
f(R7'$) = sin(¢p + ) = sinafy(¢)+cosafz(¢),
wiec porownujac powyzsze zwiazki z wzorem (10.15) znajdujemy
coso  sino
D(I)(Ra) = ( ¢ )
—sine cosa
(Roizne reprezentacje tej samej grupy rozrézniamy dodatkowym indeksem przy literze D.)
Proste mnoZenie macierzy przekonuje nas, ze
DI(RYDI(Rg) = DUNR, . 5) = DRy DUNR,) = DUNR,Ry),
a wiec znaleZlismy istotnie dwuwymiarowa reprezentacje.
Oczywiscie wybdr funkcji sing i cos¢ nic jest bynajmniej jedynym mozliwym.
Wybierajac na przyklad e = f(¢) dostajemy
SRZ'$) = @+ = cizei® = eiefip),
co oznacza, Zze mamy do czynienia z reprezentacja jednowymiarowa
DCYRY) = ™=
Podobnie dla g(¢) = e~ dostajemy inna reprezentacje jednowymiarowa
DBENR) = e,
Jasne jest réwniez. ze funkcja f{g) = €™ prowadzi bezposrednio do reprezentacji D(R,) =
= ¢™. Przyjmujemy, Ze m jest liczba catkowita (dodatnia lub ujemng) po to, by D(R,) =
= D(R,.). Poniewaz funkcje fi(¢) = e oraz fo(¢h) = ¢~'* sa liniowo niezalezne, wigc
mozemy utworzy¢ z nich zbidr {f;}. Prowadzi nas do reprezentacji dwuwymiarowej
DR 4% 1
(R,) = 0 o1
Przyktad ten prowadzi nas do sedna sprawy, jesli chodzi o teorig reprezentacji. Dwuwy-
miarowa reprezentacja D®)(R,) to nic innego jak dwie reprezentacje jednowymiarowe ze
soba polaczone. Nie cheieliby$my nazywacd takie] reprezentacji podstawowa, gdyz jest ona
zlozona z dwoch reprezentacji o mniejszej liczbie wymiaréw. Sytuacja jeszcze bardziej sie
komplikuje, jesli powrdcimy znéw do reprezentacji D(R,). Pozornie reprezentacja ta nie
ma nic wspdlnego z reprezentacja D*)(R,). Jesli jednak zdiagonalizujemy D', to stwierdzi-
my, ze

S-IDU(R,)S = (0 ED) — DR,
gdzie
st 1
F2 A\ 1
jest macierza niezaico . od «. Mamy wiec transformacje podobienistwa przeksztalcajaca

DY(R,) dokladuiz . postaci D*XR,) i to jednoczesnie dla wszystkich R, A zatem
réwniez DUNR,) ‘=st zasadniczo suma dwdch reprezentacji D™ i D),
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Podobny przypadek moze zachodzi¢ réwniez w sytuacjach bardziej skomplikowanych.,
Na przyklad cztery macierze tworzace reprezentacje regularna czteroelementowej grupy
cyklicznej [wzory (10.17)] moga by¢ jednoczesnie zdiagonalizowane przy pomocy ma-
cierzy

1 1 1 1
st St b io—i
1 1 =3 —A4
= 1: —id i
A zatem macierze D{e), D(a), D(b) i D(c) sa wszystkie sumami czterech jednowymiarowych
reprezentacji.

Mozemy to uogolni¢ w nastgpujacy sposéb. Jesli znajdziemy reprezentacje D(U;), ktora

mozna sprowadzi¢ do postaci

D(i) (L) 0

DY) = sp(U)s—t = 0@ (1) . (10.19)

0 )

gdzie S jest takie samo dla wszystkich U,, to reprezentacji tej nie bedziemy traktowali
jako podstawowej, ale jako sume,

Tlumaczac to na funkcje fi(x) powiemy, ze chociaz znalezlismy liniowo niezalezny zbiér
{f:}, ktorego elementy nawzajem sig¢ w sicbie przeksztalcaja, to jednak w zbiorze tym istnieja
mniejsze podzbiory, ktére rowniez przeksztakcaja sic w siebie pod dziataniem rozpatrywanej
grupy. |

Reprezentacje takie jak we wzorze (10.19) nazywaja sie reprezentacjami przywiedinymi,
reprezentacje, ktérych nie mozna przy pomocy transformacji podobienstwa sprowadzi¢
do prostszych, nazywaja sig reprezentacjami nieprzywiedlnynii. Oczywiscie bedziemy chcieli
si¢ zajmowal przede wszystkim reprezentacjami nieprzywiedlnymi, gdyz wszystkie inne
mozna z nich zbudowaé w prosty sposGb. Ale nawet w klasie reprezentacji nie-
przywiedlnych nie chcielibySmy uwazal za rdine reprezentacji powiazanych ze sobg
przez transformacj¢ podobienstwa. Reprezentacje, dla ktérych istnieje takie przeksztalcenie
podobiefstwa, nazywaja si¢ reprezentaciami réwnowaznymi. Przyjmujac, Ze we wzorze
(10.19) reprezentacje D), D(?) i DG} 53 nieprzywiedlne i nieréwnowazne, napisaliby$my
symbolicznie

D) = ou) @ 0¥y @ (W)

dla wszystkich U; € G. W praktyce, kiedy sprowadzamy reprezentacje do powyzszej postaci,
dana reprezentacja nieprzywiedlna moze wystapi¢ wiecej niz jeden raz. Ogélnie wiec be-
dziemy pisali

o) = a® o) @ %W @ - -- B ™ D™ (), Ke.20)

gdzie at” sg liczbami catkowitymi méwiacymi, ile razy dana reprezentacja nieprzywiedina
DUy, lub jakakolwiek jej rownowazna, pojawia sie w powyZszym rozkladzie.
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Bardzo uZytecznag charakterystyka reprezentacji-— wspodlna dla reprezentacji row-
nowainych — jest slad macierzy reprezentacji. Oznaczamy go symbolem (U) i nazywamy
charakterem elementu U w danej reprezentacji. Poniewaz $lad macierzy reprezentacji
mozemy oznaczyé przez

tr[CLD(U)YC] = tr[D(U)] = 2(U),

wiec charakter elementu U jest taki sam dla wszystkich reprezentacji réwnowainych.
Jesli mamy do czynienia z reprezentacja nieprzywiedlng DOXU), to odpowiadajacy jej
charakter oznaczaé bedziemy ¢*/(U). Ale i dla danej reprezentacji wicle charakteréw bedzie
rownych mjedzy soba. Istotnie, rozpatrzmy klas¢ ¥ clementéw sprz¢zonych grupy G.
Jesli U,, U, € %, to istnieje jakie$ U, e G takie, Ze
U, = G;U, U
Qznacza to, ze
D(U,) = D(U)D(U,)D(UT Y,
a stad
2(U,) = tr[D(U)] = u[D(U) D(U) DUz 1)) =

= tr[DUFH DU D(UY] = tr[D(U] = x(U,),

czyli ze wszystkie elementy klasy %; maja ten sam charakter. Dlatego tez bez
wprowadzania niejednoznacznosci mozna méwic o charakterach jako funkcjach klas, a nie
pojedynczych elementéw grupy; x{” oznacza charakter i-tej klasy w »-tej nieprzywiedlne]
reprezentacji. Jesli grupa ma k klas, to dla danej reprezentacji nieprzywiedlnej » trzeba
okresli¢ k liczb charakterystycznych

x‘l"}, x‘z"), — ;_{i”).

Tych k liczb zawiera w sobie zaskakujaco duzo informacji o rozpatrywanej grupie;
przekonamy si¢ o tym w dalszych paragrafach.

10.6. REPREZENTACJE UNITARNE, LEMATY SCHURA
I ZWIAZKI ORTOGONALNOSCI

W paragrafie tym wyprowadzimy giéwne wyniki teorii reprezentacji, ktére pozwola
nam znajdywacé reprezentacje nieprzywiedlne. Na poczatek udowodnimy twierdzenie, ktdre
kolosalnie ogranicza mozliwe a priori postaci reprezentacji.

Twierdzenie 10.6. Kazda reprezentacja grupy skofczonej jest réwnowazna reprezentacji
unitarnej.

Dowdd. Pierwszy krok polega na zdefiniowaniu w okre$lony sposéb iloczynu wewnetrz-
nego (skalarnego) w #-wymiarowe]j przestrzeni wektorowej V, w ktorej dziala reprezentacja,
i wykazaniu, Ze reprezentacja jest unitarna wzgledem tego nowego iloczynu wewngtrznego.
Dla wektoréw x, y € ¥V zwykly iloczyn skalarny oznaczaé bgdziemy w znany sposob jako
(x, ¥); nowy iloczyn- skalarny definiujemy przy pomocy starego w sposéb naste-
pujacy:

{x,y} = X (D(U)x, DY), (10.21)

UcG
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gdzie D jest dowolng reprezentacja grupy G. Korzystajac z tego. ze ( , ) jest iloczynem ska-
larnym oraz ze D~'(U) istnieje dla wszystkich U e G, tatwo mozna wykazaé, 7e nowy
iloczyn bedzie spelnial wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego. Wezmy teraz pod
uwage dowolna macierz D(U”"). Cheemy wykazaé, 7e

DWx, DUy} = {x,y}.
Korzystajac z definicji (10.21) mamy

{D(U)x, DUy}

N (DW)DW)x, D)D) =

UelG

Il

N (bwunx, DUUYY). 10.22
£ (DWUUYx, D(UU)y) (10.22)
Ale jesli U przebiega wszystkie elementy grupy G, to zgodnie z twierdzeniem 10.1 iloczyn
(UU") tez przebiega wszystkie elementy grupy, tyle ze na ogdlt w innej kolejnosci,
co jednak nie ma zadnego wplywu na warto$é sumy. A zatem

E (DUUYx, D(UU)y)= Z(D(ff)x, D(D)y) = {x,»}. (10.23)
UeG UeG

Faczac (10.22) z (10.23) dostajemy
{D(U)x, D(UYy} = {x, y}
dla dowolnego U, co wlasnie chcielismy wykazag.

Powiedzenie, ze D(U’) jest unitarne wzgledem pewnego szczegdlnego iloczynu skalar-
nego, 0znacza po prostu, ze zapisaliSmy D(U') w niedogodnej bazie. Poprzez transformacje
podobienstwa mozemy usunaé te niedogodnosé i uczyni¢ D reprezentacja unitarng wzgle-
dem wyjsciowego iloczynu skalarnego. Niech {&;} oznacza zupelna ortonormalna baze
wzgledem iloczynu skalarnego (, ), a {n:} zupena ortonormalna baze wzgledem nowego
tloczynu skalarnego {, }. Definiujemy liniowy operator S w przestrzeni ¥

= SE[, 1= 1,2, s s (10.24)

Zauwazmy, ze dla tak zdefiniowanego operatora S i dowolnych elementéw x, y € V za-

chodzi
{Sx, Sy} = (=,3) - (10.25a)
lub
s Tl e D GV (10.25b)

Prosty dowod polega na rozwinieciu wektoréw x i y wzgledem bazy {&;}

x=g;ai§i= y‘=i=21bj§j-

Korzystajac z definicji (10.24) mamy

{Sx,Sy} = 2 atb;{S¢;, S&;} = Z af b; {??isnj}'

ij=1 ij=1

Poniewaz wektory {1} tworza wzgledem iloczynu { , } baze ortonormalng, wigc

{sx, 89} = 3 artyo, = N arhi=(x,),
i j=1 i=1
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co jest niczym innym jak wlasnic zwiazkiem (10.23a), ktéry cheielismy dowiedé.
Operator S jest whasnic 1ty m operaterem. ktory jest nam potrzebny do przetransformowania
wyjsciowe] reprezentacii.

Da dowolnego U e G definiujemy

B(U) = S~ DS,
Rozpatrzmy réwnanie
(D(U)x. DY) = (S71D(U)Sx. S™1D(U)Sy).
Nua mocy (10.23b) mamy natychmiast
(D(U)x. DW)Hy) = {D(U) Sx. D(U)Sy}.
Ale wrgledem iloczvnu {1 D(L ) jest unitarne, wige
(D(U)x, D(L)y) = (Sx, Sy}
Wreszcie korzystajac z (10.25a) mamy
(D(U)x, DU)y) = (x, )
co ornacza, 7e f)(b’)jest reprezentacja unitarng wzgledem zwyklego, wyjsciowsgo iloczynu
skalarnego.

Drzigki powyzszemu twierdzeniu w naszych poszukiwaniach reprezentacji nieprzy-
wiedlnych mozemy sie ograniczyé jedynie do macierzy unitarnych. Zauwazmy rowniez,
7e chociaz twierdzenie sformutowalismy dla grup skonczonych, to fakt ten wykorzystaliémy
przy dowodzie w niewielkim tylko stopniu, a mianowicie w jednym tylko wzorze (10.21)
piszac sumg po wszystkich elementach U grupy G. Suma ta jest na pewno skonczona, gdyz
zawiera tylko skonczong liczbe skladnikow. Dla wielu grup nieskonczonych mozna przejic
od dyskretnych sum do catek po parametrach cigglych; dla grup ciaglych mozliwosé
taka jest niemal oczywista. JednakZe sama mozZliwos¢ zastapienia sumy przez
catke nie wystarcza do rozszerzenia rozpatrywanego twierdzenia na grupy ciagle, moze
si¢ okazaé, ze catkowe sformulowanie wzoru (10.21) jest bezsensowne. Zachodzi to miano-
wicic wtedy, gdy calki rozciagaja si¢ na obszar nieskoficzony i nie sg zbieine. Tym
niemniej istnieje wiele grup takich jak na przyklad grupa obrotow, dla ktérych ta nieprzy-
jemna sytuacja nie zachodzi, i wtedy twierdzenie 10.6 jest stuszne, a jego dowod przebiega
niemal identycznie jak dla grup skonczonych, z ta jedyna rdéznica, Ze zamiast sum mamy
we wzorach catki.

To Ze macierze reprezentacji sa rownowazne macierzom unitarnym, jest niezwykle moc-
nym rezultatem. Wynikaja z niego dwa gldwne twierdzenia teorii reprezentacji, zwane
pierwszym i drugim lematem Schura. Dowdd tych dwdch waznych twierdzen w teorii
grup opiera si¢ na nastgpujacym lemacie nie opierajacym si¢ w zadnym stopniu na
teoril grup.

L e m at. Jedli macierz M komutuje z unitarng macierza U i jesli zapiszemy M = M, +
+iM_, gdzie M, = (M+M"Y2, a M_ = (M—M"/2i, to zardwno M, jak i M _ komu-
tuja z U.

Dowdd. Jesli

UM = MU, (10.26)

to
MUY = UtMT,
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Mnozac z lewa przez'U t korzystajac z unitarnosci U dostajemy
UMTUt = UUIMt = M1,
Mnozac jeszcze raz z prawej strony przez U otrzymujemy
UMUTU = MU

Korzystajac jeszcze raz z unitarnosci U mamy ostatecznie

UMt = MU. (10.27)
Z réownan (10.26) i (10.27) natychmiast otrzymujemy
. +
U M+ M L M+M U, (10.282)
2 2
M—MT M—MT
U[ 50 ]= [ 2 ]U (10.28b)

lub tez
UM, =M.U UM_=M_U1,

co wlasnie cheielisSmy wykazac.

Dysponujac tym lematem mozemy teraz udowodni¢ gtéwny wynik tego paragrafu.

Lemat Schura. Jesli D(U) jest elementem nieprzywiedlnej reprezentacji grupy G
i jesli D(U)M = MD(U) dla wszystkich U € G, to M musi by¢ wielokrotnoscia macierzy
jednostkowej.

Dowdd. Jesli MD(U) = D(U)M dla wszystkich U € G 1 jesli napiszemy

M=M_+iM_ (10.29)

oraz skorzystamy z tego, ze reprezentacja moze by¢ wzigta jako unitarna, to zgodnie z do-
piero co udowodnionym lematem mamy

M,DWU)=DWU)M, oraz M_D(U)=DU)M_

dla wszystkich U e G. Operatory M, = (M+M")/2 1 M_ = (M- M"/2i s3 oba samo-
sprzezone, mozemy dla nich sformulowaé zagadnienie wlasne. Zacznijmy od

M_,_Xf:) == ;‘mxil), fr=cls 2ynan Wins

gdzie m, jest krotnoscig wartosci wlasnej 4,. Pomewaz M, jest hermitowskie, wigc zbior
wszystkich x{' rozpina cala N-wymiarowa przestrzed reprezentacji. Dla wszystkich
U e G mamy

DM xP = 2,D(U)xP.
Ale [D(U), M ] = 0, wigc jest to rOwnowaine roéwnaniu
M, DU)XP] = M[D(U)xP).

Poniewaz D(U)x{" jest wektorem wiasnym macierzy M, nalezacym do wartosci wlasnej
A, to musi on bvé kombinacja liniowa wektoréow x(*, gdzie i = 1,2 ..., m,

DU = Y ay(U)x (10.30)
=1
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dla wszystkich U e G. Obliczmy elementy macierzy D w przestrzeni rozpigtej przez
wektory wlasne M .. Weimy najpierw n = 1. Korzystajac z wzoru (10.30) dostajemy

(x(xhsD(U)x‘li)) = Zaij(U)(Xﬁanﬁj)) =a(l), il=12,..,m (10.31a)
J=1

dla wszystkich U € G. Dla dowolnego n # 1, z wzoru (10.30) odczytujemy bezposrednio,
ze

(D) =0; 1=1,2 im,, i=1,2,..,m, (10.31b)

dla wszystkich U e G, gdyz wektory wilasne nalezace do réznych wartosei wlasnych
operatora hermitowskiego sa ortogonalne. Podobnie dla n # 1 mamy réwniez z rdwnania
(10.30)

(DM =0; I=1,2,..,m i=12, ... », (10.31c)

Rownania (10.31a), (10.31b) i (10.31c) oznaczaja, ze macierz D(U) ma nastepujaca postaé:

m1xm1‘ 0

b}
0 ’ (Mg % N —sog)

dla wszystkich U € G, a N jest wymiarem reprezentacji. Macierz my Xmy; wlewym gérnym
rogu ma elementy okreslone przez d;;(U) zdefiniowane wzorem (10.30). Ale reprezentacja
z zaloZenia jest nieprzywiedlna, co jest niesprzeczne z powyisza postacia D(U) jedyhie
wtedy, gdy m, = N, to znaczy jesli krotnos¢ wartosci wiasnej A, jest réwna N, tj. wymiarowi
reprezentacji. Jedyna macierza hermitowska majaca wartosé wlasna o krotnosci réwnej
wymiarowi macierzy jest macierz jednostkowa pomnozona przez rzeczywista stalg, a zatem
M, = c,I. Podobnie dowodzi sie, 7 M_ = ¢_I, a zatem z wzoru (10.29) przekonujemy
sig, Ze M = (c, +ic_)I, co koriczy dowod lematu Schura.

Z powyzszego lematu wynika natychmiast nastgpujacy wniosek bedacy w istocie innym
sformutowaniem tego lematu.

Whiosek. Jeili ictnieje macierz komutujaca z wszystkimi elementami reprezentacji
1 macierz ta nie jest krotnoécia macierzy jednostkowej, to reprezentacja musi byé
przywiedIna.

W tym miejscu wydaje si¢ celowe powiedzie¢ pare stow o bardziej abstrakcyjnym spo-
sobie patrzenia na nieprzywiedlne reprezentacje, co moze bardzo rozjasni¢ sytuacje a za-
razem pozwoli stresci¢ zawartos¢ poprzednich stron w paru zaledwie stowach.

Uwazne zastanowienie sig nad trescia poprzedniego paragrafu przekona nas, e nieprzy-
wiedIng reprezentacje grupy G o rzedzie g mozemy scharakteryzowaé w nastgpujacy ab-
strakcyjny sposdb. Niech

%= (D), i=12..,g

bedzie grupg operatoréw liniowych dzialajacych w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej V'
I niech grupa ta bgdzie homomorfizmem grupy G. Oznacza to wlasnie, Ze ¥ jest
reprezentacja G. Mowimy, 7e % jest reprezentacja nieprzywiedlng grupy G, jesli nie
istnieje wlasciwa podprzestrzen przestrzeni ¥ niezmiennicza (tzn. odwzorowywana w siebie)
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pod dziataniem wszystkich D e %. (Podprzestrzen jest wlaSciwa, jesli nie jest réwna
calej przestrzeni.) Oczywiscie moze si¢ zdarzy, Ze istnieje whasciwa podprzestrzen
przestrzeni ¥ niezmiennicza ze wzgledu na pewien podzbidr grupy %, jeéli jednak mamy
do czynienia z reprezentacja nieprzywiedlna, to pelna grupa % mozZze pozostawiaé nie-
zmienniczg jedynie calg przestrzen V. Oczywiscie, jeSli weZzmiemy pod uwagg jedna tylko
macierz unitarng D(U) € %, to ma ona » podprzestrzeni niezmienniczych wyznaczonych
przez n ortonormalnych wektoréw wlasnych D(U).

W s$wietle powyzszych uwag pierwszy lemat Schura ma bardzo prostg interpretacje.
Jesh istnieje macierz komutujaca z D(U) dla wszystkich U e G, to liniowo niezalezne
wektory wiasne tej macierzy wyznaczaja zbiér podprzestrzeni przestrzeni ¥ niezmienniczych
wzgledem D(U) dla wszystkich U e G. Dla reprezentacji nieprzywiedlnej jedyna dopusz-
czalng podprzestrzenia niezmiennicza jest cala przestrzen V), a jedyng macierza, dla ktérej
kazdy wektor w przestrzeni V jest wektorem wiasnym, jest macierz jednostkowa lub jej
wielckrotnosc.

Prosta, ale bardzo waZzng konsekwencja pierwszego lematu Schura jest fakt,
ze grupa abelowa moze mie¢ tylko jednowymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne! Wynika
to natychmiast ze stwierdzenia, ze dla grupy abelowej G kazdy element D(U), gdzie
U e G, komutuje ze wszystkimi elementami reprezentacji D. A zatem na mocy lematu Schu-
ra, dla wszystkich U € G zachodzi

D(U) = C(U),

gdzie C(U) jest stalg, ktéra moze zaleze¢ od U. Ale macierz jednostkowa jest nie-
nieprzywiedlna tylko wtedy, gdy jest jednowymiarowa. A zatem dla grup abelowych
wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne musza byé jednowymiarowe,

Drugi lemat Schura jest nieco podobny do pierwszego, ale dotyczy dwdch réznych
reprezentacji.

Lemat. Niech D(U) i D'(U) beda reprezentacjami nieprzywiedlnymi. Jesli dla
wszystkich U € G zachodzi D{U)M = MD'(U), to albo D i D’ sa rébwnowazne, albo jesli
nie sg, to M = 0.

Dowédd. W ogblnym przypadku D i D’ moga mie¢ rdzne wymiary, a zatem M nie
musi by¢ macierza kwadratowa. Jesli D ma wymiar nxn, a D’ wymiar m x m, to M musi
mie¢ wymiar nxm. Dowdd zaczyna si¢ podobnie jak dla pierwszego lematu. Podobnie
jak poprzednio rownosc

D(UYM = MD'(U) (10.32)
dla wszystkich U e G implikuje, ze

MIDYU) = D'U)M?

dla wszystkich U € G, gdzie MT jest macierza m x n zdefiniowana przez elementy macierzo-
we W sposOb nastepujacy: (MT); = M} Przyjmujac ze D(U) jest unitarne, moZemy
napisac

MID(U-Y) = D(U-Y) M. (10.33)
Mnozac powyZsze réwnanie z lewa przez M dostajemy
MMID(U-Y) = MD (U )M, (10.34)
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Ale na mocy rdwnosel (10.32) mamy
MD(U-YMt = DU~ Y MM,
a zatem (10.34) staje si¢
MMID{UY = DUy MMY
dla wszysikich U € G. Poprzedni lemat (i jec, _i& odwrotnoicl) mowi nam natychmiast,
7e
MMt = cf.
Pozostawiamy czytelnikowi do sprawdzenia, 2e w podobny sposdb (zaczynajac jednak od
pomnozenia rownosei (10.33) z prawa przez M) mozna dowies¢, ze
MM = cl.
Malezy zauwazyé, 7e macierze MMT 1 MTM mujs na ogdl rézne wymiary, pierwsza nxn,
lriga mxm,

I v teraz oddzielnie 3 przypadki:
1y mi = n. Jesli w tym przypadku ¢ = 0, to MM = 0, co oznacza, ze dla wszystkich

n n
(MMM, =0 = 2; MM = EIMUP:
i Jj=1

a zatem dla wszystkich /
n
\ |
D Mylr =0,
=1

co oznacza, ze M;; = 0 dla wszystkich 71 /, a zatem ze M = 0. (Nieco mocnicjszy rezultat
znalez¢ mozna w zadaniu 3.14.) Jeéli teraz ¢ # 0, to
det(MMT) # 0,
a zatem det M # 01 M ma macierz odwrotng. Zgodnie z réwnoscia (10.32) bedzie wige
D(U) = MD'(U)yM™*
dla wszystkich U e G, a zatem D i D’ sa w tym wypadku reprezentacjami réwnowaznymi.
2)n > m. W tym przypadku uzupehiamy macierz M do macierzy kwadratowe] przez
dopisanie s--m kolumn zlozonych z samych zer. Nazywajac tg nowa macierz N,

amy

4

S

1
Y
Test jasne, ze zachodzi MMT = NN1, a zatem MM = o] implikuje NNt = cl. Ale
det(NNT) = ¢" = (detN)(detNT);

z postaci macierzy N jest jednak oczywiste, Ze detN = 0, a zatem stala ¢ musi znikac.
A wiee
NNt =0 = J/MT;

i podobnic jak w przypadku (1) stwierdzamy, ze M = 0.
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3)m > n. W tym przypadku musimy dodaé m—n wierszy ztozonych z samych zer.
Otrzymujemy znéw macierz kwadratows, ktéra oznaczymy réwniez litera N

"‘_—"_“m——“* (77-~n—-—-*')|‘_'—m-—-n -
T !
M n | !
Ll Nl SRR T Mt 0 m
; |
0 m—n I
¥ { v

W tym przypadku NN* = MM?, ale mamy za to NTN = MTM. Zamiast z relacji MMt =
= ¢l mozna skorzysta¢ z relacji MM = ¢l i widzimy, Ze nowa macierz N spelnia

NIN = cI;

i podobnie jak w przypadku (1) dochodzimy do wniosku, Ze N = 0. Oznacza to, Ze macierz
M = 01idowdd lematu jest zakonczony.

Zauwazmy, Ze przy dowodzie powyzszych lematéw nie odwolywaliSmy si¢ nigdzie
do liczby elementdw grupy G. A zatem lematy te sa stuszne dla dowolnych, skonczenie
wymiarowych reprezentacji unitarnych. Oczywiscie twierdzenie 10.6 méwi nam, Ze dia
grup skoficzonych reprezentacje mozna zawsze wybraé jako unitarne. Ale dwa lematy
Schura obowiazujg réwniez w tych waznych przypadkach grup nieskonczonych, ktore
maja skoficzenie wymiarowe reprezentacje unitarne.

Powodem, dla ktérego lematy powyzsze sa tak bardzo wazne, jest to, ze bardzo czesto
jest dos¢ tatwo znaleZ¢ macierz M spelniajaca zatozenia lematu. Macierze takie dostarczaja
nam wtedy olbrzymia ilo$¢ informacji o reprezentacjach nieprzywiedlnych i ich
charakterach. Prostym przykladem macierzy spelniajacej zalozenia pierwszego lematu
Schura jest nastepujaca macierz

M = N poyw). (10.35)

Ue®)

M jest sumag wszystkich macierzy reprezentujacych elementy klasy 4; w »-tej reprezen-
tacji nieprzywiedinej. Niech U’ begdzie dowolnym elementem grupy G i rozpatrzmy
wielkoéc

DU YMP DU,
Mamy
DIUIMPDAUY = ¥ DU DT DT = 3 DU TU).
Ue®; Ue¥;

Ale na mocy definicji klasy, je§li U € &;, to réwniez U'UU’~! € ¥,;. Poniewaz transfor-
macja podobiefistwa jedynie zmienia uporzadkowanie elementow klasy €;, a wigc z po-
przedniej réwnosci dostajemy '

DTYMPDUY ™ = 3 DONT) = M.
C’E‘B’;
A zatem dla wszystkich U’ € G mamy
DOUYMP = MPDOU",
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czyli macierz M{" spelnia zalozenia pierwszego lematu Schura. Skoro fak, to na mocy
tego lematu mamy

MM = "L
Staly ¢!™ mozna latwo obliczycC. Qznaczajac wymiar reprezentacji o indeksie v literg »,
mamy
teM = cf’n,, (10.36)
ale

M@ = Y D) = D 7).
Ue%, =

$lady wszystkich macierzy reprezentujacych elementy Jjednej klasy sa, jak to stwierdziliémy
przy koficu poprzedniego paragrafu, sobie rowne. Stosujac wprowadzona tam notacjg
mozemy napisac

teMf = gy, (10.37)
gdzie g jest liczba elementow w klasie %, Laczac réwnosci (10.36) i (10.37)
olrzymujemy

A7) — g ("’)
Li n” y!
a zatem
M = 5L o (12.38)

to znaczy, suma macierzy reprezentujacych elementy danej klasy jest wielokrotnoscia
macierzy jednostkowej. Bedziemy niedtugo mieli okazje skorzystac z tego wyniku.

Bardziej owocnym przykladem macierzy spelniajace; rowniez wszystkie zatozenia lema-
tow Schura jest nastgpujgca macierz

M= ) DOU)XDWUT) = D) DU XDWU) Y,
UeG ey
gdziec D™ i D™ sy reprezentacjami nicprzywiedlnymi, a X jest dowolna macierza, od
ktérej wymagamy jedynie, by napisane wyraZenie miato w ogdle sens (by miala ona n~
wierszy i i, kolumn). Mnozac powyZzsze wyrazenic z lewej przez DW (U, a z prawej przez
DW= dostajemy

D{I’)(U') MD(M)( U')— 1 e Z [)U')( U’) D‘”( U)XD”‘)( U)—lD(.U)( Uf)—l —

UeG
= D DU UYXDU-UY),
UeG
Wprowadzajac oznaczenie U = U'U i pamigtajac, ze U-1 = U-1U’-!, mamy
DNUYMDUXU)™ = Z DO XDY(U)1. (10.39)
UeG
Jedli jednak U przebiega wszystkie elementy grupy, to réwniez U = U'U przyjmuje wszyst-
kie warto$ci, tyle Ze w innej na ogdt kolejnosci. A zatem prawa strona réwnosci (10.39)
jest po prostu réwna M i zachodzi

DOUYMM = MD(U") (10.40)
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dla wszystkich U’ e G. Zaldadajac, ze D™ nie Jest rownowaine DY (w tym przypadku
gdy n, = n,), mamy na mocy lematéw Schura

M = c(X)15,,

Innymi stowy M = 0, jeSli reprezentacje maja rézne wymiary (drugi lemat Schura) oraz
M = cl, jesli maja ten sam wymiar (pierwszy lemat Schura). Wartosé stalej zalezy oczy-
wicie od wyboru macierzy X. Dostajemy wigc wynik

Zm)(wmu’(v)-l = ¢(X)I3,,. (10.41)

UeG

Jesli D i D sy unitarne, to mozna ten wynik zapisaé réwniez w postaci nastgpujacej

ED‘"’(U)XD(“’T(U) = ¢(X)I3,,. (10.42)

UsG

Aby praktycznie wykorzystaé tg réwnosé, zapiszmy ja najpierw przy pomocy elementdw
macierzowych

uve

D D DRUIXe [DON U]y = e(X)840

UeG i’ I’

Przypusémy teraz, ze wybraliémy macierz X tak, by wszystkie jej clementy, z wyjatkicm
elementu jk, byly réwniez zero. Oznaczajac odpowiadajaca tej macierzy stalg c(X) sym-
bolem ¢;, mamy

D' DR DU, = ¢udyd,. (10.43)

UeG
Poniewaz zgodnie z definicja macierzy sprzgzonej
(AT)M = Ai:'k.'u
wigc wzor (10.43) przyjmuje ostatecznie postaé
D DEPHUYDE(U) = ¢5,840,, (10.44)
U=G

dla wszystkich i, j, k, I, i oraz ».
Pozostaje nam jeszeze wyznaczyé cir. W tym celu kladziemy g = », ! = i oraz sumu-

jemy po i. Dostajemy f
R & V) ¥ \
2 X DRHOIDGHO) = o N b= .

Poniewaz jednak D® jest macierza unitarna, to suma po i w lewej stronie powyiszej
réwnoéci réwna sig po prostu &;;. Stad

of
cunty = 3 8y = gby,
UeG

gdzie g jest rzedem grupy, a zatem
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Wstawiajac powyzszy wynik do wzoru (10.44) otrzymujemy godne uwagi zwigzki orto-
gonalnoéci

D DRHUIDPU) = £ 88, (10.43)
veG 4
dla wszystkich 4, J, &, [, & oraz v.

Zastanowmy si¢ teraz, co to po prostu znaczy. Suma po lewej stronie réwnoscei (10.45)
przypomina bardzo iloczyn skalarny dwéch wektorow z ta tylko roéznica, Zze sumowanie
przebiega po elementach grupy, a nie po konwencjonalnym wskainiku. Nie ma jednak -
reguly zabraniajacej numerowania sktadowych wektora przez elementy grupy. Tak patrzac,
mozemy powiedzieé, ze réwnos¢ (10.45) wyraza zwigzki ortogonalnoséci dla iloczynu ska-
larnego dwoch g-wymiarowych wektoréw, z ktdrych kazdy numerowany jest trzema wskaz-
nikami. Rownosé (10.45) mowi, ze jesli dla dowolnej reprezentacji wybierzemy element if
macierzy tworzacych dana reprezentacjg, to otrzymamy g-wymiarowy wektor ortogonalny
do g-wymiarowego wektora otrzymanego przez wybor innego elementu macierzy, np. i'j’,
i rowniez ortogonalny do dowolnego wektora utworzonego w ten sam sposob dla dowolne;j
innej reprezentacji. A zatem w g-wymiarowej przestrzeni mamy ai+n3+ ... +nj orto-
gonalnych wektoréw, gdzie N jest liczba nieréwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych.
Poniewaz liczba wektoréw ortogonalnych w przestrzeni g-wymiarowej nie moze prze-
wyzszaé g, przeto musimy miec nieréwnos¢

_ N
n?<g. (10.46)

r=1

1]

Dochodzimy wiec do waznego wniosku, ze grupa skoficzona moze mie¢ tylko skonczona
liczbg nieréwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych, przy czym wymiar Zadnej z nich
nie moze przekroczyé J'g.

Na podstawie réwnosci (10.45) nietrudno otrzymac zwiazki ortogonalnoéci dla cha-
rakteréw reprezentacji. Je§li w rownosci (10.45) polozymy k = I i przesumujemy po /,
to otrzymamy

n "I-l
1 r oy
DH‘)*(U)DW(U) = %5“"2 5515:} = ’;’:‘“buv(}ij-
UeG 1=1 = =1 2
Ale
ZDH.)*(U) = tr DW¥(U) = yW*U), (10.47)
I
wige

ST )DPE) = 6,8,
UeG ’

Kladac na koniec i = ji sumujac po j, otrzymujemy

v g
N gewuy Yoy = L6, Doy = b
UeG J=1 Jj=1
Korzystajac jeszcze raz z réwnosci (10.47) dochodzimy do nastgpujacego zwiazku
D B U U = g, (10.48)

UeG
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Poniewaz wszystkie elementy nalezace do tej samej klasy maja réwne charaktery, wige
mozemy sume po elementach grupy U wystgpujaca w réwnosci (10.48) przeksztalei¢ w sume
po klasach. Oznaczajac przez g; liczbg czlonkéw klasy €; i przyjmujac, ze liczba klas
wynosi k& mamy

k
3 (i) —
.Z gt g0,,. (10.49)
Réwnosé (10.49) moéwi, ze N nierdwnowaznych nieprzywiedlnych reprezentacji wyznacza
za poérednictwem charakterow klas N ortogonalnych k-wymiarowych wektordw. Poniewaz
w przestrzeni k-wymiarowej nie moze by¢ wigeej niz k wektoréw ortogonalnych, docho-
dzimy wige do nieréwnosci
N< k. (10.50)
W przypadku grup abelowych nieréwnosei (10.50) i (10.46) sprowadzaja si¢ w istocie
do tego samego. Istoinie, grupy abelowe maja tylko reprezentacje jednowymiarowe,
a zatem

nt= Y1=N.

¥

L=

=
il
o

A wiec nieréwno$¢ (10.46) przyjmuje postac
N<g

Z drugiej strony dla grup abelowych kazdy element tworzy odrgbna klase. Tak wigc k = g
i nierdwno$é (10.50) przybiera postac

N<g.

Przekonujemy si¢ wige, ze zarowno (10.46), jak i (10.50) prowadza w przypadku grup
abelowych do identycznych nieréwnosci.

Warto zauwazyé, ze przy wyprowadzeniu zwiazkow ortogonalnosci (10.45) i (10.49)
wystgpowaly czesto sumy po elementach grupy. Jednakze, jak juz wspominali$my,
istnieja wazne przypadki grup nieskoficzonych, dla ktérych sumowanie moze by¢ zastapione
calkowaniem. Ponadto dla niektérych grup calki po calej grupie beda zbiezne i wtedy .
dowody podane w tym paragrafie moga by¢ bez niemal Zadnych zmian rozszerzone na te
grupy nieskoniczone. Jako prosty przyklad rozpatrzmy krétko grupg obrotéw wokét osi z.
Wyznaczyliémy juz poprzednio reprezentacje jednowymiarowe tej grupy

D) (a) = e, (10.51)

Logicznym kandydatem na zmienna calkowania dla tej grupy jest oczywiscie kat «

z clementem infinitezymalnym do. Oczekujemy, ze Y mnalezy zastapi¢ teraz przez
f do. W szczegdlnoéci poniewaz s
0

g-—-%‘l,

wige oczekujemy, Ze g zastapione bedzie w tym wypadku przez

2

f 1de = 2%.
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Dla grup ciagtych wiclko$¢ tego typu zastgpujaca ¢ nazywamy objetoscia grupy. Zgodnie
z powyiszymi przypuszezeniami, oczekiwalibySmy, ze wzor (10.45) przyjmie postac

J,\ D{ru]*(,x) Df"l(oc)a’a = Qmsmm (]0.52}
0

gdyz wymiar kazdej reprezentacji rowna sig [. Widzimy, Ze dla D™")(x) danych wyrazeniem
(10.51} rownosé (10.52) jest istotnie spetniona. Podobne rozwazania mozna zastosowac
do innych grup ciaglych, takich jak grupa obrotéw i grupy unitarne. Istnieja jednak przy-
padki, kiedy takie proste rozszerzenie wynikdw teorii grup skonczonych jest niemozliwe —
najwazniejszym z nich, z fizyeznego punktu widzenia, jest grupa Lorentza.

10.7. WYZNACZANIE REPREZENTACIT GRUP

W tym paragrafie chcemy pokaza¢, jak wiclkie twierdzenia udowodnione dotychczas
pozwalaja rozwiazywaé praktycznie problem wyznaczenia reprezentacji grup. Przy okazji
uda nam sie na tyle uzupetnié zwigzki ortogonalnosci, wyprowadzone w ostatnim paragrafie,
7e przejda one w relacje zupelnosci.

Po pierwsze zauwazmy, ze charaktery reprezentacji D, ktora nie jest nieprzywiedlna,
mogg byé prosto wyrazone przez charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych. Jesli zapi-
szemy D w postaci (10.19), co mozna zawsze uzyskaé przy pomocy transformacji podo-
bienstwa, to charakter y; danej klasy bedzie rowny

§
Z aMyl, (10.53)
v=1
Wynika to bezpodrednio z definicji charakteru jako $ladu macierzy reprezentacji. Wiel-
kodci ¢ sa po prostu liczbami wskazujagcymi, ile razy »-ta reprezentacja nieprzywiedlina
wystepuje w rozkladzie macierzy D danym wzorem (10.20). Mnozac réwnosé (10.53)
obustronnie przez g;xU*, sumujac po i oraz korzystajac ze zwiazkoéw ortogonalnodel
(10.49) doslajemy

Z Gy = Z amZ‘g/rn)* " - 2‘ ga™d,, = gal®.

¥ = a4+ aDyD 4 gy

i

k
Stad a = %Z’g,- 2%, (10.54)
i=1

a zatem krotno$¢ wyst¢powania danej reprezentacji nieprzywiedlnej w dowolnej reprezen-
tacji moze by¢ natychmiast wyznaczona, je§li znamy charaktery tych reprezentaciji.

Jesli wige dwie reprezentacje maja te same charaktery, to musza one by¢ réwnowazne,
gdyz obie beda charakteryzowane tymi samymi liczbami .

Zastosujmy wzory (10.53) i (10.54) przykladowo do reprezentacji regularnej omawianej
w paragrafie 10.5. Przyklad ten doprowadzi do paru uzytecznych wynikéw. Latwo jest
okreédli¢ charaktery reprezentacji regularnej. Poniewa? wymiar tej reprezentacji wynosi g
(liczba elementéw grupy G), to charakter y, klasy zlozonej z identycznosci rowna sig Sla-
dowi g-wymiarowej macierzy jednostkowej

=g (10.55)
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Wszystkie pozostale charaktery znikaja, gdyZ macierze reprezentujace inne elementy maja
na przekatnej same zera (mowiliémy o tym w paragrafie 10.5), a zatem

v =10, i# L. (10.56)
A wice dla i = 1, wzdr (10.53) daje
N
gom o) all).
2

Ale w dowolnej reprezentacji o wymiarze n, charakter klasy identycznosci jako élad
macierzy jednostkowe] n,-wymiarowej wynosi po prostu n,, a zatem

N
N a®n,. (10.57)
=i
7 drugiej jednak strony, korzystajac z (10.55) i (10.56) oraz z faktu, ze g; = 1, mozemy
z réwnodci (10.54) otrzyma¢ zwiazek

1
a(-u) — _g_g]x&u}*xi = xg‘u]* = }1“_ (10.58)

Po wstawieniu do (10.57) daje nam to

N
i
g = % A2 (10.59)

Réwnosé (10.58) moéwi nam, ze w reprezentacji regularnej kazda reprezentacja nie-
przywiedlna wystepuje dokladnie tyle razy, ile wynosi jej wymiar. Zwigzek (10.59) jest
duzo mocnigjszy od nieréwnosci (10.46). Méwi on nam, ze D{P(U) stanowia dekladnie g
ortogonalnych wektoréw (poniewaz Zn? = g) w g-wymiarowej przestrzeni wektorowej
generowanej przez g elementéw grupy za posrednictwem ich reprezentacji nieprzywiedlnych.
A zatem D{}(U) tworza zupelny uklad wektoréw w tej przestrzeni, gdzie UeG.
Normalizujac w sposdb wymagany przez relacje (10.45) mozemy powicedzie¢, Ze ,,wektory
reprezentacji”, ktorych skladowymi w iloéci g sy liczby

1_/ DU, Y PR, ]/ S HUAN (10.60)

& &

tworza dla v = 1,2, ..., N; i,j= 1,2, ..., n zupelny ortonormalny zbiér w g-wymia-
rowej zespolonej przestrzeni wektorowej. Stosujac do$é zawiklana, ale niezbgdna notacje,
mozemy te wiasnos¢ zupelnoséci zapisa¢ w postaci

ZN’Z V|/ wa)]/ DEHU’) = dyus

r=1 i=1
gdzie dyy. jest delta Kroneckera réwng 1 dla U = U’ i zero w przeciwnym wypadku.
IMisco prodciej relacje te mozna zapisaé
N ny Ry
Y\ U, ;
= DEU) DSXUY) = Sy (10.61)

v=1 =1 Jj=1
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Uzupetniwszy w ten sposdb relacje ortogonalnosci dla reprezentacji D dochodzimy do
naturalnego przypuszezenia, ze podobne uzupehnienie jest réwniez mozliwe dla charakte-
réw. Aby sie przekona¢, ze tak rzeczywiscie jest, zsumujmy obie strony réwnosei (10.61)
po wszystkich U € €, 1 U’ € C,,. Dostajemy

2 Z Zn ( VD(“)(U))( 2 DU =g D) D) duo)- (10.62)

y=1i=1 j=1 Ue%) Ue¥ U'ety

Prawa strona w powyzszej réwnosci nie znika tylko dla €, = ¥,,, gdyz inaczej zawsze
U+ U Jedli €, = %, to kaidy czion, dla ktérego U = U, wniesie wklad do sumy
rowny 1, a kazdy inny czton da wklad réwny zeru. Takich cztonéw wnoszacych niezerowe
wklady jest g, tj. tyle, ile elementéw wchodzi do klasy €. A zatem dla ¥, = &, prawa
strona rowna sie gg;. Ale zgodnie z definicja (10.35)

D pexyy = M.

Uet;

a zatem rowno$é (10.62) przechodzi w

My

N ny
EZ}:”JM?)LJ[M}:]]U = g810/m- (10.63)

r=1 i=1 j=1

A zatem na mocy wzoru (10.38)

)y = ELypsy,  MPLy = E2 400,

a zatem (10.63) sprowadza sie; do nastqpujqcej postaci

2‘ Z v)lf[v}*a =_gg;§lm>
Ht

gdzie skorzystalismy z faktu, Ze cﬁ?j = §;;. Wykonujac sumowanie po i oraz j dostajemy

ostatecznie
N

Z 2 = gi Bt - (10.64)

r=1
Jesli wiec N stalych otrzymanych z charakteréw /-tej klasy w kazdej spoéréd N nieprzy-
wiedInych reprezentacji potraktujemy jako skltadowe wektora N-wymiarowej przestrzeni,
to zwiazek (10.64) mowi, ze wektor ten jest ortogonalny do innego wektora otrzymanego
w podobny sposéb dla m-tej klasy. Mamy wigc k ortogonalnych wektoréw w N wymiarowe]
przestrzeni, dochodzimy zatem do wniosku, Ze

k< N.
Poréwnujgc to z nieréwnoseia (10.50) dostajemy

k=N. (10.65)
A zatem liczba nieprzywiedInych reprezentacii jest rowna liczbie klas w grupie! Zestawiajac

zwiazki (10.49) i (10.64) mozemy powiedzieé, Ze ,,wektory charakterow”, ktorych elemen-
tami w liczbie & sa
= - —
! B1 &2 - 8 v
/Bl %57, ..., 28 A 10.66)
l. g A1 ¢ 2 g " k (

2
—
(U]



tworza dla » = 1,2, ..., N zupelny ortonormalny zbiér w przestrzent k-wymiarowej.
Zestawmy teraz nasze gtoéwne wyniki w ich ostatecznej postaci:

a) Zﬂf =g (10.59)
=1
b) (10.65)
c) l/-—# DPX(U) ]/ n DINU) = 646;0,0, (10.45)
UEG

d ]/-ipﬂ(v)l/ DY U’Y = 8yye, (10.61)

lr-l l—l j 1

¢) 2]/ Ei w8 xw wn (10.49)

) \j S ij 2 = 8. (10.64)

W powyzszych wzorach g oznacza rzad grupy, g; liczbe elementéw i-tej klasy, k liczbe
klas, N liczbe nieprzywiedinych reprezentacji, a », wymiar »-tej reprezentacji.

Dysponujac takim arsenalem zwiazk6w mozemy latwo wyznaczyé charaktery i repre-
zentacje podstawowych grup skonczonych. Zacznijmy od najprostszej grupy, a mianowicie
jednoelementowej grupy zloZonej z samego elementu Jjednostkowego. Poniewaz jest tylko
jedna klasa, to bedzie tez tylko jedna reprezentacja o wymiarze jeden. Problem Jjest wigc
rozwigzany

DU)e) = 1.

Rozpatrzmy teraz grupe dwuelementows {e, a}. Klasami sg
€ =e, ¥,=a,

a wigc beda dwie reprezentacje. Poniewaz grupa jest abelowa, to musza byé one jedno-
wymiarowe. Zgadza sig to oczywiscie z warunkiem

2?13 =2,

gdyz tak my, jaki n, réwnaja si¢ 1. Dla reprezentacji jednowymiarowych charaktery repre-
zentacji pokrywaja si¢ z samymi reprezentacjami, skupimy wiec nasza uwage na charak-
terach. Celowe jest sporzadzié nastepujaca tabelke:

;
5 1 2
f 1 o (10.67)
2 1 ¥

gdzie i numeruje klasy, a » reprezentacje. Element i» w tej tabelce réwna si¢ po prostu x{*.
Poniewaz charakter klasy identycznodci réwna si¢ wymiarowi reprezentacji, pierwsza
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kolumne tej tabelki zapelnilismy jedynkami zgodnie z tym faktem (w dalszym ciagu klase
identycznosci bedziemy zawsze oznaczali wskaznikiem 7 = 1). Poniewaz w przypadku
reprezentacji jednowymiarowych charaktery sa réwne macierzom reprezentacji, to musza
one spehniaé tabelkg mnozenia grupowego. Ale ¢® = e, wicc musi byé w tym przypuedku
x> = 1 oraz f2 = 1, czyli @ = £1, § = £1. Dwie réZne reprezentacje tworza wiec ta-
belke charakterow

*- 1 1 {10.68)

Zauwazmy, Ze ,,wektor charakteréw” (1, 1) jest ortogonalny do drugiego ,»wektora cha-
rakteréw” (1-1), jak byé powinno zgodnie z relacja (10.49).
Trojelementowa grupa {e, a, a®} z @® = e, ma trzy klasy

€, =e, C,=a, € =a%,
a zatem i trzy jednowymiarowe reprezentacje. Zwréémy uwage, ze zgodne jest to, jak by¢
powinno, z tdwnaniem (10.59). Korzystajac z tabelki grupowej, ktéra mowi, ze kwadrat
drugiego elementu ma si¢ réwnac trzeciemu elementowi, mozemy natychmiast wypisac
tabelke charakterow

3 1 7 3-2

Musi jednak réwniez byé o = > = »3 = 1, a zatem o, f, y moga przyjmowaé jedna
z trzech mozliwych wartosci 1, €2™/3 i ¢4™73. Trzema réznymi reprezentacjami sa zatem

g 2 3
14
1 1 i 1
(10.69)
2 1 e &
3 1 & &

gdzie ¢ = ¢*™3, Otrzymane trzy ,,wektory charakterow” (1. 1.1 (1; 8:27) & (1, %% 8}
sa wzajemnie ortogonalne, co czytelnik moze fatwo sprawdzi.

W rzedzie czwartym mamy dwie rézne grupy, grupg cykliczng rzedu czwartego icztero-
grupe. Jesli chodzi o grupe cykliczng, to powinno by¢ jasne ze sposobu, w jaki rozwigza-
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liémy problem grupy cyklicznej rzedu trzeciego, ze wszystkie charaktery grupy cyklicznej
rz¢du n s3 generowane w oczywisty sposéb przez n pierwiastkéw n-tego stopnia z jedynki.
Dla grupy cyklicznej rzedu czwartego tabelka charakteréw bedzie wigc miala taka postaé

= : 1 2 3 4
1 1 1 1 1
2 1 d a? g?
3 1 gt 1 g2
4 1 g3 o2 )

gdzie d = €*™* = j a § = 1. Uogdlnienie na grupe cykliczna rzedu n jest oczywiste.
Przejdimy teraz do czterogrupy. Jej elementy oznaczymy tak jak poprzednio:
{e. a, b, c}. Z dyskusji przeprowadzonej w paragrafie 10.3 jest jasne, ze elementy {e, a}
tworza podgrupg inwariantng. Grupa ilorazowa jest
E={e,a}, 4=1b,c}.

A zatem reprezentacja grupy {E, A} [patrz tabelka (10.68)] moze by¢ przerobiona na
reprezentacje czterogrupy, jesli reprezentanta elementu E grupy ilorazowej przypiszemy
zarowno elementowi grupy e, jak i @, a reprezentanta elementu A przypiszemy obu
elementom & i ¢. Odpowiadajace dwém reprezentacjom grupy {E, A} charaktery przypi-
sane elementom e, a, b, ¢ sa odpowiednio: dla reprezentacji ¥(E) = 1, #(4) = 1, mamy
e) =L@ =10 =1,%() =1,adla reprezentacji x(E) = 1, (4} = —1 mamy
1) =1, z(a) = 1, x(b) = —1, %(c) = —1. Podobnie grupa inwariantna {e, b} pro-
wadzi do dwdch przyporzadkowan charakteréw czterogrupie. Jedno z nich jest trywialng
reprezentacja (wszystkie charaktery réwne jednosci), ktéra juz uzyskaliémy z podgrupy
{e, a}; drugie przyporzadkowanie jest y(e) = I, @)= =1, y(B) =1, 3(c) = —1.
Wreszcie podgrupa inwariantna {e, ¢} prowadz do jeszcze jednego zbioru charakteréw
x(€) =1, y(@) = —1, x(5) = —11i y(c) = 1. Tablica charakteréw dla czterogrupy ma
wiec nastgpujacy wyglad

2 1 1| =1 | =1 (10.70)

4 1 -1 | —1 1

Oczywiscie i w tym wypadku spelnione sa relacje ortogonalnosci.
Poniewaz pie¢ jest liczba pierwsza, to jedyna grupa rzedu piatego jest grupa cykliczna,
z ktora postgpujemy bardzo podobnie, jak to zrobilidmy z grupa cykliczna rzedu czwartego,
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Ta sama uwaga odnosi si¢ i do grupy cyklicznej rzedu szdstego, az wreszcie napolykamy
na cos nowego, a mianowicie na grupe S,, szeScicelementowa grupe permutacji trzech
przedmiotdw. Jest to najmniejsza grupa nieabelowa. Wiemy, 7ze ma ona trzy klasy

€ =e, €= {(12),(13),(23)} %, = {(123), (32D},

kiorym odpowiadaja trzy charaktery y,, y» 1 y3. Liczby elementéw w poszczegdlnych
klasach wynosza g, = 1, g, = 3, g5 = 2. Poniewaz sa trzy klasy, wigc musza tez byé trzy
reprezentacje nieprzywiedlne. Na mocy (10.59) musimy mieé

3
ul
/}J n? = 6.
ye=1
Liczbeg sze$¢ mozna tylko w jeden sposdb roztozyé na sume trzech kwadratéw, a miano-
wicie musi by¢ ny = 1, n, = 1, ny = 2. Tak wigc po raz pierwszy napotykamy si¢ na
reprezentacje dwuwymiarowa. Korzystajac z powyzszych faktéw moZemy rozpoczaé
konstruowanie naszej tabelki charakterow

. 1 2 3

»
1 1 1 1
2 1 a b
3 2 ¢ d

WstawiliSmy tu bezposrednio reprezentacje trywialna i skorzystalismy z faktu, ze ¢ = n,.
Teraz na mocy (10.49)

3
Zgl/([)* 2)= 0:

S
i=1

143a+2b = 0. (10.71)

czyli
Podobnie z relacji

3
\ (1) .,(3)
o i 0

dostajemy
3e+2d+2 = 0. (10.72)
Korzystajae z (10.71) 1 (10.72) mozemy uproscié tabeike charakteréw.
;
» 1 2 3
1 1 1 1
2 1 a gy 90 LHCT
2
3 2 c . 3c + 2
2
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Moiemy teraz skorzystac z innych wlasnosci ortogonalnosei charakterow [wzdr (10.64))
3

D s =0,

ve=1

3
D = 0,
: v=1
Oba te rdwnania sprowadzaja si¢ do jednego
a+2c+1 =0, (10.73)

a wicc tabelka charakteréw zawiera juz tylko jedna niewiadoma

2 Tl =1 =2 1 it 3t

Prosty sposdb ustalenia wartoéci ¢ polega na skorzystaniu z tego, ze (123)° = e
i (123)2 = (321). A zatem w jednowymiarowej reprezentacji x3 = 1 oraz ¥3 = s,
poniewaz (123) 1 (321) oba naleza do tej samej klasy. Wynika stad, ze y; = 1, a to oznacza,
ze 14+3c = 1, czyli ¢ = 0. Tabelka charakteréw przyjmuje wigc ostatecznie postad

» : 1 2 3
1 1 1 1
2 1 —1 1
3 2 0 ==

Druga reprezentacja nieprzywiedlna jest tzw. reprezentacja antysymetryczna polega-
Jjaca na reprezentowaniu permutacji nieparzystych liczba —1 i reprezentacji parzystych
liczba +1. Reprezentacja taka istnieje oczywidcie dla wszystkich S,. Czytelnik powinien
sprawdzié, ze sze$¢ warunkéw normalizacyjnych wynikajacych z relacji (10.49) i (10.61),
a mianowicie

3
23:'%?}*}55”) T 69 v = 1: 2:3
i=1

3

D ar ) = 6jg, i

r=1

1,2,3,

jest rowniez spetnionych. Nalezy podkreélié, ze przedstawiony przez nas sposob wyznacze-
nia tabelki charakteréw dla S, nie nalezy do najszybszych. Na przyklad korzystajac z faktu,
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Ze 6, 1 %5 tworza podgrupg inwariantna, ktorej grupa ilorazowa jest izomorficzna
z {e. a}, mozna natychmiast z tabelki (10.68) poda¢ dwie jednowymiarowe reprezentacje.
Majac juz te reprezentacje, charaktery trzeciej reprezentacji o wymiarze dwa mozemy
jednoznacznie okresli¢ w oparciu o warunki ortogonalnosci. Zalecamy czytelnikowi, by
si¢g o tym przekonal.

Charaktery dwdoch jednowymiarowych reprezentacji sa oczywiscie dokladnie réwne
samym macierzom (jednowymiarowym) reprezentacji

by =1
dla wszystkich U7 € S, oraz
D) ey = DD(123) = D(321) = 1,
DA(12) = D(13) = D®(23) = —1.

Wyznaczenie macierzy reprezentacji dwuwymiarowej wymaga jednak dodatkowej pracy.
Nie ma oczywiicie klopotu z elementem jednostkowym

10
D)) = (0 1). (10.74)

Jesli chodzi o macierz DG3)X(12), to mozemy ja wybra¢ w postaci diagonalnej, gdyz zawsze
mozemy dowolnie wybra¢ jeden z elementdw poza jednostkowym, ktoéry bedzie reprezento-
wany przez macierz diagonalna (dlaczego?), a wigc

DGX12 N O)
12) = |, 4
Ale (12) ey, wiec z tablicy charakteréw odczytujemy, Ze %) = 0, to znaczy, Z¢ §lad
macicrzy D(12) jest zero. Oznacza to, ze b = —a. Poniewaz (12)° = e, musimy mied

wiec @ = 1. Wybierajac ¢ = 1 mamy

1 o
DBX12) = (0 —1)' (10.75)

Zauwazmy, Ze wyblerajagc @ = —1 otrzymaliby$my inna macierz, ale jak latwo sie prze-
kona¢, zwiazang z macierza (10.75) przez transformacje podobienstwa. A co mozna
powiedzied o macierzach DG¥(13) 1 D3)23)? Oczywibcie ze wzgledu na (13)° = e mamy

DB)(13) = DGH13)~1. (10.76)
Poniewaz jednak wolno nam si¢ ograniczy¢ tylko do macierzy unitarnych, wige
D3)(13)t = DGX(13)~1
i zesta ‘ajac to z (10.76) dostajemy

DEX13)

DEN13)",

to znaczy (13) jest macierzg hermitowska. Podobnie wykazujemy, ze i macierz D*)(23)
jest hermitowska. Korzystajae z faktu, Zze zardwno Slad DGX13), jak i §lad macierzy
D'3N23) sg réwne zeru, mozemy napisaé catkiem ogdlnie

« f o[y 4
DOY13) = p wot), D3I(23) = (a* ) (10.77)
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gdzie o i y sg rzeczywiste. Ale na mocy (10.35) i (10.38)
MP) = DE12)+ DEX13)+ DI23) = o )
3

gdyz z8% = 0. Korzystajac wigc z {10.75) i (10.77) dostajemy

(1+oz+y f+d 00
B*+ 6% —1——:(—;;)= 0 0)’

a zatem macierze DCX13) i DG)(23) muszg byé postaci

s 1 -
DOY(13) = (;* —ﬁ), DA)(23) = ( Exﬁ-'; ) (m+ﬁl))

Korzystamy wreszcie z warunku unitarnosci

DOIDO3) — (cx + 18] 0 )= (1 0)’

0 e+ o1
+1)2 482 0 10
L erreiar) = )

Prowadzi to do dwéch réwnas

CHBE =1, (a+IP+|g2 =1,

z ktorych natychmiast otrzymujemy o — w—;--, B = (y3/2)e*, gdzie ¢ jest dowolne,
a wigc
_1 J%%em
DOX13) = - i s (10.78)
LA S R
2 2
1 ],/§ i¢
L ) s
D3723) = }/3 : 3 (10.79)
¥ ¢ g
2 2
Ale (123) = (13)(12), a wigc
__1.. }/5 e'¢\l } i -/3 ca:ﬁ.l
o TR 1 o | ~ 32 “37¢
D(123) = DOIANDA(12) = [ _ 1 e P e £
V3, 1 |10 -V \ V3 i L
Z T 7 ¥~ .. 7 1
(10.80)
Mamy réwniez (221) = (123)-1, wiec
ey i
/ —_ilf i—mi et
Fa
D321 = D123~ = D123yt = = ! E (10.81)
L T |
v 2 2o
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co koficzy wyznaczanie macierzy z wyjatkiem nieokreslonej jeszcze stalej ¢. Jednakze
zawsze mozna zachowujac ogdlno$é wybraé ¢ = 0, gdyz jak przekonujemy sie prostym
mnozeniem, kazda macierz o postaci

( a be"")

ce=® d

a b
c d
poprzez transformacje podobiefstwa z unitarng macierza

(o)

Fakt ten, wraz z wynikami (10.74), (10.75), (10.78), (10.79), (10.80) i (10.81) pozwalaja
nam napisaé

mozna sprowadzi¢ do postaci

: _L 3
D& o D312 o D13 2 2
(e} - 0 1 E] ( ) - 0 __1 ] ( )“"' /— 1 »
7 2

13 1 _yY3

D®(23) = ~ D®X(123) = Rl |

NS i A oL
2 2 2 2
1wk3
D®I(321) = ’ 2 (10.82)
\ys 1 '
v 2 2

Poznajemy, 7e macierze te wypisywaliémy juz we wzorze (3.5), kiedy wykazalismy, ze 53
one izomorficzne z grupa permutacji trzech przedmiotéw. Tutaj zaczeliémy od grupy Ss
i doszliémy w nieunikniony sposob do tych izomorficznych macierzy.

Warto zauwazy¢, ze w przypadku gdy macierze reprezentacji nie sa wszystkie rowne
charakterom, réwnanie (10.45) nie jest rOwnowaZzne wzorowi (10.49), jak to ma miejsce
w przypadku wylacznie jednowymiarowym. Na przyktad element i = 1,j = 1 wszystkich
macierzy reprezentacji dwuwymiarowej [patrz (10.82)] daje ,,wektor reprezentacji”’, ktory
zgodnie z (10.60) ma skladowe

1 1 1 1 1
7?(19 13 _?: —"E: __2“: _7)-

Z drugiej strony element i = 1, j = 2 daje

A Vi Y3 V3
L(O,O,E’_ Vi3 13),
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Oba te wektory sa unormowane do jednosei i wzajemnie ortogonalne, jak byé powinno
zgodnie z (10.45). Nietrywialna reprezentacja jednowymiarowa daje ,,wektor reprezen-
tacji”

1
—e il 20 —~B 21, 1, 1),
/6
ktéry jest poprawnie unormowany do Jjednosci i ortogonalny do kazdego z dwéch
,,wektqréw reprezentacji” napisanych powyzej. Czytelnik moze ewentualnie sprawdzic,
Ze spelnione sa pozostale warunki ortogonalnos$ci wynikajace z wzoréw (10.45) i (10.61).

10.8. TEORIA GRUP W PROBLEMACH FIZYCZNYCH

Skoro juz wiemy, jak znajdywaé charaktery i reprezentacje grup, mozemy teraz wskazad
na niektére ze sposobéw, jakimi przy pomocy teorii grup mozemy poszerzaé nasze zrozu-
mienie pewnych podstawowych proceséw fizycznych.

Jako szczegdlnie prosta ilustracje tego, co mamy na my$li, rozpatrzmy zagadnienie
ukladu kwantowomechanicznego posiadajacego rdzne stany wlasne, zdegenerowane z po-
wodun istnienia pewnej symetrii w réwnaniu Schrédingera. Jak wspomnieliSmy w paragrafie
10.4, zbér funkcji wlasnych nalezacych do jakiej$ zdegenerowanej wartodci wlasnej bedzie
przeksztalcal si¢ w siebie pod dziataniem dowolnej transformacji nalezacej do grupy sy-
metrii danego problemu. Zgodnie z réwnaniem (10.15), jesli # e ¥ i UeG, wtedy

%'Wm(r) = Z‘Dm'm(U)wm'(r)s

gdzie D(U) jest reprezentacjg grupy G oraz I/ € G. Przypusémy teraz, ze poddajemy nasz
uklad dziataniu slabego zaburzenia o symetrii mniejszej niz poczatkowa symetria uktadu
niezaburzonego. Mozemy mieé na przyktad atom, ktory w pustej przestrzeni jest ukladem
o symetrii sferycznej, ale po umieszczeniu w sieci krystalicznej o symetrii regularnej podlega
dziataniu potencjalu o symetrii bedacej symetrig szescianu. Symetria szecianu jest oczy-
wicie duzo ubozsza od pelnej niezmienniczosci obrotowej; w istocie zamiast nieskofczone;j
grupy symetrii wszystkich obrotéw w trzech wymiarach mamy teraz 24-elementowg
grupg symetrii sze$cianu (grupa ta jest izomorficzna z grupa S, permutacji czterech
przedmiotdw),

Po umieszczeniu atomu w tym nowym potencjale o symetrii szeicianu poziomy
energetyczne ulegna modyfikacji i to w taki sposob, ze zdegenerowane wektory wiasne
nalezace do nowych pozioméw energetycznych beda sig transformowaly miedzy sobg
zgodnie z reprezentacjami grupy symetrii szeScianu €. Innymi stowy p-krotnie zdegenero-
wany poziom ukladu o symetrii sferycznej musi rozpasé si¢ na M zbioréw poziomow
zdegenerowanych nalezacych do @ o krotnosciach gy Hoy ooy tiyr. OczywiScie musi
byC iy iz + ..y = p.

Wlasciwym schematem do analizy tego rodzaju probleméw jest teoria zaburzen dla
przypadku z degeneracja (paragraf 4.12). Jesli czytelnik wréci do tego paragrafu, przekona
sig, e waznym obiektem przy dyskusji teorii zaburzen sa tzw. elementy macierzowe opera-
tora zaburzenia pomigdzy stanami ukladu niezaburzonego. Dla 3cistosci przypusémy,
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7e Ao, tak jak w paragrafie 4.12, jest operatorem liniowym rzadzacym uktadem niezaburzo-
nym

Aoﬁbn,v,i = ﬂn,vd)n. v, i

Indeksy wybrali$my tutaj w zgodzie z teorio-grupowym faktem poznanym w tym roz-
dziale, a mianowicie » numeruje nieprzywiedlne reprezentacje moéwiace nam, jak funkcje
wlasne transformuja si¢ pod dzialaniem grupy symetrii G, operatora A4,, a wskaznik 7
numeruje wektory wewnatrz reprezentacji. To znaczy w standardowych oznaczeniach.

Vui = O, DRV bn,si, (10.83a)
=

edzie V jest dowolnym elementem grupy Go (¥ jest odpowiadajacym mu elementem
grupy %,). Wreszcie indeks n moze dodatkowo byé potrzebny do jednoznacznego
wyspecyfikowania rozwazanej wartosci wlasnej. Na przyktad moze si¢ okazaé, ze gy
przebiegamy cale widmo operatora A, reprezentacja » pojawia sie wiecej niz tylko jeden raz.

Wyobrazmy sobie teraz, ze zaburzenie A, jest niezmiennicze wzglgdem kazdego ele-
mentu U grupy symetrii G, i Ze v, , ; jest zbiorem funkeji transformujacych si¢ zgodnie
7 v-t3 re prezentacja grupy G,

Unvi = ) DIHU)ivss (10.83b)
j=1
adzie % € %,. Interesuja nas elementy macierzowe postaci

MH,V,!';H'.#.J' = (’lpn,v,i: Al 'Wn',,u,j)' (1084)

Poniewaz %1% = %% = I, mozemy zapisa¢ réwnanie (10.84) w postaci
My siniig = Pa,sis UNUA U U, 3. ]) = (UWn,w,00 UALUT U 0, 5) -

Korzystajac z wlasnofci transformacyjnych funkcji y,,,,; mozemy to rdéwniez zapisa¢ tak

ny 23
Maiiwns = | > DR p0 (AL 3] DU P,1)
=1 Jai
lub
ny  ny
ﬂ{n,xui;n',p,j = Z -D}:(,‘E]*(U)Dfﬁ‘}(U)(wﬂ,v,kD [JﬂAIJM—qwn’,u,i)' (1085)
F=1 i=1

Poniewaz jednak zatozyliSmy, ze A4, jest niezmiennicze wzgledem G,

WA, UL = A4,
wiec wzor (10.85) przyjmuje postaé
Hy My
Moy inus = ) D) DEHOIDEU) Pr,ier A1 e (10.86)
k=1 I=1

Decydujacy chwyt polega teraz na zsumowaniu obu stron powyZszej réwnodci dla
wszystkich U € G, 1 skorzystaniu ze zwiazkow ortogonalnogci (10.45) po prawej stronie
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wzoru (10.86). Poniewaz M nie zalezy od U [patrz (10.84)], wiec po lewej stronie
dostaniemy gM, gdzie g jest rzedem grupy G,, a zatem

iy oy

EMonineai = D D) 3 DPNU)DIPUI M,y i - (10.87)
k=1 I=1 UeG,

Ale gléwna czgié tej sumy zawierajacej elementy macierzowe moze by¢ obliczona natych-
miast, jeéli skorzystamy z twierdzenia o ortogonalnosci [wzor (10.43)], ktére mowi, 7e

D D)D) = £ 8,80,

UeGy

Podstawiajac to do réwnania (10.87), dostajemy

1 % _
Mﬂ,".l’:"'.u..f = Taméij‘l Mu,u-,l;n',;p,r- ([088)

=1 -

Widzimy wigc, Ze elementy macierzowe tego typu nie znikaja tylko wtedy, gdy funkcje
wlasne nalezg do tej samej reprezentacji i co wiecej maja ten sam indeks numerujacy
wektory wewnatrz reprezentacji. Wynik ten jest bardzo uzyteczny w teorii zaburzen,
gdyz ogranicza on silnie liczbe funkcji wlasnych, ktére moga wchodzié¢ do sum wyslepu-
jacych w rachunku zaburzen [patrz rownanie (4.60)].

W sposéb bardziej elementarny wzdr (10.88) mozemy interpretowac tak, ze operator A,
majacy t¢ sama grupe symetrii co operator niezaburzony A,. nie moze w pierwszym
przybliZzeniu rachunku zaburzen rozszezepi¢ zdegenerowanego poziomu, gdyz obliczajac
elementy macierzowe operatora A; pomigdzy zdegenerowanymi stanami nalezacymi do
tej samej wartosci whasnej operatora Ay stwierdzimy, Ze nie znikajg tylko wyrazy diago-
nalne [/ = j w rownaniu (10.88)] i Ze sq one sobie rowne. Z wzoru (4.65b) odczytujemy
wiec, ze wszystkie poprawki pierwszego rz¢du do energii beda réwne. a zatem degeneracja
nie zostanie zniesiona. Nie powinno nas to ‘zaskakiwag, gdyz jesli opeartor 4, wykazuje
t¢ samg symetrig¢ co 4,, to réwniez operator 4,+&4, ma tg sama grupe symetrii co A,.
Zgodnie wigc z ogdlnymi rozwazaniami w paragrafie 10.4 zdegenerowane poziomy A,
nalezace do pewnej nieprzywiedInej reprezentacji G, nie moga si¢ nigdy rozszczepic, gdyz
W przeciwnym wypadku te nowe poziomy operatora 4 mialyby mniejsza krotnosé niz
poziomy poczatkowe. To z kolei oznaczaloby, Ze istnieja pewne kombinacje liniowe
funkcji wlasnych nalezacych do poczatkowego zdegenerowanego poziomu, ktére transfor-
muja si¢ wzajemnie na siebie pod dzialaniem G,. To za$ oznacza, ze poczatkowy poziom
opisywany byl przez reprezentacije przywiedlng grupy G,, co przeczy zalozeniu. A zatem
nie moze by¢ rozszczepienia.

Wz6r (10.88)-znajduje jeszcze bardziej skuteczne zastosowanie w przypadku, kiedy
4, ma symetri¢ nizsza od operatora A4, oraz kiedy grupa G,, wzgledem ktérej A, jest
niezmienniczy, jest podgrupa szerszej grupy G,, grupy niezmienniczosci operatora A,.
Kluczowa role odgrywa wtedy fakt, ze w takim przypadku reprezentacje DNV) (V e G,)
grupy G, s zarazem reprezentacjami grupy G, jesli tylko ograniczymy si¢ do takich opera-
toréw ¥, ktére naleza do podgrupy. Takie reprezentacje podgrupy sa jednak na ogét
Teprezentacjami przywiedlnymi. Na przyklad grupa {e,(12)} jest podgrupa grupy
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S, = {e,(12), (13), (23), (123), (321)}. W dwuwymiarowej reprezentacji grupy S
element e jest reprezentowany przez macierz jednostkowa, a element (12) przez macierz

o -1

A zatem dla grupy {e, (12)} reprezenta~*-

SR

jest catkowicie do przyjecia, ale jest ona oczywiscie przywiedlna i sprowadza si¢ do sumy
dwéch reprezentaciji jednowymiarowych. W bardziej skomplikowanych przypadkach, kiedy
rozklad reprezentacji nie jest tak tatwy do wykonania, mozna bardzo prosto obliczy¢ przy-
najmniej krotno$¢ wystgpowania danej reprezentacji nieprzywiedlnej grupy G, w teprezen-
tacji przywiedlnej grupy G, indukowanej przez grupg Go. Wystarczy w tym celu znaé jedy-
nie charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G, i skorzysta¢ z rownania (10.54).

Pamietajac wyraznie o tym punkcie widzenia nietrudno juz rozstrzygnaé, co sig bf;dzie'
dzialo, jedli rozszczepiamy poziom zdegenerowany dzialajac zaburzeniem A; niezmienni-
_czym wzglgdem grupy G, na ukiad fizyczny opisany operatorem A4, niezmienniczym wrzgle-
dem grupy Go. Dany poziom zdegenerowany operatora A, nalezy do nieprzywiedlnej
reprezentacji D) grupy Gy, tzn. funkcje wlasne tego poziomu transformuja sig miedzy
soba pod dziataniem G, zgodnie 7 reprezentacja D). Jednakze poziom ten mozemy rowniez
rozpatrywaé jako nalezacy do przywiedlnej reprezentacii grupy G, ; to znaczy pewne zbiory
kombinacji linfowych funkcji falowych nalezacych do tego poziomu transformuja si¢ na-
wzajem w siebie pod dzialaniem G,.

Mozemy o tym przekonaé si¢ w nastgpujacy sposdb., Przypu$émy, Ze D(V) jest pewna
nieprzywiedlna reprezentacja grupy Go. Je§li ograniczymy si¢ do podzbioru grupy Gy
i oznaczymy ktérys z elementéw tego podzbioru przez U, to D(U) jest na ogdt reprezentacja
przywiedlna grupy G;. Istnieje zatem pewna macierz S (niezalezna od U) taka, Ze dia
wszystkich U € G; mamy .

S-1D(U)S = D'(U) lub D(U) = SD'(U)S™,
gdzie macierze D'(U) maja taka sama strukture jak macierz we wzorze (10.19), to znaczy
ma ona kwadratowe macierze (reprezentacje nieprzywiedlne grupy G,) na przekatnej,
a pozostale jej elementy sa zerami. Przypusémy teraz, Ze {f;} jest zbiorem funkcji trans-
formujacych si¢ miedzy soba pod dzialaniem Go zgodnie z nieprzywiedlna reprezentacja
D(V). Jesli ograniczymy si¢ do tych elementow U, ktére naleza rowniez do G;, to mozemy
napisac:
af; = ¥ DUy = D ISPW)Sufy = ) SuDielUIS -
J J J.k,m

Ostatni zwiazek mozna réwniez przepisa¢ w takiej postaci
U ) Safi = > SuDilU)f;-
f Tk
Oznaczajac

g = ZSﬂf,- mamy %g, = ZD;cI(U)gk'
i k
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Przygladajac si¢ postaci D'(U) [patrz wzdr (10.19)] mozemy wybraé przez inspekcje
zbiory tych funkcji g, ktére transformuja si¢ miedzy soba zgodnie z reprezentacjami nie-
przywiedlnymi grupy G, znajdujacymi sie na przekatnej macierzy D'(U).

Jesli teraz zastosujemy teorig zaburzen z degeneracja do operatora zaburzajacego A,
uzywajac takich kombinacji liniowych zdegenerowanych funkcji wlasnych, ktére odpowia-
daja grupie G;, to zgodnie z réwnaniem (10.88) wszystkie elementy macierzowe
pomigdzy kombinacjami nalezacymi do réznych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy
G, beda rowne zeru, a dla kombinacji nalezacych do jednej reprezentacji nieprzywiedinej
grupy G, r6zne od zera beda tylko elementy diagonalne. Ponadto te elementy
diagonalne wewnatrz jednej nieprzywiedInej reprezentacji beda mialy wspélna wartosé.
A zatem macierz 4, obliczona pomiedzy odpowiednio wybranymi kombinacjami liniowymi
funkcji wlasnych nalezacych do zdegenerowanego poziomu operatora A, moze mie¢ na
przykiad posta¢ nastepujaca

W tym przykladzie trzynastokrotnie zdegenerowany poziom operatora A, nalezacy
do trzynastowymiarowe] reprezentacji G, rozszczepit si¢ na trzy poziomy — cztero -, trzy -
1 szeSciokrotnie zdegenerowane — alezace do trzech roéznych nieprzywiedlnych repre-
zentacji grupy G, (czytelnik powinien zauwazyc¢, ze zalozyliémy tu, 7e dana nieprzywiedina
reprezentacja grupy G, wystepuje tylko jeden raz w rozkladzie. Jak wygladalaby macierz
Ay, gdyby ktéras z reprezentacji wystapita dwukrotnie 7). Oczywiscie, nie zawsze
wiemy z gory, jakie kombinacje liniowe funkcji falowych nalezy wybraé tak, ze macierz
operatora A, obliczona w przypadkowo wybranej bazie bytaby skomplikowana macierza
13x 13, ktéra przyjetaby powyzsza diagonalna postaé dopiero po dokonaniu transformacji
podobieristwa (diagonalizacii). Transformacja ta dalaby réwniez poprawne kombinacje
liniowe wyjéciowych funkeji falowych, tak Jjak to opisaliémy w paragrafie 4.12.

Aby zilustrowaé powyzsze idee, rozpatrzmy przyklad wspomniany na poczatku tego
paragrafu, a mianowicie uktad obrotowo-niezmienniczy (jaki$ atom w pustej przestrzeni)
umieszczony w stabym potencjale o symetrii szescianu (w krysztale o symetrii regularne;j).
Przed rozwigzaniem tego problemu musimy najpierw znaleZ¢ charaktery reprezentacji
nieprzywiedlnych, ktére tu wchodza w gre. Zacznijmy od grupy obrotéw. Jest to grupa
ciagla, a zatem sciélej méwiac wykracza poza ramy teorii wylozonej w poprzednich paragra-
fach. Jesli jednak interesujemy sig tylko charakterami, to mozemy postapi¢ w nastgpujacy
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sposob. Wiemy z elementarnych rozwazan (patrz paragraf 5.8), ze (2[+1) funkcji kulistych

Y0, @), gdzie m = —I, —I+1,..,1-1, 1, sa to funkcje wlasne niezmienniczego
wzgledem obrotéw operatora L? i naleza one wszystkie do tej samej wartosci wlasnej |
I(1+1), gdzie /=0,1,2,.. tegoz operatora. Te zdegenerowane funkcje miuszg wige

transformowaé si¢ miedzy soba zgodnie z reprezentacja grupy obrotéw (mozna wykazac,
7e reprezentacja ta jest nieprzywiedIna).

Wiemy, ze dowolny obrét moze by¢ przy pomocy transformacji unitarnej sprowadzony .
do obrotu wokét jednej osi. Oznaczmy kat obrotu wokot tej osi litera @. Poniewaz wszyst-
kie obroty o kat @ sa unitarnie réwnowazne, to obroty takie tworza klase, ktéra mozemy
oznaczyé symbolem @. Aby znalezé charakter takiej klasy, wystarczy tylko rozpatrzy¢
obroty o kat @ wokét osi z. OQbroty takie przeprowadzaja funkcje Yi.(6, ¢) w funkcje
¢my, (8, ¢), patrz paragraf 5.8. A zatem macierz reprezentujaca ten obrét ma

postad
e-£t§
e—ilt-Ne 0
: HIESIE
e
O eiti
Latwo obliczyé §lad, mamy mianowicie
; 1
1 sin |/ Foug D
40(P) = }“ omP BE s (10.89)

i

-, _S;(%T)'

Dla wykonania sumy zastosowali§my wzor na szereg geometryczny. Zauwazmy, ze wymiar
n,, I-tej reprezentacji wynosi

jak nalezalo oczekiwaé, gdyz @ =0 odpowiada transformacji tozsamosciowej. Dla
/ = 0 mamy trywialna reprezentacjg jednowymiarowa, w ktorej kazdy obrét jest reprezento-
wany przez 1. Dla [ = 1 dostajemy reprezentacje tréjwymiarows znang z mechaniki Kla-
sycznej; dana jest ona jako funkcja katow Eulera wzorem (1.25).

Kiedy juz znalezliémy charaktery klas dla wszystkich reprezentacji grupy tréjwymiaro-
wych obrotéw, przejdzmy teraz na pewniejszy dla nas grunt i wyznaczmy reprezentacje
i charaktery grupy o symetrii sze§cianu. Grupa ta zawiera 24 elementy tworzace piec klas;
jest ona izomorficzna z grupa S, Klasa %, to klasa identycznosci. Na rys. 10.2(a)
ukazane sa osie obrotéw zwiazanych z klasami %, 1 %,. Klasa %, sklada si¢ z szesciu
obrotéw o katy +7/2 wokét kazdej z trzech osi: x, y, i z; klasa %, sktada sie z trzech ele-
mentéw odpowiadajacych obrotom o = radianéw ‘wokot tych samych osi x, y 1 z. Rys.
10.2(b) przedstawia osie zwiazane z klasa %', ktéra skiada sie z obrotéw o = radiandw
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wokot kazdej z tych sze$ciu osi. Wreszcie klasa % sklada sie z obrotéw o katy +2x/3
radianow wokot kazdej z czterech osi pokazanych na rys. 10.2(c). Wybrali$émy takie akurat
oznaczenie klas po to, by by¢ w zgodzie z oznaczeniami klas dla grupy S, podanymi w para-
grafie 10.3. Podobnie jak dla tamtej grupy klasy €, i %, tworza razem podgrupe
niezmiennicza V, ktdrej grupa ilorazowa jest izomorficzna z 53. W sposdb opisany w po-
przednim paragrafie moZemy przeniesé reprezentacje podgrupy S; na grupe S,
(a zatemina grupg ). Poniewaz @ ma 24 elementy rozpadajace sie na pigé klas, to musimy
miec
ni+ni+n3+ni+ni =24,

gdzie n, jest wymiarem -tej reprezentacji. Jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest
m=lLnm=1n=2n=3ins=3.

Rys. 10.2 Osie symetrii szescianu.

Zgodnie z naszymi poprzednimi uwagami pierwsza, druga i trzecia reprezentacja z n, =
=1 n,=11n; =2 beda odpowiadaly reprezentacjom grupy S; = S,/V. W zwykly
sposob mozemy wypelni¢ znaczna czesé tabelki charakteréw dla grupy :

£y 2 3 4 5
v
1 1 1 1 1 1
o 1 —1 1 1 —1
(10.90)

3 2 o A 2 0
4 3 a b c d
5 3 o B ¥ d

Ponjewaz g; = 1,2, = 6,85 = 8,8, = 3igs = 6, mozemy skorzystaé z rownania (10.49)
i otrzymaé
6a+8b+3c+6d = -3,
—6a+8b+3c—6d = —3,
—8b+6¢c = —6.
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Réwnania na «, f, v i & sa identyczne z powyzszymi trzema. Roéwnania te mozna tatwo
rozwigzaé i dostajemy b =0, ¢ = -1, d = —a, podobnie otrzymujemy f# =0, y = —1,
0 = —a. Tabela (10.90) przyjmuje postaé

{

1 2 3 4 5

v
1 1 1 1 1 1
2 1 =] 1 1 =1
3 2 0 = 2 0
4 3 a 0 == —a
5 3 o 0 —1 —c

Warunki unormowania zawarte w réwnaniach (10.49) dajaa® = 1 = o, toznaczy @ = 1
i « = +1. Mamy dwie mozliwosci wyboru: a=1, a = —1 albo ¢ = —1, =1
Prowadzg one do takiej samej tabelki charakterow z przestawionymi jedynie dwoma ostat-
nimi wierszami. Ostatecznie, tabelka charakteréw ma wyglad nast¢pujacy:

i
" 1 2 3 4 5
1 | 1 i 1 1
& 1 —1 1 i -1
(10.91)
3 2 0 =4 2 0
4 3 1 4] -1 —1
5 3 —i 0 1 1

Stosunkowo latwo mozemy w tym przypadku otrzyma¢ réwniez macierze reprezentacji.
Dla pierwszych trzech reprezentacji macierze te sg identyczne z otrzymanymi poprzednio
reprezentacjami grupy S;. Reprezentacje tréjwymiarowe mozna otrzymaé w prosty sposob
z reprezentacji tréjwymiarowej grupy obrotéw. Poniewaz nie bgda nam tu one potrzebne,
pomijamy ich dalsza analize.

Po wykonaniu tej standardowej pracy, mozemy wréci¢ do problemu zbadania, co sig
stanie, gdy obrotowo niezmienniczy ukiad atomowy umiescimy w slabym polu o symetrii
szescianu. Po pierwsze zauwazmy, Ze rozne reprezentacje grupy obrotow indukujg repre-
zentacje grupy O. Rozpatrzmy na przyklad reprezentacj¢ grupy obrotéow o [ = 1. Klasy
grupy szescianu odpowiadaja nastgpujacym katom obrotu. w radianach:

rg‘l - 0" %72 = t‘n:&, ({993 s iz'ﬁ'/3, @4 —.TC, qgs =Ty

329



charaktery odpowiadajace tym obrotom fatwo obliczy¢ z wzoru (10.89). Mamy
¥1=3, 22=L 23=0, ya=-1, x5=—1.

Patrzac na tabelke charakteréw grupy ¢ (10.91) widzimy, ze mamy do czynienia z nie-
przywiedlna reprezentacja grupy @ odpowiadajaca czwartemu wierszowi tabelki charak-
teréw. A zatem poziom energetyczny ukladu o symetrii obrotowej nalezacy do reprezen-
tacji grupy obrot6w o / = 1 nie ulegnie rozszczepieniu, jesli poddamy no dziataniu zaburze-
nia o symetrii szeScianu.

PrzejdZmy teraz do reprezentacji z / = 2. Korzystajac z wzoru (10.89) znajdujemy, ze

=35 r=-1 ===, =1 x=1
dla charakteréow reprezentac_u grupy ¢ indukowanej przez reprezentacje grupy obrotow.

Aby okreéli¢ krotnoéé wystgpov«ama danej nieprzywiedlnej reprezentacji grupy @ w tej
przywiedlnej reprezentacii, stosu;emy wzor (10.54). Znajdujemy, ze

a® = Zg, Dy, = 14[5—6-8+3+6]=
a‘2’=§-112gix§z)x,-=EI4;[5+6—8+3—6]=0,
a(:”"—Zgl - 2—14[IO+0+8+6+0] = 1,
a® = Zgl @ 514—[15—6+0—3—-6] =0,

a'd = %Z 1y = %[15+6+0—3+6] =
i=1
A zatem w przywiedlnej reprezentacji indukowanej przez reprezentacje grupy obrotéw
0 /= 2 wystapig trzecia i piata reprezentacja nieprzywiedlna grupy ¢. Oznacza to, ze
pigciokrotnie zdegenerowany poziom odpowiadajacy reprezentacji grupy obrotéw o [ = 2
ulegnie rozszczepieniu w polu o symetrii sze§cianu na dwa poziomy — jeden dwukrotnie,
a drugi trzykrotnie zdegenerowany.

Charakter rozszczepienia poziomu w danym problemie jest wiec catkowicie wyznaczony
przez symetri¢ problemu bez jakiejkolwiek znajomosci jawnej postaci oddzialywan!
Efekty takie byly sprawdzone w nieprzebranej liczbie do$wiadczen z widmami atoméw
w ciele statym dostarczajac jednego z najpigkniejszych przykladow potegi metod teorio-
grupowych w fizyce. W ostatnich latach podobne metody teorio-grupowe zastosowano
w fizyce czastek elementarnych dla otrzymania zwigzkéw pomiedzy masami réznych czastek
elementarnych opierajac si¢ na zalozeniach o symetrii ,,niezaburzonego” hamiltonianiu
opisujacego czastki elementarne i o charakterze czlonéw zaburzajacych, ktére lamia
te symetrie.

Jako ostatni przyklad ilustrujacy uzytecznoéé metod teorii grup w fizyce rozpatrzmy
zmodyfikowany nieco wzor (10.85), co pozwoli nam otrzymaé interesujace wyniki doty-
czace przej$¢ pomiedzy stanami ukiadu kwanotowomechanicznego. Zajmowali$my sie juz
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przypadkiem, kiedy operator A, byl niezmienniczy wzgledem wszystkich % e %,
Przypuéémy teraz, 7e 4, transformuje si¢ pod dzialaniem %, zgodnie z pewna nieprzywiedl-
na reprezentacja gropy %,. Bedzie tak w przypadku, gdy A, jest jednym ze
zbioru operatoréw {A¢™, m =1,2, ..., n;}, gdzie A wskazuje nieprzywieding reprezentacie,
zgodnie z ktéra transformuje sig zbidr operatoréw A¢™, tzn,
A4S Y = Y DBLUAG™.
m=1
W tym przypadku réwnanie (10.85) przepiszemy w postaci
ny  wp n;
1 1 & ] )3 A 7 m*
My = 31 X 3 DOHODPUIDDAD) G A4 s, (1092
k=11l=1 m'=

gdzie wprowadziliémy oznaczenie
i, st %
Ml(!j‘.".ll!?ﬂ’,ﬂ,j = (‘q/n,v,i's A(l M)y)n’.}(.j)'

Zgodnie z tym oznaczeniem réwnaniu (10.92) mozna réwniez nadac postac:
n, onyoonp
i I VL L N 1 C f 2 P oag
MGy = 3 Y N DRHU)IDHUDRU M (10.93)
k=1l=1 m'=1
Co mozemy powiedzie¢ o iloczynie DENUID,(U)? Zgodnie z wzorem (3.60) jest to
element o wskaznikach ', jm iloczynu prostego macierzy D® i DP

[DE(UYR DAY i jm = DETID(U).

Korzystajac z tego mozemy zapisa¢ réwnanie (10.93) w taki sposéb

.
My i

J ni
MGy = 3 N 3 DRHU) [PV DU i j M i e (1099)
k=1 ié'; mo=1

Poniewaz iloczyn prosty reprezentacji jest znow reprezentacja, wielko$¢ w nawiasie
kwadratowym wystgpujaca w réwnaniu (10.94) bedzie elementem macierzowym reprezen-
tacji, ale nawet jesli D i D' sy nieprzywiedlne, to ich iloczyn prosty bedzie na
ogdl reprezentacja przywieding. Krotno$¢ wystgpowania reprezentacji nieprzywiedlnych
grupy G w iloczynie prostym Jatwo wyznaczyC przy pomocy wWzoru (10.54), jesli tylko znamy
charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych, gdyz charakter elementu U w reprezentacji
DO(UY@DY(U) jest réwny po prostu x(U) = x*{U)y*(U), zgednie z wzorem
(3.61). Ponumerujmy reprezentacje nieprzywiedine wystgpujace-w iloczynie D®@D®
clementami o wchodzacymi w sklad pewnego zbioru liczb catkowitych R;,. Mozemy

napisac

gy "01
[DOWRDPUN i m = Y D, @himie DET)- (10.95)
{CR,'"U g,r=1

Wstawiajge (10.95) do rdwnania (10.94) 1 podobnie jak poprzednio sumujac obie strony
tegoz réwnania po wszystkich U € G, dostajemy

. 1 = v BT ;
7)) o v (A’
lwghv;f:"',.u,.l RS \ {):’:‘J \ a}:r;f],_;m;Ekﬂl‘fu/.v,k;zv,p,.! é (] 096)
Pl i Ll
R, ko lm

Bez dalizych juz obliczern widzimy, Ze wyrazenie (10.96) nie znika tylko wtedy, gdy
v € R;,. Innymi stowy wielko$¢ M, ; musi réwnac sig zeru dla dowolnego wyboru

nv i,

331



I, j oraz m, jesli tylko iloczyn prosty reprezentacji D™ i D™ nie zawiera w swym rozkla-
dzie reprezentacji D™,

Znaczenie tego wyniku najlatwiej ocenié rozpatrujac szybko$é przejié pomiedzy
dwoma stanami ukladu kwantowomechanicznego niezmienniczego wzgledem pewnej
grupy symetrii. Przypus¢my, Ze poziomy naleia do odpowiednio »-tej i u-tej reprezentacii
grupy symetrii. Wiadomo z mechaniki kwantowej, ze jesli operatorem indukujacym przej-
Scie jest A4, to szybko$¢ przejécia jest proporcjonalna do

|(‘§"n.v,i=A1%',u,j)12,
gdzie indeksy przy funkcjach falowych wprowadziliémy w standardowy sposdb. Jesli ope-
rator A4, transformuje si¢ zgodnie z pewna reprezentacja A grupy symetrii dla danego pro-
blemu, to widzimy, Ze o ile »-ta reprezentacja nie zawiera si¢ w iloczynie prostym
reprezentacji g-tej i reprezentacji A, to przejscie jest wzbronione. Ograniczenie to wynika
wylacznie z symetrii problemu.

Teoria regut wyboru w mechanice kwantowej wynika z tych rozwazaf. Na przyktad
niezmienniczy obrotowo uklad atomowy (lub jadrowy) ma poziomy energetyczne, ktore,
jak widzieliSmy, moga by¢ klasyfikowane zgodnie z nieprzywiedlnymi reprezentacjami
grupy obrotéw. Operator indukujacy elektryczne przejscia dipolowe pomiedzy poziomami
atomowymi jest proporcjonalny do wektora potozenia elektronu r, ktéry transformuje sie
zgodnie z reprezentacja grupy obrotéw o / = 1, jak to widzieliémy w rozdziale 1. Na to, by
elektryczne przejécie dipolowe miedzy poziomami [ i [ bylo mozliwe, trzeba, by
reprezentacja grupy obrotéw o wskazniku !’ byla zawarta w rozkladzie iloczynu prostego
reprezentacji /-tej i reprezentacji o / = 1. Badanie rozkladu iloczynu prostego reprezentacji
jest wigc niezwykle wazne dla zastosowari teorii grup w fizyce, gdyz pozwala na bezpoéred-
nie podanie regut wyboru grajacych centralna role w fizyce atomowej, jadrowej i ﬁzyce
czastek elementarnych.

ZADANIA

1. Popafrzmy na rys. 10.3, gdzie trzy przedmioty 4, Bi C umieszczone sa na obwodzie
kola. Figura ta w oczywisty sposéb jest niezmiennicza wzglegdem obrotéw o 120°
1 240° oraz wzglgdem odbi¢ wyznaczonych przez proste a, b oraz c. Wrykazac, Ze te pigé
operacji wraz z przeksztalceniem tozsamodciowym tworza grupg. Sporzadzié tabelke
mnozenia grupowego. Na jakie klasy rozpadaja si¢ elementy tej grupy?

B
a c
c i
b
Rys. 10.3

2. Rozpatrzmy grupg utworzona z macierzy jednostkowej i macierzy spmowych Paulie-
go. Elementami grupy sa +1, +io,, +io, oraz +ioc,, gdzie
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Jak wyglada tabelka mnozZenja grupowego? Wyznacz wszystkie podgrupy oraz klasy.
Czy sa jakie$ podgrupy inwariantne?

3. Wyznaczy¢ grupe symetrii sktadajaca si¢ z samych obrotow dla graniastostupa prosiego
o podstawie kwadratowej. Wykazaé, ze grupa ta jest izomorficzna z grupa symetrii kwadra-
tu, ale zawierajaca nie tylko obroty, ale i odbicia. Jakie sg klasy elementéw sprzgzonych?
Wykazad, ie istnieje podgrupa inwariantna. Wyznaczy¢ grupeg ilorazowa zwigzang z ta
podgrupa inwariantna.

4. Wyznaczy¢ grupe symetrii obrotowych regularnego czworoscianu, tj. czworoscianu,
ktérego Sciany sa tréjkafami réwnobocznymi. Rozbi¢ elementy tej grupy na klasy, do kté-
rych one naleza. Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy. Czy jest jaka$ podgrupa inwariantaa

5. Mamy dowolna grupe G i jej podgrupe H. Wykazaé, ze jeéli H ma indeks dwa. to
podgrupa ta jest niezmiennicza. Przypominamy, Ze indeksem podgrupy jest stosunek rzgdu
grupy do rzedu podgrupy.

6. Wyznaczyé podgrupe grupy Ss izomorficzna z grupa cykliczng rzedu 5. Dowiesc
izomorfizmu explicite, wykonujac wszystkie potrzebne mnozenia elementéw Ss.

7. Niech (123 ... [) bedzie cyklem o dlugosci I. Dowieéé, ze jesli 4 < /, to (123 .. Y # e
oraz 7e (123 ... [} = e.

8. Niech G i G’ beda dwiema grupami. Wykazac, 7ze w homomorfizmie G na G’ elementy
G odwzorowywane na jedynke grupy G’ tworza podgrupg inwariantna H grupy G.

9. Wykazaé, ze grupa G’ z poprzedniego zadania jest izomorficzna z grupa ilorazewa
G/H, gdzie H jest zdefiniowane w poprzednim zadaniu.

[0a) Wykaza¢ bezposrednim rachunkiem, Ze

52 (2?2 62

2
Vo= vt =y -7
cx ay o0z°

jest niezmiennicze przy obrotach o katy Eulera «, § i . Dla odswiezenia pamigci o katach
Eulera patrz paragraf 1.4.

[Wiskazéwka: Zauwazyé, ze najogdlniejszy obrdt mozna ziozyé z trzech prostszych obrotow.]

b) Okreélié, jak transformuja si¢ wzglgdem grupy obrotéw wokét osi z-6w trzy skladowe
kwantowomechanicznego operatora momentu pedu [patrz réwnanie (5.86)].

11. Wykazaé, e zbior P, = {1, x, x2, ..., x"~1} przeksztalca si¢ w siebie pod dziataniem
erupy translacji w jednym wymiarze. Oznaczajac przesunigcie o wiclkos¢ a symbolem T, (tzn.
T,x = x—a) wyznaczyé n wymiarowa reprezentacje grupy wszystkich jednowymiarowych
translacji dzialajaca w zbiorze P,. Czy ta reprezentacja jest rownowaina reprezentacji
unitarnej? Pokaza¢ explicite w przypadku reprezentacji tréjwymiarowej, ze 7,7, = T, .

12. Wykaza¢, Zc nastepujace trzy zbiory funkeji {cos30}, {sin30} oraz {cos40, sin40}
transformuja sie kazdy w siebie pod dzialaniem elementéw grupy okreslonej w zadaniu
10.1. Jakie sa reprezentacje i charaktery otrzymane z tych trzech zbioréw funkeji? Czy
sa to reprezentacje nieprzywiedine? Co mezna powiedzie¢ o reprezentacji indukowanej
przez zbidr {cos50, sin50}7

13. Wykazaé, ze jeéli C; jest klasa zawierajaca elementy Sy, S5, ... . Sy, a C-jest zbiorem
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elementéw skladajacychsiez Stt, 857, ..., S5t to Cpjest rowniez klasa. Wykazag, e dla
dowolnej reprezentacji nieprzywiedlnej, a wiec niekoniecznie unitarnej, zachodzi

W) 1.3
2‘. giy My = g0, Tomyes EZ g,

gdzie a, jest krotnoscia, z jaka u-ta reprezentacja nieprzywiedlna wystepuje w reprezentacii
(niekoniecznie nieprzywiedlnej), ktérej charaktery réwnaja sie Xi

14. Wykaza¢, ze dowolna macierz 2 x 2, ktéra komutuje z trzema macierzami Pauliego
podanymi w zadaniu 10.2, musi by¢ wielokrotnoscia macierzy jednostkowej.

[Wskazdwka: Wykaza¢, ze dowolna macierz 2x2 moze byé zapisana jako kombinacja liniowa
trzech macierzy Pauliego i macierzy jednostkowe;.]

15. Wykaza¢, ze najogdlniejsza macierz unitarna, ktérej wartoéci wiasne sagli—1,moze
byc zapisana w postaci

cosf  sinfle™®
B (sm fe—i® —-cosl?) :

16. Wyznaczy¢ charaktery i reprezentacje nieprzywiedlne grupy omawianej w zadaniu
10.3.

[Wskazéwka: Przy omawianiu reprezentaciji nieprzywiedlnej o wymiarze dwa uzyteczny byé
moze wynik zadania 10.15.]

17. Korzystajac z tréjwymiarowej reprezentacji grupy obrotéw podanej na przyklad
wzorami (1.25) wyznaczy¢ macierze tréjwymiarowej reprezentacji grupy symetrii sze$cianu,
ktéra oznaczaliémy w tekécie litera @. Przekonali$my si¢ w paragrafie 10.8, Ze istnieja
dwie trojwymiarowe reprezentacje grupy 0. Podaj prosty przepis na znalezienie macierzy
nalezacych do drugiej tréjwymiarowej reprezentacji (tzn. tej, ktéra nie jest dana bezpoéred-
nio przez grupe obrotéw).

18. Korzystajac z wynikéw zadania 10.4 wyznaczyé charaktery i reprezentacje grupy
symetrii obrotowych czworoscianu.

19. Przypusémy, ze mamy operator liniowy o symetrii szeScianu i poddajemy go stabemu
zaburzeniu o symetrii graniastostupa foremnego o podstawie kwadratowej. Korzystajac
z wynikéw zadania 10.16 i rozwazan paragrafu 10.8 okreslié, jak rozszczepiaja sie rdzne
mozliwe zdegenerowane stany o symetrii szescianu po wlaczeniu tego zaburzenia.

20. Rozpatrzmy operator liniowy 4, o symetrii obrotowej. Przypusémy, e dziala stabe
zaburzenie o symetrii regularnego czworoécianu. Korzystajac z wyniku zadania 10.18
1 rozwazan paragrafu 10.8 wyznaczyé, jak rozszczepiaja sie pod dzialaniem tego zabu-
rzenia cztery stany operatora A, o najnizszej degeneracji (to znaczy jedno-, tréj-, piecio-
i siedmiokrotnej).

21. Rozpatrzmy wszystkie mozliwe reprezentacje grupy szeScianu @ utworzone przez
wzigcie iloczynéw prostych réznych reprezentacji niéprzywiedlnych grupy 0. Wyznaczy¢,
ile razy kazda reprezentacja nieprzywiedlna grupy @ wystepuje w kazdej z tych
reprezentacji iloczynowych.

22. Spinowa funkcje falowa elektronu w mechanice kwantowej definiuje sig przyjmujac
a dla spinu,,w g6re” i 8 dla spinu ,,w, d6F”; « i B 53 wektorami ortonormalnymi. Dla ukiadu
trzech elektronéw mozemy tworzyé iloczynowe funkcje falowe o postaci (1) e(2) a(3),
a(1) «(2) B(3), itd. Wszystkich mozliwych takich iloczynéw jest oczywiscie 22 = 8. Pod
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dzialaniem elementdw grupy S; funkcje te przeksztalcaja sig nawzajem w siebie i sa do siebie
ortogonalne. Tym samym tworza one zbidr funkcji podstawowych dla reprezentacji gru-
py Ss. Wyznaczyé, ile razy rézne reprezentacje nieprzywiedlne grupy S; wystgpujg w tej
reprezentacji. Czy brakuje ktorej$ z reprezentacji? Dlaczego? Podaj interpretacje fizyczna
faktow, na ktore sie tu natkneliSmy.

23. Przypusémy, e wszystkie osiem iloczynéw funkeji spinowych, na jakie natkneliSmy
si¢ w poprzednim zadaniu, s zdegenerowanymi funkcjami wlasnymi pewnego operatora A4,.
Wyobrazmy sobie, Ze A, zaburzone jest operatorem o postaci 4, = AP, +BPi3+ CP3s,
gdzie ‘operator P;; zamienia wspotrzedna i na j, i odwrotnie. Na przyktad

Ppoa(1) f(2)a(3) = «(2) (1) x(3).
Wykazaé, ze jesli uzyjemy reprezentacji'S; podanych w paragrafie 10.7, to macierz, jaka
nalezy diagonalizowa¢ dla obliczenia poprawek pierwszego rzedu do wartoéci whasnej 4o,
do ktérej nalezy naszych osiem funkcji iloczynowych, moze by¢ zapisana w postaci

1

E 0 0 0 0 0 0 0
O £ 0 0 0 0 0 O
O 0 F 0 0 0 0 0
0 0 0 E 0 0 0 0
0 0 0 0 £y Ep 0 0
0 0 0 0 Fp B 0 0
0 0 0 0 0 0 £ Ep
[0 0 0 0 0 0 Ey B

gdzice E = A+B+C, Ey =A—(B+C)2, E;;,=V3B-C)2 i E;=-E,
24, Gdyby$my w poprzednim zadaniu uzyli innej, ale unitarnie réwnowaznej dwawymia-

rowej reprezentacji grupy S;, to otrzymalibyémy inne warto$ci elementéw macierzowych

£y 'El , i E;,. Czy wplyngloby to na wartoSci wiasne macierzy z zadania 10.237

Dilaczego?
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— antysymetryczny 157

— d’Alemberta 34

— Hamiltona 116, 122-123, 149, 163, 174-175,
199, 200, 268, 274, 275, 280, 289

— hermitowski 123, 147, 148-149, 169, 177,
251-252, 274, 285, 286

— kreacji 126, 149, 194, 200

— momentu pedu 246, 269, 279-280

— parzystosci 257

— przesuniecia 135

— rzutowy 265

— samosprzezony 146-174, 164, 267

— symetryczny 147

— transponowany 156
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operator unitarny 177

operatory rdzniczkowe 24-36

ortogonalnodei warunek 12

ortonormalny zbi6r 9, 140, 141, 144, 151, 203-263,
285, 286

oscylater harmoniczny 122-126, 134, 149, 174-175,
197, 198, 199, 251, 268

Parsevala rowno$¢ 142, 151, 212, 284

— twierdzenie 238

Pauliego macierze spinowe 120, 132, 134

ped uogblniony 63

Poissona réwnanie 32, 33

pole 24

— skalarne 24, 28, 32, 33, 34, 35, 42

— wektorowe 24, 28, 32, 33, 34, 35, 42

potencjal wektorowy 83, 200

prawo relatywistycznego dodawania predkosci
197

przeksztatcenie izometryczne 150, 153, 154

— liniowe 96-97, 104, 114-115

— — normalne 157

— — odwrotne 98, 106, 114, 132

— ortogonalne 12, 17, 36, 150, 152

— podobieristwa 114-115, 161, 164

— symetryczne 146-148, 157

— unitarne 150, 161, 164

przestrzeni euklidesowa 139, 143

— funkcyjna 204

— unitarna 139, 148

— wektorowa 87

— — czterowymiarowa 199

— zerowa odwzorowania 122

— z iloczynem wewnetrznym 137

pseudoskalar 22, 108

pseudowektor 22, 38

punkt siodlowy 33

Rachunek wariacyjny 45

— zaburzen 183-195
rekurencyjne zwiazki 250
reprezentacja grupy 94
Riemanna calka 205

— funkcja zeta 233
Riesza-Fischera twierdzenie 207
Reodriguesa wzér 225

rotacja 29-31, 35

rozklad jednosci 267

réwnanie charakterystyczne 116, 118, 120
— dyfuzji 32

— falowe 33, 34, 69, 283

— Pprzewodnictwa cieplnego 32
rzad macierzy 122 ’
rzut wektora 11
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Schrodingera réwnanie 71, 81, 116, 122, 274
Schwarza nier6wno$é 143

skalar 7-9, 84

Sneliusa prawo 80

splot funkcji 239

sprzeZenie zespolone 71

stany stacjonarne 277

Stieltjesa catka 265

Stirlinga wzér 218

Sturma-Licuville’a uklad 228, 251-263, 285
slad macierzy 115-116, 118, 133

— tensora 41

Taylora szereg 222

tensor 3341

— antysymetryczny 38

— elektromagnetyczny energii-pedu 44
— kartezjafiski 17, 33-41

— kowariantny 19

— momentu bezwladnosci 39

— — kwadrupolowego 41

— — multipolowego 40

~— pola elekiromagnetycznego 43
— polaryzacji elektrycznej 39

— symetryczny 38

tensora kontrakcja 33

— skiadowe 33

twicrdzenie o wiriale 196

— 0 zupehosci patrz zupelnosé
— spektralne 267

Ultrakuliste wiclomiany parrz Gegenbanera wie-
lomiany
uogdlnione wspblczynniki Fouriera 211

Wartosé oczekiwana 149, 273, 287

— wlasna 71, 116-117, 119-125, 133, 134, 149,
152-161, 163-168, 170-175, 189-196, 198, 199,
200, 248, 254-255, 257, 259, 264-280, 287, 288

Weicrstrassa twierdzenie 219-223, 229, 242, 249,
263

wektor 7-8, 16-17

— aksjalny patrz pseudowektor

— polarny 21

— stanu 268

— wlasny 116-117, 119-125, 133, 134, 149,
152-157, 158-159, 162-168, 170-175, 189-196,
199, 200, 248, 254-255, 268-269, 272, 287,
288

wielomian charakterystyczny 116, 118, 158-159

wiezy 54-61

widmo 117, 162, 172, 173, 267, 288

— ciagle 173, 267, 272

— zdegenerowane 117, 162, 189-195, 199 ’




wspOiczynniki rozwinigeia patrz uogdlnione wspot- Zasada zachowania momentu pedu 79

czynniki Fouriera zbieznosé 207, 209-212, 222, 285
wspblrzedne krzywoliniowe 24-25, 27, 32, 34 zbidr ortonormalny zupelny 141, 143-145, 151,
— uogblnione 177 162, 210, 212, 223, 225, 231, 243-244, 263,
wymiar przestrzeni wektorowej 91-92 285
wyznacznik 106-113, 115, 121, 133, 140, 145, 152 zupetnosci warunek 212, 238

zupelnose 140, 207-214, 219, 223, 262, 285
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SKOROWIDZ DO TOMU DRUGIEGO

Amplituda rozpraszania 116, 137, 187-189, 207,
268
atom wodoru 77, 237, 261-262

Babineta zasada 137

Banacha przestrzeri 169-170, 202, 207, 208, 209
Bessela funkcje 72-74, 77, 135, 156, 161

— — sferyczne patrz sferyczne funkcje Bessela
— — zmodyfikowane 74

— nieréwnosé 183

— rdwnanie 72-74, 77, 153

Bohra promieri atomu wodoru 112, 236
Bolzano-Weierstrassa twierdzenie 198

Borna przyblizenie 117, 202, 251, 268

— szereg 165, 167, 184-186, 194-195, 203, 204

Cauchy’ego ciag 169, 209, 216
Cauchy’ego-Gouirsata twierdzenie 28-30, 51
Cauchy’ego-Riemanna réwnanie 11-12, 78, 80
— twierdzenie 26, 31

— wartos¢ glowna patrz warto$é gléwna calki
— wzOr calkowy 32-34, 79

Cayleya twierdzenie 279-280

charakter 299, 314, 334

cigeie gateziowe 19, 67, 85

cykle rozlaczne 277

Diraca funkcja delta 97-99, 142, 165, 203

— macierze 8

dyfrakcja 130-137

dyspersyjne zwiazki 41-50, 82

— — Kramersa-Kroniga 46

— — z jednym odjcciem 48

Element odwrotny 270-271

— sprzgzony 284

energia wiazania 203, 235

Eulera katy 333

Fale kuliste 115, 129, 132-137, 146, 159
fotony 134
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Fouriera calka 141, 258-259

— szereg 141, 200

— transformata 43, 84, 100, 101, 109, 110, 157,
159, 160, 258, 269

— twierdzenie o splocie 43

Fredholma alternatywa 192, 224, 239, 242

— metoda 263-265, 266

— wyznacznik 264

funkcja analityczna 7-14

— beta 69

— bledu 158

— caltkowita 12

— delta patrz Diraca funkcja delta

— falowa 203, 204, 207, 334

— gamma 69

— harmoniczna 13, 78+

— meromorficzna 56, 65; 193, 242

— schodkowa 85

— signum 99

— trygonometryczna 77

— wlasna patrz wektor wlasny

funkcjonat linowy 189, 207, 208

Gaussa rozklad 142-143

Greena funkcja 87-161, 242

— — opoOZniona 152-153

~— twierdzenie 26-27, 109, 159
grupa 270-271

— abelowa” 271, 310

— ciagla 290

— cykliczna 272-273, 315, 333

— ilorazowa 286-287, 333

— izomorficzna 272-275, 318, 333
— obrotow 296-298, 311, 326-329, 334
— permutacji 276-282, 333

— prosta 286

— transformacji 290

— translacji 333




Hadamarda nierdwnosc 264
hamiltonian 138, 186, 293

Hankela fuckcja 74

harmoniki sferyczne 112, 117, 126, 156, 235
Heaviside’a funkcja 88

Hermite'a funkcja 268

— rOwnanie 77

— wielomiany 76-77, 86, 268
Hilberta para transformat 38, 81, 82
— przestrzen 168, 176, 196, 199-200
Holdera nierdwnosé 203
homomorfizm 333

Iloczyn wewngetrzny 299
indeks podgrupy 333
izometria 212, 252-259

Jadro operatora 88, 164, 183-202, 203, 218, 239,
260, 261, 265, 266, 267

— separowalne 183-189

— skonczonego rzedu 189

Jordana lemat 64

Kat rozpraszania 117, 188
klasa 284, 314, 332, 333

— identycznosci 314-315

— réwnowaznosci patrz klasa
Kleina-Gordona rownanie 160
Kroneckera iloczyn 295

Lagrange’a mnoznik 231, 260

— twierdzenie 283

Laguerr¢’a rownanie 77, 85

— wielomiany 76-77, 85

Langevina funkcja 70

Laplace’a rownanie 12, 158

laplasjan 158, 333

Laurenta rozwinigcie 53-57

— twierdzenie 51-52

Legendre’a réwnanic 77

— wielomiany 74-77, 126, 156, 248

Leibnitza regula 120

liczby hiperzespolone 8

— zespolone 7-8

Liouville’a twierdzenie 35, 79-80

Lippmana-Schwingera réwnanie 114, 116, 137,
145, 155, 156, 157, 159, 204, 205, 247

Lipschitza warunek 179-181

Lorentza grupa 311

Macierz diagonalna 263

— hermitowska 91

Maxwella réwnania 78
metoda funkcji wagowej 205
Minkowskiego nierdwnosé 203

modutl 9, 251
Morera twierdzenie 30

Neumanna funkcje 74

— szereg pairz szereg Borna

norma funkcjonatu liniowego 208

— operatora 168-172, 202, 203, 260, 267
— wektora 168

Obszar jednospéiny 30

— wielospdiay 30

odwzorowanie konforemne 80

— odwrotne 258

— unitarne 252-25%

operator catkowy 164

— hermitowski 153, 158, 186

— idempotentny 171

— rzutowy 171-172, 200, 221

— samosprz¢zony 158

operatory zwarte 195-202

— — hermitowskie 210-222, 225, 259, 261, 262
oscylator anharmoniczny 180-182, 206
— harmeniczny 77, 206,

— — tlumiony 100

Paulicgo macierze spinowe 332, 334
Peano aksjomaty 8

permutacje 276-282

pochodne funkeji analitycznych 34-35
podgrupa 275, 332, 333

— inwariantna 285-287

— regularna 281

— sprzgzona 285

podstawowe twierdzenie algebry 36
— — analizy 31

Poissona réwnanie 111, 131

— wzor 80

potencjat kulombowski 112, 117, 176, 235
propagator 140

przediuzenie analityczne 58

przestrzen dualna 189, 208

— pedow 111, 116

przyblizenie eikonalne 205

— skofczonego tzedu 231-239

punkt rozgalezienia funkcji 19, 67, 85

Reguly wyboru 332

reprezentacja antysymetryczna 318

— grupy 293

— nieprzywiedIna 298-299, 301-304, 306-310, 318,
325-331, 333, 334

— przywiedina 298, 303

— regularna 293

— unitarna 299-301, 306, 319, 333

rezolwenta operatora 193, 223, 265, 266

341



Riemanna funkcja dzeta 71

— platy 17-23, 78, 79

— powierzchnia 19, 78, 79, 207
Riesza-Fischera twierdzenie 169

rozpraszanie 114, 205

réwnania liniowe 222-231

réwnanie catkowe drugiego rodzaju 163

-—— — pierwszego rodzaju 163

— dyfuzji 143

— falowe 150, 160

— przewodnictwa cieplnego 138, 143, 157, 158
Rutherforda réiniczkowy przekrdj czynny 117

Schidfli wzér calkowy 75, 76

Schrodingera réwnanie 111-112, 114-115, 118,
125, 128, 138, 144-145, 155, 156, 158, 159,
175-177, 186, 196, 207, 235, 261-262, 322

Schura lematy 301-308

Schwartza nierbwno$é 174, 203

sferyczna funkcja Bessela 74, 118, 1.20'129’ 156

— — Hankela 120-127

— — Neumanna 118, 120-127

Simpsona reguta 263

spinowa funkcja falowa 334, 335

stala dielektryczna 47

stan zwiazany 207, 261, 268

Stokesa twierdzenie 27

Sturma-Liouville’a uklad 74, 77

Taylora rozwiniecie 57-58

— twierdzenie 56

teoria residudw 59-71, 82, 83, 84, 266
— zaburzen 222-231, 323-326, 334, 335
— — Rayleigha-Schrédingera 230

transformacja liniowo ograniczona 170
~— sprzgzona 190-192

twierdzenie o residuach 59

-— 0 wartoéci éredniej 79, 80

— spektralne 221, 222

Unormowana przestrzes; wektorowa 168
— — — zupelna 169

Volterry réwnanie catkowe 164, 167, 178

Warstwa 282-288

warto$é gléwna catki 37-41

— wlasna 149, 185, 211-223, 232-218, 255-263
269, 302-303, 334, 335

warunek przyczynowosci 42

— rzeczywistoscl 45

Welerstrassa twierdzenie 196

wektor wlasny 147, 149, 211-223, 259, 260, 261
262, 269, 302-303

wielomian 35, 79, 196, 197

wrofiskian 106, 154

wspblezynnik absorpeji 47

— zalamania 46-50

wyznacznik 263, 264, 267

Yukawy potencjat 112, 117, 176-177, 188

Zasigg efektywny potencjaiu 189

— — rozpraszania 189

zbieznost jednostajna 56

— W sensie normy 168, 171-172

~— — — drednim 216

zwiazki ortogonalnodci 309-310, 316
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