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ROZDZIAL 1

WEKTORY W FIZYCE
KLASYCZNEJ

WSTEP

W rcvdziale tym przedstawimy pokrétce wiasnosci wektoréw i pél wektorowych
wystepujacych w fizyce klasycznej. Zrobimy to w sposob, ktéry umozliwi nam fatwe
przejécie do bardziej abstrakcyjnych rozwazan w nastgpnych rozdziatach. Celem naszym
jest wypelnienie luki istniejacej miedzy klasyczng tréjwymiarowa analizg wektoréw a for-
malizmem abstrakcyjuych przestrzeni wektorowych, bedacym jezykiem fizyki kwantowej.
Zanim jednak przejdziemy do szczegdlowego przedstawienia réznych pojeé w wielo-
wymiarowych przestrzeniach wektorowych, omdéwimy je wpierw w przypadku najprost-
szym — w przestrzeni tréjwymiarowej. Pozwoli to nam nastepnie nawiazaé do konkretnych
wyobrazen. Rozdziat ten bedzie zawieral takZze przeglad zagadmien fizyki klasycznej,
ktére mozna prosto i elegancko przedstawi¢ w jezyku analizy wektorowej, jezyku stwo-
rzonym wiasnie do tego celu. Naszym zadaniem jest jedynie wprowadzenic i przeglad
wlasno$ci wektoréw i pdl wektorowych, dlatego tez stosowany tu aparat matematyczny
nie bedzie.tak Scisty jak w nastepnych rozdzialach.

1.1. GEOMETRYCZNA I ALGEBRAICZNA DEFINICJA
WEKTORA

W podstawowym kursie fizyki szczegOlny nacisk kladzie si¢ na geometryczna postac
wektoréw. Wektor x jest poczatkowo przedstawiany jako ukierunkowany odcinek linii
prostej lub jako wielkoSC z okreslona diugosdcig i kierunkiem, jak na przyklad predko$é
i sitax, W ten spos6b wektor jest odrézniany od skalara, wielkosci okreslanej tylko jedna
liczba (na przykiad temperatury, entropii lub masy). W przestrzeni dwuwymiarowej
przedstawionej na rys. 1.1 pokazano trzy wektory o jednakowych diugosciach i kierunkach.
Wektory te tworza klasg¢ réwnowaznosci, ktéra moze byé reprezentowana przez wektor
wodzacy V,, ktérego poczatkowy punkt lezy w $rodku ukladu wspélrzednych. Stopniowo
bedziemy zastgpowaé te elementarna charakterystyke wektoréw i -skalaréw bardziej
podstawowg, lecz najpierw musimy rozwinaé odpowiedni do tego celu jezyk.

* Niektorzy autorzy odrézniaja pojecia kierunku i zwrotu wektora, W powyzszym ujeciu kierunek
zawiera zarazem i zwrot (przyp, thum.). .




Algebraiczny aspekt wektora wynika z jedno-jednoznacznego przyporzadkowania
wektorowi wodzacemu (wychodzacemu ze $rodka ukladu wspdlrzednych i reprezentuja-
cemu klasg¢ rodwnowaznosci wektorow) wspotrzednych jego punktéw kotcowych — upo-
rzadkowanej pary liczb rzeczywistych (x,, x,). Analogicznie, w przestrzeni tréjwymiarowe;j
geometryczny wektor wiazemy z uporzadkowang tréjka liczb rzeczywistych (x, x5, X3).
Liczby te nazywamy skiadowymi (wspdlrzednymi) wektora. Wektor taki mozemy krétko
zapisywacé jako x;; zapis ten oznacza, Ze { zmienia si¢ od 1 do 3. W przestrzeni o wymiarze
wigkszym niz 3 nadal przypisujemy wektorowi algebraiczny zapis w postaci uporzadko-
wanej n-tki, tzn. uporzadkowanego ciaggu » liczb rzeczywistych (x,, x,, ..., x,). Pomiino,
ze dla n wigkszego niz 3 nie mozemy konstruowaé realnych wektoréw, bedziemy jednak
dla tego r-wymiarowego uogodlnienia zachowywaé jezyk geometryczny. Formalny opis
wlasnosdci tych abstrakcyjnych wektoréw, ktore maja zasadnicze znaczenie w mechanice
relatywistycznej i kwantowej, bedzie treScig rozdziatéw 3 i 4. W niniejszym rozdziale
skupimy uwage na przypadku tréjwymiarowym,

X N
(1,3

(-2,2) \

W o 3.0

(0,0) Vq\ Xt
L N2, =)

Rys. 1.1. Trzy rOwnowazne wektory w przestrzeni trojwymiarowej

Mamy wigc dwa uzupelniajace sie opisy wektora: geometryczny lub inaczej fizyczny
i algebraiczny. Odpowiadaja one planimetrii (lub stereometrii) i geometrii analitycznej.
Najpierw wprowadzono opis geometryczny i utrzymywal si¢ on przez stulecia, do czasu
gdy Kartezjusz stworzyl geometri¢ analityczna. Wszystko, co mozna udowodnié geo-
metrycznie, mozna réwniez wykazac algebraicznie, i na odwrdt. Lecz dowéd danego
twierdzenia moze by¢ duzo prosciej przeprowadzony w jednym jezyku niz w drugim.

Jezyk algebraiczny jest duzo prostszy niz jezyk geometryYczny; prowadzi do latwiejszego
formulowania réznych zagadnied niz mozna to byloby zrobi¢ przy uzyciu jezyka geome-
trycznego. Na przyklad, styczna do krzywej w danym punkcie moze by¢ bardzo prosto
zdefiniowana w jezyku algebraicznym, co ulatwia dalsze badania wielu probleméw opie-
rajacych si¢ na tym waznym pojeciu.

Niels Bohr powiedzial kiedys, ze nigdy nie uznat mysli filozoficznych za zrozumiale,
dopoki nie przedyskutowat ich sam zaréwno w jezyku niemieckim, francuskim, angielskim
jak i w ojczystym dunskim. Podobnie i my poglgbiamy zrozumienie geometrii, gdy mozemy
spojrzeé na jej podstawowe twierdzenia zaréwno z geometrycznego jak i algebraicznego
punkiu widzenia. Jest to réwniez prawda w odniesicniu do badania wektoréw. Duzo
atwiej jest postugiwaé si¢ algebraicznym opisem analizy wektorowej pomijajac fizyczna,
geometryczng interpretacje operatoréw rézniczkowych. Sprébujemy znalezé fizyczny sens
tych operatordw, jak réwniez zbadamy ich algebraiczne dziatanie. Podstawowe operatory
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analizy wektorowej wystepuja we wszystkich dzialach fizyki, dlatego warto rozwijaé
fizyczny obraz dzialania tych operatoréw. Chodzi bowiem o to, bysmy wiedzieli, jakie
wlasnosci pél skalarnych i wektorowych ,,mierza” te operatory.

1.2. ROZKELAD WEKTORA NA SKEADOWE

Jednym z najwazniejszych zagadnienn wektorowych jest rozklad wektoréw na skladowe.
Bedzie on gléwng trescia rozdziatu 5, w ktdrym zajmiemy si¢ przestrzeniag Hilberta —
uogdblnieniem przestrzeni wektorowej na nieskonczenie wiele wymiaréw. W przestrzeni
tréjwymiarowej kazdy wektor x moze by¢ wyrazony w postaci kombinacji liniowej do-
wolnych trzech niekomplanarnych wektoréw*. Tak wigc x = aV,;+pV,+yV;, gdzie
o, B 1 p sa skalarami. Jezeli oznaczymy dlugo$é wektora x przez |x|, wtedy «|V,], B|V,l
1 y|V3| beda skfadowymi wektora x w kierunkach V,, V, 1 V3. Trzy wektory V, V, 1V,
nie musza byé prostopadle do siebie — kazde trzy niekomplanarne wektory tworza baze,
a kazdy wektor moze by¢ wyraZzony przez wektory bazy. Najczeéciej jednak wybiera si¢
wektory bazy prostopadie do siebie. W tym przypadku baze nazywamy ortogonalng, w
pozostatlych przypadkach mamy baz¢ sko$na. My bedziemy si¢ zajmowaé prawie
wylgcznie bazami ortogonalnymi.

Szczegblnie czgsto uzywana bazg wektordw jest baza kartezjariska skladajaca sie
z trzech prostopadiych do siebie wektoréow o diugosci jednostkowej. Wektory tej bazy
zachowuja te same kierunki we wszystkich punktach przestrzeni. W tym rozdziale bedziemy
oznaczaé wektory jednostkowe litera e, zgodnie z ta umowa baza kartezjanska to zbior
(e;, e,, €3) pokazany na rys. 1.2. Baz¢ taka nazywamy baza ortonormalnq, poniewaZ
wektory jej sg do siebie ortogonalne i znormalizowane (maja jednostkowy dlugosc). Nie
bedziemy tutaj odrézniadé pojecia ,,bazy” od pojecia ,,ukladu wspéirzednych”. Baza

.

€3

ey \

) X2
pee
Rys. 1.2. Baza kartezjaiska prawoskretna (prawoskretny ukiad wspoirzgdnych)

z rys. 1.2 jest prawoskretna, to znaczy, Ze jeZeli ustawimy palce prawej reki w kierunku do-
datniej osi x,, a nastgpnic zamykajac dlon ustawimy je w kierunku dodatniej osi x,,
odstawiony kciuk powinien wskazywa¢ dodatni kierunek osi x;. JeZeli ktérys z wektordw
bazy jest odwrécony, mamy bazg¢ lewoskretng. Matematyczna definicja skrgtnosci bazy
bedzie podana w § 1.5.

Dowolny wektor moze byé wyrazony w przedstawionej tu bazie kartezjaiskiej: x =
= x,e,+x,e,+x;€3. Tutaj x; jest i-tg sktadowa wektora x w tej bazie (i'= 1, 2, 3).

* Sa to wektory nie lezace na jednej plaszczyZnie (przyp. tlum.).




!stnicje wiele innych ortonormalnych uktadéw wspéirzednych, na przykiad walcowy,
Jeryezny i inne uklady krzywoliniowe, ktore moga znacznie uproécié¢ rozwiazywanie
problemdéw o specjalnych wiasnosciach symetrii. Bedziemy o tym méwi¢ w § 1.7.

1.3. ILOCZYN SKALARNY

lloczyn skalarny (inaczej iloczyn wewnetrzny' lub iloczyn z kropka) dwu wektoréw

X iy jest to liczba rzeczywista zdefiniowana w jezyku geometrycznym réwnaniem
Xy = |x| |y|cos®,
gdzie @ jest katem miedzy dwoma wektorami, mierzonym od x do y. Poniewaz cos@ jest
tunkcja parzysta, iloczyn skalarny jest przemienny:
Xy =Yy-X.
Co wigcej, iloczyn skalarny jest rozlyczny ze wzgledu na dodawanie
X (y+2z) =x"y+x-zZ.

Rownanie to ma postaé znana z algebry, w ktérej prawo rozlacznoscei przyjmujemy jako
podstawowy wlasnosé liczb. Dla czytelnika bedzie pouczajace dojs¢ do tego wniosku
przy pomocy konstrukcji geometrycznej. ’

Rownosé x - ¥y = O nie oznacza, ze jeden lub oba wektory sa réwne zeru. Moze tak by¢ row-
niez wtedy, gdy wektory sa prostopadle. Zauwazmy, Ze dlugosé wektora x jest dana wzorem

x| = x = (x x)!*2 .
(poniewaZz cos® = | dla & = 0). W szczegdlnosci, dla wektoréw bazy kartezjanskiej
many
[ Cj = 15;,-,

gdzie o;; jest delta Kroneckera zdefiniowang nastgpujgco
X {1, Jezeli i=}j, (1.1
Qi = ) T . .
Yo, jezeli i (1.2)

Jezeli wyrazimy dwa dowolne wektory x 1y w bazie kartezjanskiej

X = X;€,+X,€e;+X3€3 = Xi€;,

INSE

1

-
il

Y=re,+ye+pse; = Yi€i,

INgl

1

X-y= (2 xiei) . (Z}’jej) = inyjei'ej = iny.jfsij = inyi° - (L3
i 7 irj iHJ

i j i

-
H

wtedy

7
Wykorzystaliémy tutaj rozlgcznos¢ iloczyndow skalarnych; symbé)l Z oznacza Z‘ Z ,
To ostatnie wyraZenie moze byé traktowane jako algebraiczna definicja li’ljoczynu skal;rrjxego.
Wynika stad, ze dlugos¢ wektora wyraza sie przez |x| = (x-x)2 = (Z x2)M?. Roéw-
nanie to przypisuje kazdemu wektorowi liczbe, zwang j‘ego dtugoscia. Widzfmy, ze pojqéie
diugosci nie musi byé¢ traktowane jako nieroziacznie zwiazane z pojeciem wektora, jest
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ono raczej konsekwencja definicji iloczynu skalarnego w przestrzeni abstrakcyjnych
wektoréw. W rozdziale 3 bedziemy badaé abstrakcyjne przestrzenie wektorowe, w ktorych
w ogble nie bedziemy wprowadzaé pojecia dlugosci. Nastepnie w rozdziale 4 dolaczymy
do tych przestrzeni iloczyn wewnetrzny (lub skalarny) i skupimy nasze rozwazania na tak
wzbogaconej strukturze.

Wprowadzimy teraz skrét notacyjny, znany pod nazwa umowy sumacyjnej Einsteina.
Einstein w swej pracy nad-wektorami i tensorami zauwazyl, ze ilekro¢ wykonujemy sumo-
wanie po danym wskazniku, wskaznik ten pojawia si¢ dwukrotnie w sumowanym wyrazZeniu,
i na odwrét. Mozna wiec po prostu opuscié znak sumy, rozumiejac, Ze wyrazenie typu x;y;
oznacza sumowanie po powtérzonym wskazniku od 1 do (w naszym przypadku) 3. Jezeli
w wyrazeniu pojawia si¢ dwa rézne powtarzajace sic wskazniki, oznacza to, Ze nalezy
wykonaé dwa sumowania. Einstein w liScie Zartobliwie wyrazit sie o tej swojej obserwacji
Jjako o wielkim odkryciu matematycznym. JeZeli jednak kto$ si¢ nie zgadza z tym okresle-
niem, niech sprébuje obejsé sie bez tego odkrycia! (Inna anegdota z tym zwigzana podaje,
ze to drukarz skladajacy Einsteinowi jaka$ prace zauwazyl, Ze mozna pomingé znak
sumowania).

W catym tym rozdziale bedziemy przyjmowaé umowe sumacyjng Einsteina. Stosujac
t¢ umowe¢ mamy na przyklad

X = X;€j,
Xy = XY;05 = Xiyi = X
X e = x;€;¢; = x;0; = x;.
Ostatnie réwnanie definiuje skladowa x w kierunku e;; wielko§é x - e; jest réwniez nazy-
wana rzutem wektora X na of e;. Zbior liczb {x;} nazywamy przedstawieniem (lub
wspdlrzednymi) wektora x w bazie (lub ukladzie wspétrzednych) {e;}.

1.4. OBROTY UKEADU WSPOERZEDNYCH:
PRZEKSZTALCENIA ORTOGONALNE

Bedziemy si¢ teraz zajmowaé zwigzkami mi¢dzy skladowymi wektora w dwéch réznych
bazach kartezjaniskich o wspélnym Srodku (rys. 1.3). Kazdy wektor x moze by¢ roztozony
na skiadowe zaréwno w bazie K jak i K’. Na przyklad, w bazie K mamy

x = (X-¢)e; = xje;,° (1.4)

A
1
1
!

Rys. 1.3. Dwie rdézne bazy kartezjanskie o wspolnym poczatku. Wektor x moze by¢ wyrazony w kazdej
z tych baz
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gdzie zastosowaliSmy umowe sumacyjng. W szczegolnosci, jezeli x = e} (i = 1, 2, 3),
mozemy wyrazi¢ bazg primowang przez bazg¢ nieprimowang:
) e’i= (e;‘ej)ean,-jcj (j= 1,2,3). (15)
Réwnanie (1.5) definiuje nam dziewieé wiclkosci a;;; sg to cosinusy kierunkowe katéw
migdzy szeScioma osiami. Liczby tc moga by¢ zapisane w postaci macierzy kwadratowej

Ayy Ay 013]
R=(a)) = ! az dzz Qa3

(1.6)

G3; 432 d33

Macierz R jest znana pod nazwg macierzy obrotu w tréjwymiarowej przestrzeni, opisuje
ona bowiem konsekwencje przejicia od jednego ukiadu do drugiego (obréconego).
Zauwazmy, ze definiujac elementy macierzy przez réwnoéé

ay = i .70
przyjelismy okre§lona konwencje. MogliSmy jednak réwnie dobrze zdefiniowac elementy

macierzowe g;; nastepujaco

’

L
&4j = €
Prawie wszyscy autorzy stosuja konwencje (1.7a), ale jest to dowolny wybdr, catkowicic
konsystentnc rozwiniecie tcorii moze bazowaé na definicji (1.7b). T tak w teorii abstrak-
cyjnych przestrzeni wektorowych macierze definiuje sie czeSciej w oparciu o réwnanie
(1.7b) niz w oparciu o (1.7a). Niemniej jednak przez zastgpienic g;; przez a; w réwnaniu
(1.6) i rownaniach, ktére niebawem wyprowadzimy, mozemy przechodzi¢ od jednej kon-
wencji do drugiej. W rozdziale 4 bedziemy jeszcze raz badaé te kwestie w bardziej ogdlnym
ujeciu, co pozwoli na prostg i pelna systematyzacje probiemu.
Jest rzecza oczywista, Ze elementy macierzy cbrotu nic sa ni¢zalezne. Poniewaz wektory
bazy sa ortonormalne, z roéwnania (1.5) wynika, zc .
(Sij = e’i' e;' = aik(ek : e}) = 0y Q. (18)
Réwnanie (1.8) sktada sie z dziewigciu rownan, z ktérych tylio szesé rézni si¢ migdzy soba.
Kazde z tych réwnan zawiera sume trzech cziondw kwadratowych. Pozostawiamy czytel-
nikowl pokazanie (przez wyrazenie wektordw nieprimowanych w bazic primowanc)
1 wzigcie iloczyndéw skalarnych), Zze zachodzi réwnicz zwiazek
Qpidyg; = 45,‘;‘. (1.9)
Roéwnania (1.8) i (1.9) nazywamy relacjami ortogonalnodci; odpowiednic przeksztalcenia
(1.5) nosza nazwe przeksztalcesi ortogonalnych.
W przestrzeni n-wymiarowej macierz obrotu bedzie miata 7? elementow, relacje

ortogonalnosci daja =5 (n%+n) zwiazkdw micdzy tvmi elementami, co pozostawiamy do
sprawdzenia czytelnikowi. Tak wigc

N B !
e, (= +n) = l (n~1)

elementow «;; jest dowolne. W przestrzeni dwuwymiarowej pozostawia to jeden parametr
wolny: mozemy przyjaé, Ze jest to kat obrotu. W przestrzeni tréjwymiarowej wystgpuja
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trzy stopnie swobody odpowiadajace trzem kgtom Eulera stosowanym do opisu potozenia
ciafa sztywnego.

Réwnanie (1.5) razem z warunkami ortogonalnosci méwi nam, jak wyrazaja sie wektory
bazy pierwotnej w bazie obréconej. Teraz mozemy zapytac, jak zmieniaja si¢ wspStrzedne
wektora w bazie K przy przejsciu do bazy K’ i na odwrét.

Kazdy wektor x moze by¢ przedstawiony zaréwno w bazie K (x = x;e;) jak i w bazie
K’ (x = xje;). Wyrazimy najpierw wspdirzedne x; wektora x w bazie e; przez wspétrzedne
x; tego wektora w bazie e;. Stosujgc (1.5) mamy

X = Xx;¢; = X/a;;€; = xje;. (1.10)
Teraz z uwagi na to, Ze wektory bazy sg ortogonalne, mozemy identyfikowaé ich wspdt-
czynniki w réwnaniu (1.10):
X; = a,'szf. (111)
(Sci$lej biorac, jezeli'a;e; = fi¢; to (o;—f;)e; = 0. Poniewaz jest to suma, z powyZszego
réwnania nie wynika automatycznie, Zze %; = ;. Jednakze, mnozac skalarnie to réwnanie
przez e; otrzymujemy (x;—f8;)d; = 0, a stad a; = ).

Aby otrzymaé transformacj¢ odwrotng, mozemy oczywiécie powtdrzyé powyzsza
procedurg wstawiajac wektory nieprimowane. To znaczy, zamiast stosowaé réwnanie
(1.5) mozna zastosowa¢ odpowiednie réwnanie na wektory bazy nieprimowanej

e = (e;  e)e; = a;ej.
Jednakze, przy uzyciu warunkow ortogonalnosci moZemy otrzymaé ten wynik bezpo-
$rednio z (1.11). MnozZac to réwnanie przez a;;, sumujac po j i stosujac (1.8) otrzymamy
zwigzek
U Xj = ;X = B x; = Xy, (1.12)

ktéry wyraza primowane wspélrzedne przez nieprimowane.

A

Rys. 1.4, Obrét w przestrzeni dwuwymiarowej lub obrét w przestrzeni tréjwymiarowei wokot osi xs,
prostopadiej do osi x;, x,, x; i x5

Podsumowujgc, mamy nastgpujace zwigzki
X = xje; = xje;,
e = a;e;, & = aje], (1.13)

’ 7
Xi = Qij Xj, Xi = @;; X,

A jx = Qg ay; = é«’j-




Réwnania te przedstawiaja wspdlrzedne jednego wektora wyrazone przez wektory dwu
roéznych baz, e; i el. Tak wigc wektory bazy nieprimowanej mogg by¢ wyrazone przez
inna (primowana) bazg; a;; jest j-ta sktadowa wektora e;, wyrazona w bazie nieprimowanej,
a aj; jest j-ta sktadowa wektora -¢; wyrazona w bazie primowanej.

Przyklad L.1. Dwuwymiarowa macierz obrotu. W réwnaniu (1.5) i réwnaniu (1.6)
zdefiniowali§my elementy macierzy obrotu. Dla przypadku dwuwymiarowego mamy
cztery wspolczynniki: a;; = (e} - e;), gdzie /,j = 1,2. Z rys. 1.4 wynika, Ze

cosg sin(p] (1.142)

(@) = ’_—sinqp cosg
Pierwszy wskaZznik okresla wiersz, drugi kolumng clementu a;;. Ta macierz obrotu méwi
nam, co si¢ dzieje ze skfadowymi wektora x, kiedy przechodzimy od bazy e; do nowej
bazy e; przez obrét bazy o kat (+¢) przeciwny do kierunku ruchu wskazéwek zegara.
Z rownania (1.13) wynika, Ze skladowe x; wektora x w bazie e; i skladowe x] tego samego
wektora w bazie e} sa zwigzane réwnaniem x| = @;;x;; wypisujac w pelni -

X{ = COSQPXp+singx,,

) ] ' - : (1.15a)
X3 = —singx, +cosgx,.

Tutaj x; i x; sa skladowymi pojedynczego wektora w dwoch bazach. Wektor x zachowuje
si¢ pasywnie wowczas, gdy baza, w ktdrej go przedstawiamy, obraca sieg.

Ale istnicje réwniez inny sposdb interpretacji. Mozemy uwazac x; za skladowg wektora
X, a x; za skladowg innego wektora X' otrzymanego przez obrot wektora x o kat (—g).
Niech X = {e;} bedzie poczgtkowg baza i niech X’ = {e;} oznacza baz¢ otrzymang przez
obrdt wektordw bazy X o kat (+¢). Skladowe wektora x* w bazie X sg liczbowo rowne
skladowym wektora x w bazie X’. Rozumowanie to stanie si¢ bardziej zrozumiale, gdy
sporzadzimy odpowiedni rysunck. W wyniku obrotu wektora o kat (—¢) otrzymujemy
nowy wektor o sktadowych w starej bazie réwnych skfadowym poczatkowego wektora
w nowej bazie.

Tak wigc réwnania, ktére opisuja transformacje aktywnq jednego wektora w nowy
wektor, obrécony wzgledem pierwszego o kat (+¢), otrzymuje si¢ przez wstawienie kata
{—¢) w rownanie (1.15a), ktére daje teraz

.\ll = C.OSV'\IA singx,, (1.162)
X, = sing.x, +Ccos@x,.
Tutaj x; i x; odpowiadaja skladowym dwoch wektorow w okreslonej bazie. Zauwazmy,
ze réwnanie (1.16a) moze byé zapisane w postaci

x; = aj; Xj, ([IGb)
gdzie a;; sy zdefiniowane w réwnaniu (1.14a).

Jezeli teraz wprowadzimy macierz obrotu fransponowang do (a;;), to znaczy, jezeli
zastosujemy rownanie (1.7b), wtedy otrzymamy zamiast wzoru (1.14a) wzér

cos —sin
aj; = [ o7 (p], (1.14b)
sing cos@
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a zamiast rownania (1.15a), dla skladowych jednego wektora w dwu réznych bazach>
réwnania

x;=a;x; lub  x; = a;;x], (1.15b)
oraz rOwnania

x;=ayx; lub  x = a;x], (1.16¢)
zamiast réwnania (1.16b) dla skladowych transformowanego wektora w pewnej bazie.

Macierz obrotu (1.14a) mozemy rozszerzy¢ na przypadek tréjwymiarowego obrotu
wektoréw bazy wokol osi x;. Oznaczajac t¢ macierz przez R(p) otrzymujemy

cose sing O

R(p) = (a;) = | —sinp cosp Of. (1.17)
0 0 1

Przyklad 1.2. Tréjwymiarowa macierz obrotu R(p,©,y). Przypu$émy, Ze chcemy
przej$é do ukladu wspdirzednych, w ktérym nowa o$ z, x;, jest dowolnie wybranym
kierunkiem, powiedzmy wzdluz wektora V przedstawionego na rys. 1.5, Taki obrét moze
by¢ zlozony z dwoch obrotow trojwymiarowych wokot osi, takich jak dyskutowane w przy-
kiadzie 1.1. Obrocimy najpierw uklad wspodlrzednych o kat ¢ w kierunku przeciwnym
do kierunku wskazéwek zegara wokdt wspdlnej osi x;—x;. Otrzymamy wtedy

e:’= a;;€;, . (1.18)

Rys. 1.5. Wektor V Wyznaczajacy o§ z obroconego ukladu wspéhrzednych

elementy a;; sa podane w réwnaniu (1.17). Obrécimy teraz uklad o kat @ zgodnie z kie-
runkiem ruchu wskazéwek zegara, to znaczy, o kat —@ w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara, wokot osi x;. (MogliSmy réownie dobrze dokona¢ obrotu wokét osi x;,
lecz zazwyczaj stosuje sie te kolejnosé). Obrotowi temu odpowiada macierz

cos®@ 0 —sin@
bp=| O 1 0 , (1.19)
sin@ 0 cos@
za$ wektory nowej bazy wyrazone w bazie nieprimowanej sa réwne
‘ e; = be;.
Teraz stosujac réwnanie (1.18) mamy
e;l = bi_,-ajkek. (120)
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Aby przejs¢ bezposrednio od nieprimowanego ukfadu do ukiadu podwdjnie primo-
wanego, musimy zna¢ wspétczynniki ¢ w réwnaniu
e;, = CirCx- (1.2])
Znajomo$¢ tych wspdlczynnikow jest réwnowazna znajomosci trdjwymiarowej macierzy
obrotu. Z réwnan (1.20) 1 (1.21) widaé, ze

cix = bya. (1.22)

Wrykorzystujac ten rezultat oraz macierze (1.17) 1 (1.19) mozemy wyliczyé elementy ¢;;.
W rezultacie otrzymujemy nastepujaca macierz obrotu
cospcos@ singcos@® —sin@’
R(p,P) = (cy) = | —sing  -cose 0 ) (1.23)
cosgsin®@ singsin®@  cos@
Ta macierz obrotu zawiera macierz R(¢) (wzér (1.17)) jako szczegdlny przypadek dla
@ = 0. Tak wiec R(p, 0) = R(p). Réwnanie (1.22) jest szczegdlnym przypadkiem ogdinej
operacji mnozenia macierzy, ktéra bedzie dokladnie omdwiona w rozdziale 3. Skladowe
wektora x w bazie e; i sktadowe tego samego wektora w bazie e]’ sg zwiazane ze sobg
rownaniem
.\';l = Ci; Xj. (124)
Macierz obrotu R(p, @) nie reprezentuje najbardziej ogdlnego obrotu. Mozliwy jest
jeszcze jeden obrot — przeciwny do kierunku ruchu wskazowek zegara o kat ¢ w plasz-

e 1y

czyznie xy x5 wokol osi x3. Ten trzeci obrét opisywany jest przez macierz
cosy siny O
(di)) = | —siny cosy O
0 0 1.

Pelny obrét, ktdry moze byé otrzymany przez ziozenie tych trzech obrotéw wokot osi
odpowiednio o katy @, @ i v, opisuje macierz obrotu, ktérej clementy sa dane przez:
[R(w, O, p)li; = dubnay;. _

Czytelnik moze sprawdzic, ze wypadkowa macierz ma posta¢ nastepujaca: R(p, @, ) =
cosgcos@cosy—singsiny  singcos@cosy+cosgsing  —sin@cosy’

= | —cospcosOsiny—singcosy —sinpcos@siny+cospcosy sin@siny |. (1.25)
cosgsin® singsin® cos®@ .

Wystepujace tu katy ¢, O, v nazywamy kqtami Eulera. Podaje sig bardzo rézne definicje

tej macierzy — male jest prawdopodobieristwo, ze macierze pelnego obrotu podane przez

dwéch réznych autoréw beda takie same. Zauwazmy, ze R(p,0,0) = R(p,0)

i R(p,0,0) = R(¢). Czytelnik moze przy okazji zapamigta¢, ze wyznacznik macicrzy

R(g, @, ) jak i wszystkich innych macierzy obrotu jest rowny [. Pokazemy to w roz-

dziale 4. '

Poczatkowo wprowadzilismy wektor jako uporzadkowang tréjke liczb, Prawo transfor-
macyjne wyrazajace skladowe wektora w jednym ukladzie wspdirzednych przez jego
skladowe w innym ukladzie méwi nam, Ze jezeli ograniczymy si¢ do fizycznych wektoréw,
to przy obrocie ukladu wspotrzednych (K — K’) wektor bedzie miat w obroconym ukladzie
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skladowe o innych wartosciach liczbowych. Tak wiec jesteSmy zmuszeni uznaé, ze w rzeczy-
wistosci wektor jest czym$§ wigcej niz uporzgdkowang trdjka liczb. Jest to raczej zbior
uporzadkowanych trojek zwigzanych ze sobg w okreslony sposéb. Mimo to mozna okre§laé
wektor przez podanie trzech uporzadkowanych liczb, lecz nalezy pamigtaé, Ze ta tréjka
liczb jest wyrdzniona w dowolnym zbiorze trdjek liczb przez wiaczenie jako czesci definicji
prawa transformacji przy obrocie ukladu wspéirzednych. To prawo méwi, jak zmienia si¢
kazdy wektor, gdy zmienia si¢ uktad wspétrzednych. Tak wiec wektor fizyczny moze byé
reprezentowany przez nieskoriczenie wiele uporzadkowanych trojek liczb. Konkretna
tréjka zalezy od orientacji ukiadu wspdlrzednych wzgledem obserwatora. Jest to bardzo
wazne, poniewaz rezultat fizyczny musi by¢ taki sam, niezaleznie od miejsca obserwacii,
tzn. niezaleznie od orientacji ukladu wspétrzednych. Tak bedzie, jezeli dane prawo fizyczne
zawiera wektory po obu stronach réwnania. Zatem z tego punktu widzenia prawo tran-
sformacyjne (1.11) 1 warunek ortogonalnosci (1.9) moga by¢ uzyte do definiowania wek-
torow. Jest to naturalny punkt wyjscia do analizy tensorowe;j.

Z tego, ze transformacje ortogonalne sg liniowe i jednorodne wynika, ze suma wek-
torow jest wektorem i bedzie si¢ transformowaé przy transformacjach ortogonalnych
zgodnie z (1.11). Tak wiec, jezeli w jednym uxladzie jest spelnione réwnanie x = ay
(np. F = ma), gdzie x jest skalarem, to jest ono speilnione w kazdym ukladzie, ktéry jest
zwigzany z poczatkowym ukiadem przeksztalceniem ortogonalnym. Moze czytelnik zechce
przeprowadzi¢ formalny dowdd tego twierdzenia.

Udowodnimy teraz proste, ale bardzo wazne twierdzenie.

Twierdzenie. Iloczyn skalarny jest niezmienniczy wzgledem przeksztalcefi ortogonalnych.
Dowdd. Widaé, ze to twierdzenie jest na pewno prawdziwe, jezeli badamy geometryczna
definicje iloczynu skalarnego, gdyz diugosci wektoréw i katy miedzy nimi nie zmieniaja
si¢ podczas obrotu osi. Algebraiczny dowdd jest mniej przejrzysty, ale pozwala na kilka
waznych uogdlnieri. Mamy bowiem

X'y = Xjyi = ayXjQaVr = @ij@nXiYe = OpX;yx = X;¥; = X'Y,

co stanowi dowdd twierdzenia.
A wiec skalary ¢ sa niezmiennicze wzgledem obrotéw

¢ =9, (1.26)
a skiadowe wektora przeksztalcaja sig zgodnie z
X; = a;;X;. (1.27)

Moina bardzo latwo rozszerzyé te pojecia 1 wprowadzi¢ tak zwany tensor kartezjarski
drugiego rzedu. W przestrzeni trojwymiarowej jest to zbior 9 sktadowych 73, ktére przy
przeksztalceniach ortogonalnych zachowuja si¢ zgodnie z nastepujacym prawem

, ,
Tij = ax’majnTmn-

Wektor jest tensorem pierwszego rzedu, a skalar jest tensorem rz¢du zerowego. Uogélnienie
na tensory wyzszego rzedu jest oczywiScie mozliwe, ale odkladamy dalsza dyskusje tych
zagadnien do § 1.8.

Znaczenie opisywania tych wielkoSci poprzez ich wlasnosci transformacyjne wigZe sig
z zadaniem, by teorie fizyczne byly niezmiennicze wzgledem obrotéw ukiadu wspdtrzed-
nych. Odchylenie osi wspéirzednych nie moze wplynaé na uzyskiwane przez nas wyniki
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fizyczne. Méwiac inaczej, obserwatorzy $ledzacy sytuacje w réznych ukladach wspétrzed-
nych musza si¢ zgadza¢ co do wszystkich fizycznych rezultatow. Na przyklad, mozemy
obserwowag lot pocisku (rys. 1.6) zaréwno z ukladu X jak i K'. W ukladzie K drugie prawo
Newtona moéwi, ze F = ma i mamy nastgpujace roOwnania ruchu

mx, =0, mXx,= —mg.
A ! Sita cigzenia
ye X‘/;(' ‘
/ _mg
Vo
yl
< G}
K
- N d 7 X1
9

Vo= predkosé wylotu
Rys. 1.6. Paraboliczny tor pocisku obserwowany w ukiadach wspotrzednych K i K’
®
Przyjmujac poczatkowe warunki (¢ = 0)
x0 =0, i=1,2,
x,(0) = vyc0s0,
5C2(0) = vosin@,
znajdujemy tor w ukiadzie K
—8 2
=—°__ tgOx, .
*2 = S0Zcos?O *iHigtx

W ukladzie K’ prawo Newtona ma postac F’' = ma’ i rownania ruchu s3 dane przez
mX; = —mgsin@, mX; = —mg cosO.
Poczatkowe warunki sa nastepujace:
x 0 =0, i=1,2,
jcl (0) = Vo,
*,(0) = 0,
a tor jest dany réwnaniem

7xr 1/2
X) = x3tg@+y, | ——32
1 21g0+ o( 20050

Czy réwnania te wyrazone w zmiennych primowanych i nieprimowanych opisujg ten sam .
fizyczny tor? Oczywiscie, inaczej bowiem prawa Newtona nie dostarczalyby opisu nie-
zaleznego od ukladu. Pozostawia sie czytelnikowi rozproszenie watpliwosci, czy wszystko
jest w porzadku. '

Mozna postawié sobie wazne pytanie, po co to wszystko si¢ robi. Gdzie dokladnie
w prawie Newtona wbudowana jest niezalezno§é od ukladu w przypadku, gdy mamy
obracajgcy si¢ ukltad wspodlrzednych? OdpowiedZ na to jest nastepujgca: dwa wektory,
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ktore sa rowne w jednym ukladzie, powiedzmy K, sg réwne i w obracajacym sig¢ ukladzie
K'. Gwarantyje to liniowy, jednorodny charakter praw transformacyjnych dla sktadowych
wektora. Zamiast otrzymaé réwnania ruchu w K’ przez obserwacje fizycznej sytuacji
w tym ukladzie, moglibySmy otrzymac t6 z réwnan rucku danych w K przez zastosowanie
macierzy obrotu do odpowiednich wektoréw — sit i przyspxeszen Jest rzeczg pouczajaca
wyprowadzi¢ to cho¢ raz w Zyciu.

Najistotniejszym punktem jest tu fakt, Ze po obu stronach réwnania wystepuja wielkosci
wektorowe; tak wigc przy obrotach wektordw bazy obie strony transformuje si¢ w jednako-
wy sposob. Jezeli po jednej stronie bylyby dwie liczby, ktére pozostaja stale podczas
obrotu (takie dwie liczby nie moglyby by¢ skladowymi wektora), podczas gdy druga
strona transformowalaby si¢ jak wektor, réwnanie miatoby rézne przewidywania. Swiat
jest niezalezny od nachylenia naszego ukladu wspéirzednych i my od poczatku wlaczamy
te izotropi¢ przestrzeni w nasze teorie w zaloZeniu, Ze wszystkie cziony réwnania musza
byé tensorami tego samego rzedu: np. tensorami drugiego rzedu, wektorami lub skalarami.

Innym punktem godnym uwagi-jest fakt, Ze poniewaz otrzymujemy takie same rezultaty
fizyczne w kazdym ukladzie, mozemy rozwigzywaé problemy w takim ukladzie, w ktérym
rozwiazuje si¢ je najprosciej — w naszym przypadku w ukladzie K. W ogélnosci, mozemy
dowies¢ stusznosci rownania tensorowego w jakims$ szczegdlnym ukladzie i od razu wiemy, .
ze jest ono stuszne w kazdym ukiadzie.

Podsumowujac: niezmienniczo$¢ praw fizycznych przy transformacjach ortogonalnych
przestrzennego ukladu wspéirzednych wymaga, aby wszystkie czlony rownania byly
tensorami tego samego rzedu. Widzimy wiec, Ze czlony te sa kowariantne wzgledem prze-
ksztalcer ortogonalnych, to znaczy sg one zmienne réwnoczesnie.

Zajmiemy si¢ poOzniej transformacja Lorentza, transformacja ortogonalna w cztero-
wymiarowej przestrzeni (czasoprzestrzeni lub przestrzeni Minkowskiego) i znéw prze-
konamy sig, Ze wszystkie czlony réwnania beda tensorami (w tym wypadku czterowekto-
rami) tego samego rzedu. Zapewnia to niezmienniczo$é praw fizycznych wzgledem trans-
formacji Lorentza; to jest dla wszystkich obserwatoréw poruszajacych si¢ ze stalg predko-
§cig wzgledna.

1.5. ILOCZYN WEKTOROWY

Iloczyn wektorowy (iloczyn z krzyzykiem) dwdch wektorow x i y jest wektorem — jak
mozna si¢ spodziewaé — i zapisuje si¢ go z = x xy. W jezyku geometrycznym definiujemy
dhugosé wektora nastgpujaco:

Izl = Ixxy| = [x| lylsin®,

gdzie @ jest katem mierzonym od x do y w ten sposéb, ze © < =. Wektor z jest zdefinio-
wany jako wektor prostopadly do plaszczyzny zawierajacej x i y i skierowany w kierunku
danym przez regule prawej dioni zastosowana do X i y (palce zamykajace si¢ w kierunku
kata @, tzn. od x do y, kciuk daje kierunek z). Przy zamykaniu dloni od x do y kciuk
ustawiony jest do géry, gdy za§ zamykaé bedziemy palce od y do x, kciuk bedzie skiero-
wany do dotu (pamigtajmy, ze @ < w). Dlatego tez iloczyn wektorowy antykomutuje:

(xxy) = —(¥yxx).
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Stad xxx = 0 (co jest oczywiste w opisie geometrycznym, poniewaz w tym przypadku
sin0 = 0).

Jako przyklad iloczynu wektorowego zbadamy grupe ortogonalnych wektorow bazy
w prawoskretnym ukladzie w<pétrzednych z rys. 1.2. Jak wynika z definicji iloczynu
wektorowego, wektory bazy spelniajg rownanie

e;xe; = ¢, (1.28)
gdzie i, j 1 k sa parzysta permutacja 1, 2 i 3. Nieparzysto$¢ 1 parzystosé¢ permutacji liczb
(1, 2, 3) zwigzane sa z nieparzystoscia lub parzystoscia liczby przestawien sasiednich liczb,
potrzebna do otrzymania -uporzadkowania (1,2, 3). Tak wiec (3,1, 2) jest pa?zystz;
permutacja, a (3, 2, 1) jest nieparzysta permutacja. W zwiazku z tym definiujemy symbol
&k, ktory bedzie rownie uzyteczny jak delta Kroneckera:.

+1 jezeli (i, j, k) jest parzysta permutacja liczb (1, 2, 3),
e = l—l jezeli (i, j, k) jest nieparzysta permutacja liczb (1, 2, 3), (1.29)
ik = l 0 w pozostalych przypadkach (jezeli wystepuje dwa
Iub wigcej jednakowych wskaZnikow).

Istnieje bardzo uzyteczna identyczno$¢ wigzaca symbol ¢;;; i delte Kroneckera:
&ijkExtm = 00jm— 01 0im- (1.30)
Sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi. Z réwnania (1.29) wynika natychmiast, Ze
Eijk = Enij = Ejki = &k = —Epj = — e

Mozemy teraz matematycznie zdefiniowac skretnosé ukiadu wspoélrzednych: méwimy,
ze zbiér wektoréw bazy przedstawia prawoskretny, kartezjanski uklad wspélirzednych,
je'zeli

€; X € = &€ (1.31)
Uklad wspotrzednych jest lewoskretny, gdy e;xe; = —eue,. Zastapienie kazdego
wektora bazy jego odbiciem zwierciadlanym zmienia skretno$é¢ ukladu wspdlrzednych
na przeciwng. W calej ksigzce bedziemy stosowaé uklady prawoskretne.

Podamy teraz algebraiczng definicje iloczynu wektorowego:

Z=XXY=X;€Xyi€, = X;Vp€; X € = X;VpEii® = &;jxX;YrC;. (1.32)

(Zalozylismy tu, ze iloczyn'wektorowy jest roztaczny). Widaé, ze i-ta sktadowa wektora
z jest réwna '
2; = L € = EjpXjXg. (133)

Przy uzyciu tej symboliki dowody réznych tozsamosci wektorowych stajg sie bardzo
proste. :
Przyklad 1.3. Aby wykazaé tozsamo$é wektorowa
xx(yxz) =y(x-z)—z(x'Yy), (1.39)
musimy udowodnié réwnosé i-tych sktadowych dwodch wyrazen
XX (yx D} = siXieumPizm = (0ubjm— 0i0im) XjY12m = YiX;Z;—2:%;y; =
y(x- z)—z(x- y)k.
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Jeszcze latwiej mozna udowodnié toZzsamo$é
X (yx2) = 2 (xxy) = y- (2x%). (1.35)

Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.
W rozdziale 1.4 badajac iloczyny skalarne wektoréw baz otrzymaliSmy relacje orto-
gonalnosci
A = Aay = 0;;. (1.36)

Istnienie zwigzkéw migdzy elementami macierzy obrotu oznacza, ze €lementy a;; nie
sa liniowo niezalezne. Prosta metoda rozwiazania réwnan (1.36) polega na obliczeniu
sktadowych wektorowego zwiazku, zachodzacego dla wektoréw bazy. [-ta sktadowa
réwnania
€; X ej = ew,ek’

wzigta w bazie primowanej jest rOwna

Eimn(€; " €m) (€ €7) = &;(er " €));
zastosowaliSmy tu réwnanie (1.33) w bazie primowanej. Z uwagi na to, Ze a;; = e;- ¢;
otrzymujemy natychmiast, ze

Eijk ik = EtmnQmiQnj- - (137)

Powyzszy wzdr pozwala wyrazié kazdy element a;; przez inne elementy, poniewaz po lewej
stronie réwnania mamy dla wybranych wartoéci i oraz j tylko jako czlon.

Mozemy zastosowaé ten wynik, aby wykazaé, ze iloczyn wektorowy dwich wektoréw
transformuje si¢ tak jak wektor. Zalézmy, ze dwa obiekty x i y przeksztalcaja si¢ przy
transformacjach ortogonalnych jak wektory

Xj = QnXy 1 Vi = GmPm-
Mamy pokaza¢, ze z = xxy tez przeksztalca si¢ jak wektor, tzn. ze
zi = (X' xY); = a2
Korzystajac z réwnania (1.37) i odpowiednio dobierajgc nieme wskazniki mozna to latwo
udowodnié. Mamy bowiem
Zp = &k XYk = €ijkBjnXnQkmYm = EnmiiXnYm = QijEinm¥nVm = ij2;.

Chociaz iloczyn wektorowy przy obrotach transformuje si¢ jak wektor, jednak nie zawsze
zachowuje si¢ jak zwykly wektor. Jest on mimo wszystko iloczynem dwdch wektorow.
Kazdy z wektorow wchodzacych do iloczynu zmienia znak, jezeli zastapimy wszystkie
wektory bazy e; wektorami — e;. Taka zmiana nosi nazwe inwersji ukladu wspotrzednych.

W dwuwymiarowej przestrzeni inwersja jest po prostu obrotem o 180°, W trzech
wyniarach jednakze inwersja jest rGwnowazna zmianie ukiadu prawoskrgtnego na lewo-
skretny. Analogiczny rezultat jest stuszny dla przestrzeni 6 wyzszym wymiaize. W parzysto-
wymiarowej przestrzeni inwersje otrzymamy przez obrét ukladu wspétrzednych, podczas
gdy w przestrzeniach o nieparzystej liczbie wymiaréw inwersja wymaga odbicia wektordw
bazy w §rodku ukladu wspéirzednych.

Wektory typu wektora polozenia r i pedu p zmieniaja znak przy inwersji. Nazywamy
je wektorami polarnymi lub po prostu wektorami. Ale iloczyn wektorowy dwdch wektoréw
polarnych, tak jak L = rxp, nie zmienia znaku przy inwersji. Takie wektory nazywamy
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wektorami aksjalnymi lub pseudowektorami. lloczyn skalarny wektora polarnego i pseudo-
wektora jest pseudoskalarem; zmienia znak przy inwersji, podczas gdy skalar nie zmienia
znaku.

Tak jak réwnania w tizyce klasycznej nie moga poréwnywaé tensoréw réznych rzedow,
poniewaz maja one rézne wlasnosci transformacyjne przy obrotach, nie mozemy réwniez
poréwnywaé pseudowektoréw z wektorami lub pseudoskalaréw ze skalarami, poniewaz
obiekty te zachowujg si¢ réznie przy inwersji. Na przyklad réwnanie

dL

—dT=r><F=N

wiaZze awa pseudowektory — moment pedu i moment sify.

1.6. WEKTOROWY OPIS PRAW KEPLERA

Aby zilustrowaé mozliwosci i uzyteczno$¢ metody wektorowej, postuzymy si¢ nig
przy opisie orbit Keplera. Podejécie to rozni si¢ W sposdb zasadniczy od pedejécia opartego
na rozwiazywaniu rozniczkowych réwnan ruchu, przedstawionego w ksiazce H. Gold-
steina*.

Najpierw udowodnimy drugie prawo Keplera, ktére mowi, ze w polu sit centralnych
moment pedu jest staly. Rézniczkujac moment pedn

L=rxp
po czasie, otrzymujemy
L = fxp+rxp.

Pierwszy iloczyn znika, poniewaz p = mr, a wigc v i p s3 réwnolegle. Drugi iloczyn jest
po prostu réwny r x F, co wynika z drugiego prawa Newtona, znika zatem dla wszystkich
sit skierowanych wzdluz wektora potozenia, to znaczy dla wszystkich sit centralnych.
Tak wiec w ruchu pod wplywem sit centralnych wektor L = rx mv jest wektorem stalym.
Jezeli tak, to wektor potoZenia r, a zatem i cala orbita, lezy w ustalonej plaszczyZnie w przes-
trzeni tréjwymiarowej. Wynik ten jest wlasciwie treScia drugiego prawa Keplera, ktore
czesto jest formulowane jako prawo zachowania predkosci polowej |L|/2m.

Powracamy teraz do znanych, Jecz bardzo specyficznych sit centralnych — grawita-
cyjnych i elektrostatycznych. Dla takich sit drugie prawo Newtona przyjmuje postaé

dv k
P Tl (1.38)
gdzie m = r/r jest wektorem jednostkowym w kierunku promienia r, k jest stala réwna
w przypadku sil grawitacyjnych Gm,m,, a w przypadku sit elektrostatycznych ¢, g,
(w jednostkach CGS).

Zauwazmy najpierw, Ze

V=r=ra+rm.

* H. Goldstein, Classical Mechanics. Reading. Mass.: Addison-Wesley, 1950 (rozdziat 3).
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Wstawiajgc ten wzor do definicji momentu pgdu otrzymamy
L = mri(axn). : (1.39)
Zbadamy teraz pochodng

mrli (mxL) = —k[n@-n)—nn- n).

d .

T3 (vxL) = vXL =
Wrykorzystaliémy tu stalo$§¢ momentu pedu L, réwnania (1.38) i (1.39) oraz tozsamo$é
wektorows (1.34). Poniewaz n-n = 1, zatem n-n = 0. Mamy wiec nastgpujaca rownosc

d .
E(vx L) = kn.

Catkujgc to otrzymamy
vxL = kn+C, (1.40)

gdzie C oznacza pewien staly wektor. Tym sposobem wektor C = vx L— kn jest wektorowg
stalg ruchu. PéZniej zobaczymy, ze wektor C lezy wzdiuz wielkiej osi orbity i ustala potozenie

tej osi.
? (I)égrzystajqc z (1.35) i (1.40) zbudujemy teraz wielko$¢ skalarng |
L? = L (rxmv) = mr- (vxL) = mr(k+ Ccos®), (1.41)
gdzie kgt & mierzymy w kierunku od .wektora C do r. Wyliczajac stad r ouzym'ﬁjéfhy
L2 [km A g

r =

1+ Clkcos® ~ 1+ecos@ 149

Powyzsze réwnanie opisuje w zmiennych biegunowych krzywa stozkowa z jednym ognis-
kiem w poczatku ukladu wspotrzednych. Kat @ jest mierzony od stalego wektora C ‘Ktéry
mozemy przyjaé za o x) do wektora r; & reprezentuje mimosréd krzywej, zaleZnie oc jego
wartoéci krzywa stozkowa jest hiperbola, parabola, elipsa lub okregiem. Mimoséréd . -2na
latwo wyrazi¢ poprzez state ruchu

e = _‘k(l - %)(vx L)—kn| = -]I?[lvxL|2+k2—-2kn~ (vx L2,
Teraz |[vx L|? = 9212, poniewaz v jest prostopadie do L. Stosujac réwnanie (1.41) mam;

oo 272y 2 2KL2 m—[ 22 (m_, k\I'* _[1+202E}"
°-75{" A==l =" \77 77 =l

gdzie E jest stala energig ukladu. Mozemy teraz wyprowadzi¢ pierwsze prawo Keplera
(réwnanie orbit) -
L3[km
1+ (A +2L2E[mk?) 3cos@
Wektor C lezy wzdluz wielkiej ost w kierunku od ogniska do perihelium, a jego diugosé
jest dana wzorem*

r=

(1.43)

ICl = ke = k(1+2L2E[mk?)¥/2,

* Punkt leigcy na krzywej w najmniejszej odleglosci od ogniska nosi nazwe perihelium, natomiast
punkt o najwigkszej odlegloéci nazywa si¢ apkelium (przyp. tlum.).
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Zauwazmy, ze wektor ten znika dla okregu (¢ = 0), poniewdz nie ma tu zadnej wyréznionej
osi. Istnienie innych calek ruchu (obok energii i momentu pg¢du) jest mozliwe dzigki dege-
neracji ruchu, wlasciwej dla potencjalu Coulomba k/fr*. Degeneracja ta jest zapewne
bardziej znana w analogicznym zagadnieniu mechaniki kwantowej — atomie wodoru,
niz w klasycznej teorii orbit. Przedstawiona tu metoda wektorcwa bazuje na istnieniu
specjalnej catki ruchu i dlatego nie moze w ogdlnym przypadku zastgpié¢ zwyklych metod
opartych na rézniczkowych réwnaniach ruchu.

1.7. ROZNICZKOWANIE POL SKALARNYCH I WEKTOROWYCH

Jezeli kazdemu punktowi x; (i = 1, 2, 3) w pewnym obszarze przestrzeni przyporzad-
kowany jest skalar ¢(x;) lub wektor V(x;), to mamy pole skalarne lub wektorowe. Typo-
wymi polami skalarnymi sa rozklady temperatur lub gestoSci w pewnej objgtosci oraz
potencjat elektrostatyczny. Typowymi polami wektorowymi sg sily grawitacyjne, predkosé
w kazdym punkcie poruszajacej si¢ cieczy lub nateZenie pola magnetycznego. Pola sa
funkcjami zdefiniowanymi w punktach fizycznej przestrzeni i moga zalezeé lub nie zaleze¢
od czasu. W tym paragrafie zdefiniujemy rdzne operacje rézniczkowania pdl skalarnych
i wektorowych — gradient, dywergencje, rotacje i laplasjan. Zbadamy ksztalt tych opera-
toréw w krzywoliniowych ukiadach wspétrzednych. Zbadamy réwniez, jaki typ pola
»mierzy” kazdy z tych operatoréw. Gdy dowiemy sig, jakiego typu informacje wydobywaja
z danego pola réine operatory, bedziemy mogli lepiej zrozumieé fizyczng tresé zawarty
w podstawowych prawach fizyki klasyczne;.

Przy rozwigzywaniu okreslonych probleméw fizycznych wspétrzedne sferyczne, walcowe
lub jeszcze inne, czgsto przewyiszajy uzyteczno$cig wspdlrzedne kartezjanskie. Na przy-
kiad, znajdowanie potencjalu elektrostatycznego miedzy dwiema natadowanymi wspol-
$rodkowymi powierzchniami kulistymi jest duzo latwiejsze we wspdtrzednych sferycznych
niz we wspoirzgdnych kartezjafiskich lub walcowych, gdyz we wspétrzegdnych sferycznych
szukany potencjal moze by¢ wyrazany jako funkcja tylko jednej z trzech wspdlrzednych,
mianowicie r.

Formalnie mozna z definicji operacji rézniczkowania we wspétrzednych kartezjanskich
otrzymad, korzystajac z praw transformacyjnych dla wspdlrzednych, definicje tych operacji
w innych ukladach wspdtrzednych. Alternatywna metoda polega na wykorzystaniu definicji
geometrycznej, niezaleznej od wspdtrzednych. PokaZzemy podZniej ogdlne wyprowadzenie
stuszne dla kazdego ukladu ortogonalnych wspdirzednych krzywoliniowych ¢; zwiazanych
z odleglodcia ds przez element liniowy lub metryke

ds? = h2dg? +hidgd+h3dgd. (1.44)

Jezeli tylko jedna z trzech ortogonalnych wspétrzednych g,, ¢,, g; Zzmienia si¢, odpowiedni
element liniowy moze by¢ zapisany w postaci

ds; = hydg;, i=1,2,lub3 (bez sumowania). (1.45)

W tablicy 1.1 przedstawiono trzy znane uklady wspéirzednych i jeden uktad mniej znany.

* Znakomita dyskusja tego problemu zawarta jest w pracy Davida F. Greenberga: Accidental Degene-
rancy, Am. J. Phys. 34, 1101 (1966). Przedstawiono tu szczegotowa dyskusje wlasnoséci wektora C, nazy-
wanego wektorem Runge-Lenza.
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Tablica 1.1.

I:z::;z::;ir kartezjanski walcowy sferyczny paraboliczny*
q X r r &
q y © ¢] 7
g z z 9 @
hy 1 1 1 V&7
ha 1 r r ‘/ 52?,7_2
ks 1 1 rsin® &y

* Wspotrzedne paraboliczne stosuje si¢ przy kwantowomechanicznym opisie atomu wodoru oraz przy rozpatrywaniu efektu
Starka.

Gradient

Gradient jest operatorem rézniczkowym zdefiniowanym na polu skalarnym ¢. Gra-
dient pola skalarnego (zapisujemy go gradg) jest wektorowym polem zdefiniowanym
przez warunek

grade-ds = dg, (1.46)

gdzie do jest rozniczkowa zmiang ¢ (rézniczky) odpowiadajaca dowolnemu przésunieciu
przestrzennemu ds. Stad widac, ze

d¢ = |grad¢| [ds|cos®, (1.47)
gdzie O jest katem migdzy wektorem grade a wektorem przemieszczenia ds. Oczywiscie
predkoéé zmian ¢ jest najwigksza, gdy rozniczkowe przesunigcie zachodzi w kierunku
grad ¢, to znaczy kiedy @ = 0 i cos® ma swoja najwigksza wartosé réwna 1. To definiuje
kierunek wektora gradg w kazdym punkcie przestrzeni: jest to kierunek najwigkszej
szybkosci zmian ¢ z tego punktu, to jest kierunek, w ktérym de/ds jest najwigksze. Z réw-
nania (1.47) wynika réwniez, ze wielko$é wektora grad¢ jest po prostu najwigksza szyb-
koécig zmian, tzn. predkosciag zmian |dep/ds] w kierunku, w ktérym ¢ zmienia si¢ naj-
gwaltowniej.

Mozemy to podsumowaé méwiac, ze gradient ¢ jest pochodna kierunkowa w kierunku
najwigkszej szybkosci zmian ¢. Na przykiad, niech ¢ bedzie wzniesieniem ponad poziom
morza punktéw na powierzchni géry. Wielko$¢ ¢ bgdzie wiee proporcjonalna do potencjatu
grawitacyjnego. Liniami ekwipotencjalnymi s tu linie stalych ¢ lub inaczej stalej wyso-
kosci. Przesuniecie wzdtuz tych linii nie zmienia ¢ (dp = 0), lecz przesuniecia prostopadie
do tych linii zachodza w kierunku najgwaltowniejszych zmian wysokosci i dp przybiera
swoja warto§é maksymalna. Wektor grad ¢ jest zawsze prostopadty do linii lub powierzchni
ekwipotencjalnych.

Ogodlna postaé i-tej skladowej gradientu wynika z definicji (1.46) i (1.45). Mamy

o elgi+dg)—¢q) _ 1 dp
(grad ¢); -dgino —ds " dq (1.48)
Wprowadzimy oznaczenie
¢
- =& i
74 (1.49)
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Teraz

' 1
(gradg); = '}_l_“aiq" (1.50)
We wspoélrzednych kartezjariskich, gdzie h; = 1, mamy
(gradg); = 3,9, (1.51)
i w konsekwencji
gradp = e;0;9, (1.52)

gdzie zastosowali$my sumowanie od 1 do 3. Réwnanie to czgsto zapisuje si¢ przy pomocy
specjalnego symbolu V, nazywanego operatorem del*; we wspolrzednych kartezjanskich
jest on zdefiniowany nastepujaco:

Vx = €,0;. (1.53)

Przy uzyciu tego symbolu gradient we wspdirzednych kartezjafiskich przedstawia sig
nastepujaco

gradg = Vgop. (1.54)

Symbol V jest czgsto uzywany do niezaleznego od wspoélirzgdnych definiowania operatora
gradientu:

1 1 1 .
gradg = Vp = zl‘(aﬂp)ex +'}Z(529’)92 +E(53‘P)es, (1.55)

gdzie e; jest wektorem jednostkowym wspétrzednej ¢;. Symbol V- jest operatorem wekto-
rowym, lecz nie moze byé utozsamiany z wektorem. Rézni si¢ on od wektora tak jak
d/dx rézni si¢ od liczby. V nabiera znaczenia dopiero wtedy, kiedy dziala na funkcje
skalarng lub wektorowa. Operator ten bywa czgsto traktowany formalnie jak wektor,
bo chociaz nie posiada dlugosci, przy obrotach transformuje si¢ jak zwykly wektor.

Dywergencja

Dywergencja jest operatorem roZniczkowym okreS§lonym na polu wektorowym V.
Dywergencja pola wektorowego, divV, jest polem skalarnym. Dywergencja w punkcie x;
jest dana wzorem

. 1
divV = EL"J?SV de, (1.56)
.4

gdzie Az jest elementem objetosci ograniczonym powierzchnia o; do = ndo, gdzie n jest
wektorem jednostkowym, normalnym do infinitezymalnej powierzchni do (otaczajacej
punkt x;) i skierowanym na zewnatrz tej powierzchni. Mozna pokaza¢, ze definicja ta nie
zalezy- od ksztaltu Ar. Z powyzszej definicji mozna odczytaé sens fizyczny dywergencji
pola wektorowego. Dywergencja mierzy w danym punkcie przestrzeni strumien pola
wektorowego przechodzacy przez infinitezymalng powierzchni¢ w jednostce objetosci
lub inaczej méwiac moc zrédla w jednostce objetosci.

* W literaturze przyjeto rowniez nazywaé ten symbol operatorem nabla (przyp. tlum.).
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Udowodnimy teraz twierdzenie Gaussa*, a nastgpnie omdéwimy kilka szczegdlnych
przykiadow.

Twierdzenie to wynika prawie natychmiast z definicji 1.56. Obliczmy catke z divV
po skonczonej objetosci 7. Obszar ten moze byé rozbity na dowolnie wiele, dowolnie
matych obszaréw Adz;. Kazdy infinitezymalny element powierzchni do, ograniczajacy
obszar Az; wystepuje w dwdch catkach (po dwdch sasiednich obszarach). Z uwagi na to,
ze wektor n jest dla obu stron powierzchni przeciwnie skierowany, cafki po tych obszarach
si¢ znosza. Jedyne elementy powierzchniowe, dla ktérych calki nie kasujg sie parami,
leza na powierzchni ¢ skoniczonego obszaru . Tym sposobem otrzymaliSmy twierdzenie -
Gaussa:

Sdider = SV-da. 1.57)
T (-

Przedstawimy teraz wazny przyklad, ilustrujacy dzialanie operatora dywergencji.
Przyklad 1.4. Niech ustalona w przestrzeni objeto$¢ v o powierzchni o zawiera ciecz o
gestosci o poruszajaca si¢ z predkoscia v. Masa zawarta w 7 jest réwna

predkosé zmian masy w objetosci T jest dana przez

7
—a—;Sgdz.

Masa cieczy opuszczajaca objeto$é = w jednostce czasu jest réwna
ng- de = S div(pv)dz.
Zastosowaliémy tu twierdzenie (1.57). Z zachowania masy wynika, Ze
7%5 odz+ S diviev)dz = 0

T T

lub inaczej

do . .. _
S [—é—t—+d1v (gv)] dr =0.

T

Aby bylo to spelnione w dowolnym obszarze 7, musi znika¢ funkcja podcatkowa

%f— +div(ev) = 0. (1.58)

Jest to réwnanie ciaggloéci lub inaczej réwnanie zachowania masy. Wyraza ono zachowanie
masy, ktére zatozyliSmy w tym wyprowadzaniu. Podobne rownanie zachodzi dla ladunku,
wtedy ¢ oznacza gesto$é ladunku, a gv = J jest gestoscig pradu.

Przedstawimy teraz definicje dywergencji pola wektorowego, otrzymana w oparciu
o wzér (1.56), w krzywoliniowych wspélrzednych ortogonalnych. Musimy obliczy¢ catke

* Twierdzenie to czgsto mazywa si¢ twierdzeniem Gaussa-Ostrogradskiego (przyp. tlum.).

27

o




ze skierowanej na zewnatrz normalnej sktadowej V, V- n, po infinitezymalnej objgtosci
A7 = ds;ds,ds;. Niech objetosé ta bedzie ograniczona przez sze$¢ powierzchni

qi = a; i a;+ dq, dla i= 1, 2, 3.

Calka z V- n po powierzchni stalego ¢g; w punkcie ¢, = a,+ dq, jest dana przez

ay+0q; a3+dg,
dq. S dqsha(ay+ 904y, 42, 93)hs(a, + 84, 42, 93) Vi(a + 09, 92, q3)
ay a3

(pamigtajmy, Ze w tym przypadku n ma zwrot wspéirzednej ¢,), podczas gdy catkaz V- n
po powierzchni stalego ¢, w punkcie g, = a, jest réwna

a+0g; a3+98q;3
- S dqg, S dqshy(ay, 92, q3)hs(ay, 42, 43)V1(a4, 42, 93)
az a;

(tu n ma zwrot przeciwny niz ¢;). Dodajac oba te czlony otrzymujemy

a3 +0q, ay+6q;
S dq, S dqs[Vi(ai+ 949y, 92, 93) ha(a1 + 69y, 92, 93)h3(@1 + 89,5 92, q3) —
a; as

- Vl (al » 425 q3)h2(a1 » 42, 43)’73(‘11 192, qB)]

Gdy 64q, staje si¢ male, moZemy io zapisaé w postaci

az+0g; az+éq;

0
R P

az as g1=081

Na koniec, gdy przyjmiemy, ze dg, i dq; staja si¢ mate, moZemy to wyraZenic 7uastanic przez

0
[-a—— Vih, hs)] 84, 89, 6q;.

qi=a;
Analogiczne wyraZenie otrzymamy dla innych par powierzchni. Dodajqc te trzy wyrazenia
i dzielac obie strony rownania (1.57) przez
dz = hy h,h3 69, 0q, 0q5,
dostajemy ogélny wzoér na dywergencje:

. 1 (hyhy Vl) ChshyVa) | O(hihaVs) ]
divV = 1.59
Fihahs [ %, 3. T aa (1)

A wigc tak jak powinno byé, dywergencja pola wektorowego jest polem skalarnym. We
wspltrzednych kartezjaniskich réwnanie (1.59) sprowadza si¢ do réwnania

divV = 6;¥; = Vg V. (1.60)
Iloczyn skalarny symbolu V i pola wektorowego jest czesto uzywany do okreslenia divV
bez odwolywania si¢ do okreslonego ukladu wspétrzednych:

1 [3(hzh3 AV OlshiVy) | OhihaVs)

divV =V -V = —
hyhyhy dq, 0q, 0qs3

]. (1.61)

28




Zauwazmy, ze we wspdlrzednych krzywoliniowych skiadowe gradientu i dywergencii,
traktowane jako operatory wektorowe, nie sa réwne, chociaz mozna je zapisaé przy uZyciu
tego samego symbolu V

Rotacja

Rotacja jest operacjg rézniczkows zdefiniowana na polu wektorowym V. Oznaczamy
ja rotV. Rotacja pola wektorowego sama jest rowniez polem wektorowym. Okreéla ja,
niezaleznie od wspétrzednych, nastepujacy wzér

(rotV) - n = AETOA_L‘*;V' da, (1.62)
2

gdzie Ao jest czgScia powierzchni ograniczong krzywa zamknigta A; di = tdA, gdzie t jest
jednostkowym wektorem stycznym do krzywej 1; (rotV) * n jest skladowg rotV w kierunku
wektora n, to znaczy jest normalng do powierzchni 4o, a jej zwrot wyznacza reguia prawej
dtoni zastosowana do drogi calkowania po A. Powierzchnie réznych ksztaltéw i orientacji
daja réwnowazne rezultaty, dowdd tego pomijamy. Kierunek wektora rotV jest dany
przez orientacje plaskiej przestrzeni, podobnie jak kierunek iloczynu wektorowego. Wyka-
zemy, ze rotV jest pseudowektorem tak jak iloczyn wektorowy.

Z definicji rotacji wynika bezposrednio twierdzenie Stokesa. Zbudujmy catke z rot V
po skoficzonej powierzchni ¢ ograniczonej przez skoniczona krzywa A. Podzielimy teraz
powierzchnie na dowolnie duzo dowolnie malych czgscei, z ktérych kazda moze by¢ trakto-
wana jako infinitezymalna powierzchnia plaska. Dla kazdej takiej infinitezymalnej po-
wierzchni tworzymy calki (1.62), a nastgpnie dodajemy je. Wszystkie wklady do calek
pochodzgce z tukdéw krzywych wewnetrznych znosza si¢ z wkiadami pochodzgcymi z tukdéw
sgsiednich infinitezymalnych powierzchni, poniewaz wektor t jest przeciwnie skierowany
dla dwu stron tukéw. Jedyne tuki, wzdiuz ktdrych calki nie znosza si¢ parami, leza na gra-
nicznej krzywej A, Tym sposobem otrzymaliSmy twierdzenie Stokesa

f(rotv)-do = {Vv-da, (1.63)

gdzie d6 = ndo.

Zilustrujemy teraz poszczegdlnymi przyktadami fizyczne znaczenie rotacji pola wektoro-
wego.

Przyklad 1.5. Wiadro wody obraca sie ze stala predkoscia katowa wokdt osi pionowej
k, przechodzacej przez srodek wiadra, przy ustalonej powierzchni wody. Zakladamy,
ze predkosé wody we wspdirzednych walcowych jest réwna v = wr@, gdzie @ jest wekto-
rem jednostkowym w kierunku wzrostu kata ©. Obliczmy rot v (1.62), przyjmujac za krzywa
4 okrag o promieniu r

k- rotv = lim ~——<Fv di = hm-~——— re@-0di =
do-0 Ao roo T2 )

= lim. ——<§ di = hm 2 @2mr) = 20,

r—=0 7r?
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Skladowa rotacji w kierunku wektora k jest réwna podwojonej predkosci katowej. Rotacja
pola predkosci jest w takim razie miarg predkosci kgtowej cieczy. Jezeli umiescimy w kaz-
dym punkcie pola predkosci miniaturowe koto lopatkowe, to jego predkosé katowa
mierzy rotacj¢ pola. Jezeli si¢ ono nie porusza, to sktadowa rotacji w kierunku prosto-
padtym do plaszczyzny kota jest réwna zeru. Jednakze nawet w wypadku przeplywu
prostoliniowego moga wystapi¢ wiry. Na przykiad z powodu tarcia woda ptynaca w rurze
porusza si¢ wolniej wzdtuz $ciany rury niz w §rodku. Dlatego tez kolo topatkowe bedzie
si¢ obracalo nawet wtedy, gdy woda ptynie wzdtuz linii prostej. Z drugiej za$ strony rotacja
moze byé réwna zeru dla przeptywu krzywoliniowego. Jezeli kolo lopatkowe ustawione
jest w dowolnym wirze, w ktérym ciecz porusza sig¢ z predkoscia v = @vy(a/r) (wspdtrzedne
walcowe a i v, sa stalymi), pole predkosci bedzie miato rotacje réwna zeru we wszystkich
punktach z wyjatkiem punktow, dla ktérych r = 0 i koto topatkowe nie bedzie sig poruszato.
Aby to pokazaé, wyliczymy explicite rotv w kazdym punkcie wiru, dla ktérego r # 0;
v jest tu polem predkosci przeplywajacej cieczy. Skiadowa rotv w kierunku k jest réwna

-

.1
k- rotv = hmiff)-wdl,

A0

Rys. 1.7. Rotacja wiru. Linie pradu sa zaznaczone tlustym drukiem; dlugos¢ linii odpowiada predkosci
przeplywu

gdzie A jest obszarem zawierajacym koto lopatkowe i ograniczonym przez cztery tuki:
L, 1,1 11, (rys. 1.7). Calka po obwodzie 4 jest sumg calek krzywoliniowych po tych
czterech tukach. Catki po 1, i 1, znikajg, bowiem dla wszystkich punktéw le zacych na tych
tukach v jest prostopadle do di. Tym sposobem otrzymujemy, Z¢

. (2%
k-roty = lim—;— Sv-d}.+ Sv-dl] = lim%[s 4 9. 0r,dO +
1 1) (5

A-0 A-0 ry

o,
+ S o g. @rzd@] —o0.
r;
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Wkiady od tukéw /; i/, znoszg sig, poniewaz calki te sa réwne co do wielkosci i maja
przeciwne znaki. Skladowe x-owa i y-owa rotv s3, oczywiscie, rOwne zeru.

" Oczywiscie, koto lopatkowe mozna wstawié jedynie w pole predkosci cieczy. Dla pol
elektrycznych, grawitacyjnych i innych nalezy sobie wyobrazié odpowiednie ,,uogélnione
kolo topatkowe” lub inaczej przyrzad do mierzenia rotacji.

Zakonczymy nasze rozwaZania o operatorze rotacji, jak dotad niezalezne od ukfadu
wspotrzgdnych, wyprowadzeniem wyrazenia na skladowe rotacji pola wektorowego
w ortogonalnym, krzywoliniowym uktadzie wspéirzednych. Aby otrzymag i-ta skladowa
rotV, musimy obliczyé krzywoliniowa catke ze stycznej skladowej pola wektorowego
V,V-t, wzdluz granicy infinitezymalnej powierzchni de prostopadlej do i-tego wektora
bazy. Zbadajmy element powierzchni w plaszczyznie ¢g,¢5, do = ds,ds;, zorientowany
w kierunku osi g,. Pierwsza skladowa rotV jest dana przez sume calek §V - dd wzdluz
czterech tukéw, otaczajacych element do. Droga catkowania wiedzie od punktu (¢,, ¢3)
przez punkty (¢.+dq,, dgs), (¢2+4dg2, g3 +dgs), (92,93+dgs) z powrotem do punktu
(92, g5). Mamy wigc

(rotV), = hm

[(Vzdfz)qs‘*'(Vsd?s)qﬁdqz (Vzdsz)q5+dq3 (V3dS3)q2] =

dsz
. [ (V3 d53)42+aq2—(V3 dSS)qz V, dsz)ng-aq,— (V2d52)43 ]
= lim -
ds,ds3—0 ds,ds; ds,ds;
I dalej )
L [6(ksVs)  hs V) ]
rotV), = — . 1.64
¥ = g | G- et (169

Czytelnik zechce rozszerzy¢ te dyskusje, tak jak to bylo zrobione przy wyprowadzaniu
wzoréw na dywergencje. Pozostale dwie skladowe rotV moina otrzymac przez cykliczna
permutacje wskaznikéw wspétrzednych.

We wspdtrzednych kartezjaniskich réwnanie (1.64) i dwa dodatkowe réwnania na
pozostate skladowe mozna zapisaé w postaci

(rotV); = &3 0;V, (1.65)
a wigc w tych wspoétrzgdnych mamy
rotV = e;,-kegaij = VKXV. (1-66)

Iloczyn wektorowy symbolu V i pola wektorowego jest czesto uzywany do niezaleZnego
od wspdirzednych definiowania rotV:

(rotV) = (VxV) = 7, h [02(B3V3)— 0s(h, V, ]e1+ [as(hx Vi)—0:(hsV3)le, +

o [0 V) = 0,00, Ve, (1.67)
gdzie e; jest wektorem jednostkowym wzdiuz wspétrzednej g;.

Laplasjan

Laplasjan pola skalarnego jest zdefiniowany jako dywergencja gradientu pola skalar-
nego. Z (1.50) i (1.61) wynika nastgpujace okreslenie laplasjanu w ortogonalnych wspét-
rzednych krzywoliniowych
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. . 1 hoh
laplasjan ¢ = div(gradeg) = V- (V) = V¢ = [61( 2% 61¢)+

hyhyhs h,
+52(”3’“ &9 +a3(h1”2 80 ] (1.68)
h, hs
We wspohrzednych kartezjanskich sprowadza si¢ to do wzoru

Najwazniejsze rézniczkowe réwnania czgstkowe fizyki klasycznej zawieraja laplasjan,

np. rOwnanie Laplace’a (V2@ = 0), réwnanie Poissona (V2@ = ), réwnania przewod-
2

nictwa cieplnego i dyfuzji (V¢ = K(d¢/dt)), réwnanie falowe (Vch+—clz—%‘§ = O),

réwnanie Helmholtza (V2@+k%p = 0) i inne. Aby zrozumie¢ sens fizyczny tych réwnan

opisujacych znaczna cze$é fizyki klasycznej, musimy dowiedzie€ sig, jakiego typu informacjg

wydobywa laplasjan dzialajac na pola skalarne.

W celu uproszczenia naszych rozwazan bgdziemy stosowac wspdtrzedne kartezjanskie.
Niech pole skalarne ¢ ma w pewnym punkcie, ktéry obieramy za poczatek uktadu wsp6l-
rzednych, warto$é @,. Badamy szescian o boku a i $rodku w poczatku ukladu. Srednia
warto$¢ ¢ w szeScianie jest réwna

al2

SSS(pdxldxzdx3, (1.70)
- af2

gdzie calkowanie wykonujemy po wnetrzu szeScianu. Aby obliczyé t¢ catke, rozwijamy
¢(x;) w potréjny szereg Taylora w trzech wspodirzednych x;

1_

7=

1
x;) = ‘Po+(5i‘}’)oxi+5(aiaj¢)oxixj+

Wstawiajac rozwinigcie Taylora funkcji ¢(x) do réwnania (1.70) i calkujac od —a/2
do af2 widzimy, Ze catka od kazdego wyrazu liniowego w x, (a wlasciwie kazdego czlonu
zawierajacego nieparzysta funkcj¢ x;) powinna znikaé. Catki kwadratowych (parzystych)
czlonéw mozna latwo obliczyé. Dodajac otrzymane wyniki dostajemy

_ a? n
@ = @ot ‘iz(aioi?’)o
lub

(Vg)o = 25 G0, (1.1)

Przyblizenie to staje sie lepsze, gdy bok szeScianu maleje do zera. Wartoé¢ laplasjanu pola
skalarnego w danym punkcie jest wiec miara rdznicy $redniej wartosci pola w infinitezy-
malnym otoczeniu tego punktu i wartosci pola w tym punkcie,

Ten rezultat daje nam intuicyjna interpretacje rGwnan zawierajacych operator Laplace’a.
Najprostszym z tych réwnan jest réwnanie Laplace’a.

Vg =0, (1.72)

ktére opisuje potencjaly skalarne pél grawitacyjnych i elektrostatycznych w nieobecnosci
mas lub ladunkéw. Widzimy, ze Srednia wartosé takich potencjaléw w otoczeniu punktu P
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musi by¢ réwna wartosci potencjaléw w punkcie P. Funkeje o tych wiasnoéciach nazywaja
si¢ funkcjami harmonicznymi. Zobaczymy w rozdziale 6, ze w przestrzeni dwuwymiarowej
rzeczywista i urojona czesé funkeji analitycznej sa funkcjami harmonicznymi. Réwnanie
Laplace’a méwi nam, Zze funkcja harmoniczna nie moze jednoczesnie wzrastaé lub maleé
we wszystkich kierunkach z danego punktu P, gdyz wtedy @ nie bedzie réwne ¢p. Jezeli ¢
ma wzdiuz danej linii lokalne maksimum w punkcie P, musi wystapi¢ lokalne minimum
wzdluz innej linii przechodzacej przez P; tym samym P musi by¢ punktem siodtowym.

Istnieja takze sytuacje, w ktérych wartoéé skalara w punkcie rézni sig od $redniej
wartosci w otoczeniu tego punktu o wielkosé, ktéra jest funkcja przestrzeni. Jest to sytuacja
opisywana przez réwnanie Poissona

V29 = o(x,). (1.73)

Funkcja skalarna o(x;) okresla tu gesto$é masy lub fadunku w punkcie x;. Réwnanie
Poissona méwi, Ze rdinica wartoéci ¢ wokdl x; i warto§ci @(x;) jest proporcjonalna do
gestosei w punkcie x;.

Istnieje kitka fizycznych proceséw, w ktérych zmiana rdznicy miedzy wartoscia pp
a wartodcig $rednig @ w otoczeniu punktu P jest réwna predkosci zmian funkeji ¢ po-
trzebnej de wyréwnania tej réznicy. Matematycznie wyraza sie to réwnaniem

op
Vig = KL, (1.74)

gdzie K jest stala wieksza od zera. To réwnanie opisuje przewodnictwo cieplne (¢ jest
wtedy temperaturg) i dyfuzje (wtedy ¢ jest gestoscig dyfundujgcego materiatu). Zgodnie
z tym rownaniem temperatura lub gesto$¢ zmieniajg sie w czasie z szybkoécig proporcjo-
nalng do réznicy ich lokalnych i $rednich wartosci.

Wreszcie, odchylenie wartosci lokalnej od wartosci sredniej moze by¢ proporcjonalne
do drugiej pochodnej po czasie, jak w réwnaniu falowym:
i ¢
P

Druga pochodna odpowiada takiemu przyspieszeniu zmian wielkoéci ¢ w kierunku 9,
dla ktérego dpjdt # 0 w polozeniu rownowagi (tj. dla @p = @). Uklad przechodzi przez
poloZenie réwnowagi i znéw powtarza ten ruch, jak zwykly oscylator harmoniczny.

Interpretacje rownania Helmholtza

Vig+k?p =0 (1.76)
pozostawiamy czytelnikowi {Zadanie 10).

Dotychcezas traktowaliSmy laplasjan jako operator, dzialajacy jedynie na pola skalarne.
Rozszerzymy teraz zastosowanie tego operatora réwniez na pola wektorowe. We wspol-
rzednych kartezjanskich zdefiniujemy wielkosé

ViV = ¢V, (1.77)
Tym sposobem we wspdirzednych kartezjanskich i-ta sktadowa wektora V3V jest laplas-
janem i-tej sktadowej wektora V, to znaczy jest skalarem zdefiniowanym w roéwnania
{(1.69); mamy wigc

Vip = (1.75)

{(VIV); = 0;0;V:. (1.78)
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Aby uogdlnié definicje laplasjanu wektora w krzywoliniowych ortogonalnych wspéi-
rzednych wykaZzemy, Ze we wspOlrzednych kartezjanskich zachodzi nastgpujgca iden-
tycznosé

VX (VxV) = —VZV+V(V-V), (1.79)

ktéra okredla rotacj¢ rotacji pola wektorowego. Nastgpnie stosujac (1.79) definiujemy
laplasjan wektora we wspdtrzednych krzywoliniowych

V2V = —Vx (VxV)+V(V-V). (1.80)

Poniewaz operatory rotacji, gradientu, dywergencji sa zdefiniowane we wspolrzgdnych
krzywoliniowych, a rownanie (1.80) jest prawdziwe do wspolrzednych kartezjariskich,
powyzsze réwnanie jest naturalna definicja wielkodci V2V we wspotrzednych krzywolinio-
wych. Dowod réwnania (1.79) jest analogiczny jak dowdd tozsamosci (1.34). Nalezy tu
skorzysta¢ z nastepujacego zwiazku zachodzacego dla wspélrzednych kartezjanskich

VX (VXV); = &1 Cjeutm C1 Vin-

Zawsze gdy mamy do czynienia z operatorami rézniczkowymi, nalezy pamieta¢ o skalarnym
lub wektorowym charakterze operatordw, jak rowniez o tym, jakiego typu pola (skalarne
czy wektorowe) uzyskuje si¢ w wyniku dzialania odpowiednich operatoréw. Laplasjan jest
jedynym operatorem, ktdry jest zdefiniowany w dzialaniu zaréwno na skalarne jak i wekte-
rowe pola i daje w wyniku oba te typy pél. Gradient dziala na pole skalarne i produkuje
pole wektorowe, dywergencja dziala na pola wektorowe i daje pola skalarne, rotacja 8§
dziala na pola wektorowe i produkuje pola wektorowe.

Istnieje naturalne uogdlnienie operatora Laplace’a w czterowymiarowej czasoprzestrzeni
(przestrzeni Minkowskiego) nazywane operatorem d’Alemberta, [J2. Definiujemy go
przez laplasjan

1 o
2=v2 .~
gz =v poarre 1.8)

W § 4.6 bedziemy blizej omawiaé wystepujacy w tej definicji znak minus. Operator

d’Alemberta jak i operator Laplace’a moze byé zaréwno polem skalarnym jak i wekto- -
rowym. Réwnanie falowe wyrazone przy pomocy operatora d’Alemberta jest postaci

0% = 0. (1.82)
Dywergencja wektora grad ¢ jest laplasjanem ¢. Pojawiajg si¢ wiec nastgpujace pytania:
1) Co to jest rotacja grad ¢?
2) Co to jest dywergencja rotacji V?
Bezposrednie obliczenie we wspéirzgdnych kartezjanskich daja

1)  [rot(gradg)l = &;0;0,¢ = 0; (1.83)
2) div(rotW . aié'[jkaij = Bijkaiaj Vk = 0. (184)

Dowody te wymagaja malego oméwienia. W obu mamy iloczyn czlonu &, ktory jest
antysymetryczny w kazdej parze wskaznikéw i cztonu postaci 8, 9,, ktory jest symetryczny
we wskaznikach. (Warunkiem dostatecznym na to, by pochodne mieszane byly réwne
(OmOnyp = 0nOmyp dlam # n) jest ich ciaglosé, co mozna sprawdzi¢ w kazdym podreczniku
rachunku rézniczkowego i catkowego. Zakladamy, ze pola. wystgpujace w fizyce posiadaja
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te wlasnosc). Suma iloczynéw wyrazéw symetrycznych i antysymetrycznych znika. Czytelnik
moze to latwo zobaczy¢ albo przez wypisanie tego lub zauwazenie, ze jezeli

Q;j = Qj; 1 bij = "bj;,
to
s = a,-jb;j = —'C!jibﬁ = -3,

poniewaz i oraz j s tu wskaznikami niemymi; stad s = 0.

Te twierdzenia sg stuszne w kazdym ukladzie wspétrzednych krzywoliniowych. Jedna
z drdg wykazania, ze div(rotV) znika, jest zastosowanie niezaleznego od wspoélrzednych
twierdzenia Gaussa

g div(rotV)dr = S(rotV) - deo.

T o

Aby obliczy¢ catke z rotacji V po zamknigtej powierzchni ¢ ograniczajacej obszar 7.
wprowadzamy na powierzchni ¢ dowolna, zamknigtg krzywa A. Krzywa ta dzieli po-
wierzchni¢ na dwie powierzchnie, obie ograniczane przez A. Teraz do oszacowania calki
z rotacji V po tych dwéch powierzchniach zastosujemy twierdzenie Stokesa (1.63). Poniewaz
dwie catki maja dowolne ograniczenie 2 obchodzone w pierwszej calce w kierunku zgodnym
z kierunkiem wskazdwek zegara, a w przeciwnym Kierunku w drugiej, ich wartosci sa réwne
co do wietkosci, a przeciwne co do znaku. Tak wigc ich suma rowna calce z rotacji V wynosi
zero. Poniewaz jest to stuszne dla kazdej objetosci 7, wiec div(rotV) musi znikaé.

Istnicja rowniez twierdzenia odwrotne do wyrazonych w réwnaniach (1.83) i (1.84),
Brzmia one nastgpujaco: 1) jezelirotV = 0, to V jest gradientem pola skalarnego V = Vg,
2) jezeli divV = 0, to V jest rotacja pola wektorowego V = rotA, gdzie ¢ i A sa odpo-
wiednio potencjalem skalarnym i wektorowym. Poniewaz staraliémy sie tu jedynie uzyskaé
fizyczny obraz operatoréw rdzniczkowych i zbada¢ ich role w fizyce klasycznej, nie be-
dziemy dowodzi¢ powyzszych twierdzen, ktére znajduja sie w kazdym podreczniku analizy
wektorowej. Interesujacym wynikiem teorii potencjalnej jest fakt, ze mozna okreslié pole
wektorowe znajac jedynie rotacje i ,dywergencje tego pola oraz odpowiednie warunki
graniczne. Poniewaz réwnania Maxwella wyrazaja si¢ przez rotacjg i dywergencje pola
elektromagnetycznego, w klasycznej teorii pola elektromagnetycznego powinny one wystar-
cza¢ do znalezienia tego pola. Twierdzenie to jest szczegdlowo przedstawione w ksigZce
Panofsky’ego i Phillipsa*.

Podsumowujemy ten paragraf analiza wewngtrznej spéjnosci rownan Maxwella w opar-
ciu o twierdzenie, ze div(rotV) = 0. Przy okazji bedziemy mogli przekona¢ sie, jak duzo
daje zwarty i elegancki zapis wektorowych operatoréw rdzniczkowych,

Wigkszo$¢ réwnan noszacych dzi§ nazwe réwnafi Maxwella byla znana juz przed
Maxwellem. Maxwell dodat do jednego z czterech empirycznych réwnaf, opisujacych
zjawiska elektryczne i magnetyczne, pewien istotny czton, ktéry zapewnil pelng symetrie
tych réwnas oraz stworzy! podstawy do przewidywan zjawisk falowych. Przed Maxwellem
byly znane nastegpujace cztery prawa (podajemy je w postaci rézniczkowej, w jednostkach
CGS 1 uzywajac przyjetych oznaczen).

* W. H. K. Panofsky, M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, Reading Mass.: Addison~
Wesley, 1955.
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Prawo Coulomba VD =4ro. {1.85)

Nieistnienie pojedynczych ladunkéw magnetycznych  V-B = 0. {1.86)
1 é8

Prawo Faradaya {indukcji elektromagnetycznej) VX E = - —-%;. {1.87)

N . 45 , X

Prawo Ampére’a (dla stalych przeplywow pradu) VxH = ---{-;»J. {1.88)

W czasach Maxwella prawa te przedstawiano w postaci skomplikowanych czasticowych
réwnan rézniczkowych, co oczywiscie utrudniato ich analize. Wypisane w obecnej postaci
latwo poddaja sie analizie 1 kazdy wybitniejszy fizyk mogltby spostrzec, co w swoim czasie
uczynil Maxwell, ze z rownania (1.88) wynika, ze div] = 0. Réwnanie to jest stuszne
jedynie dla statych przeptywéw pradu w zamknigtych obwodach. Jezeli jednak ladunek
zmienia si¢ w czasie, to przy zafoZeniu prawa zachowania ladunku prawdziwe jest praweo
ciaglosei (1.58). Z roéwnania ciggtosci i réwnania (1.85) wynika, ze

co 011 1 éb
ViI=-z="a\&=" D) V@ a

Tak wigce, jezeli do prawej strony roéwnania {1.88) dodamy czton (1/4=) (¢B/5¢) otrzymamy,
e
1 D

V)\H-——J .
¢ ot

(1.89)
Dcdany czlon zapewnia, ze V-« (Vx H) = 0, a otrzymane réwnanie bedzie stuszne nie tyiko
w przypadku stacionarnym. Dodanie tego czlonu, nazywanego pradem przesunigcia, jest
zastuga Maxwella. Zapewnia on pelna symetri¢ réwnan, ktére teraz wyrazaja fakt, ze
zmienne pole elektryczne wytwarza pole magnetyczne, tak jak prawo Faradaya mowi,
ze zmienne pole magnetyczne wytwarza pole elektryczne. Jednoczesnie z dodaniem czionu
Maxwella do réwnania (1.88) pojawila si¢ mozliwos$é istnienia niegasnacych fal elekiro-
magnetycznych. Bez pradu przesunigcia réwnania te sie przewidywaly zjawisk falowych.
Dlatego ten czton ma tak wielkie znaczenie idzi§ wszystkie te rOwnania okresla si¢ mianem
réwnant Maxwella.

1.8. TENSORY KARTEZJANSKIE

Wiele waznych fizycznych wielkosci jest skalarami lub wektorami. Oznacza to, Ze przy
przeksztalceniach ortogonalnvch transformuja si¢ one wedlug prawa

¢ =, (1.90)
ktére definiuje skalary (wzér (1.26)), lub wedlug prawa
xX; = a;j xj, (1.91)

ktore definiuje wektory (wzér (1.27)).
Jezeli w przestrzeni trojwymiarowej przy ortogonalnym przeksztalceniu wspodirzednych
3% wielkosci T,y (kazdy z N wskaZnikéw zmienia si¢ od 1 do 3) transformuje sig
zgodnie z prawem
T

igize. = Qi Dizgy - Qigjy TJ:iz--JN’ (1‘92)
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to Ti,. .oy sa skladowymi rensora rzgdu N {w trzech wymiarach). Zauwazmy, ze W réw-
naniu (1.92) wystgpuje N sumowan. Tensor pierwszego rzedu ma trzy skladowe, spetniajace
réwnanie (1.91) —— jest wigc wektorem. Tensor rzedu 0 ma jedna niezmiennicza sktadows,
jest wiec skalarem. Innym czesto stosowanym tensorem jest tensor drugiego rzedu. Ma on

dziewie¢ skladowych 77j;, ktore podlegaja prawu transformacyjnemu
= ;i T (1.93;

Pod koniec tego paragrafu przedstawimy kitka fizycznych zastosowan tensordow dru-
giege rzedu. Musimy sie zastrzec, ze to co my tutaj robimy, nie moze byé uwazane za
analize tensorowa. Zajmowaé sie bedziemy jedynie tensorami kartezjanskimi, ktére zde-
finiowane sg przez swoje wlasnosci transformacyjne przy bardzo szczegdlnej klasie prze-
ksztalceri, mianowicie przeksztalcen ortogonalnych. Tensory kariezjanskie sa obiektami
transformujacymi si¢ przy przeksztalceniach orrogonainych zgodnie z prawem (1.92). W
ogdlnosci tensory sg obiektami z okreSlonym prawem transformacyjnym dla dowolnych
transformacji wspdtrzednych, co jest warunkiem duzo silniejszym. Tak wigc duzo latwiej
zakwalifikowaé dany obiekt jako tensor kartezjanski niz jako zwykly temsor. Kazdy
bowiem tensor jest tensorem kartezjanskim, ale nie kazdy tensor kartezjafiski jest ten-
sorem, gdyz tensor kartezjanski speinia wiasciwe prawo transformacyjne jedynie dla
transformacji ortogonalnych, a dla innych transformacji moze go nie spelniaé. Tensory
kartezjanskie nie sg podklasg tensoréw, lecz nowym obiektem.

Omoéwimy teraz kilka pojeé analizy wektorowej ograniczajac nasze rozwazania do
tréjwymiarowych tensordw kartezjafiskich. Jednakze opuscimy okreslenie , kartezjariski’,
umawiajac sig, Ze wszystkie wystgpujace tu tensory -sa tensorami kartezjafskimi.

Zbadamy najpierw kontrakcje tensordw, ktora jest jedna z najwazniejszych operacii
okreslonych na tensorach. Kontrakcja jest operacja produkujacg nowy tensor z obiektow
o okres§lonym charakterze tensorowynt.

Bedziemy korzystac z faktu, z¢ jezeli Si;, .y jest tensorem N-tego rzgdu, a T j,.. .y jest
tensorem M-tego rzgdu, to S;, iy 75,...jy jest tensorem (N+ M)-tego rzedu o 3¥+M skiado-
wych. Dowdd tego pozostawiamy czytelnikowi. .

Kontrakcja tensora Ty ;, iy jest zdefiniowana jako mnoZenie tego temsora przez
delt¢ Kroneckera d;,;,, (i sumowanie po wskaZznikach), gdzie I # m i [, m < N. Tak wigc,
jezelt T; s, jest wektorem N-tego rzedu, to

H;

i

J

PO R PO SPE SRR S i bijimTi‘...ij...im...iN (1.94)

Jjest kontrakcjg tensora T. Pokazemy teraz, ze H jest tensorem (N —2)-go rzedu. Zauwazmy
najpierw., ze ma on 3V~ 2 skladowych, wiec jezeli jest tensorem, to rzedu N—2. Teraz

8 im

H!

Sy gy dme i pae iy T X

’
Til...ij...im...iN = (f'i.,i,,,t'li,n1 s Bigny e Gy oo Qiyny

x T, = Gijyn, - T,.n

BpeeBje g My a

a

’m"j imhm = 'N"N j...nm...nN.

Korzystajac z (1.94) i z uwagi na to, Ze a

(5,,j"m, ostatnie wyrazenie mozna
zapisaé w postaci

imn; aimnm =

H,

igng ‘j—l"j—la‘j+1"j+1 a‘m~1"m—1a‘m+x”m+1" a’N"N BBy B g A gy BN

co dowodzi, Zze H jest tensorem (N-2)-go rzedu.
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Tego typu dowody dla tensoréw N-tego. rzedu wymagaja pewnej zrecznosci w mani-
pulowaniu wskaZznikami. Majac wprowadzona powyzsza ogoélna metode dowodow,
wrécimy teraz do najbardziej interesujacego z punktu widzenia fizyki przypadku N = 2.

Dla ilustracji zbadamy iloczyn dwu wektoréw x; i y;. Wiemy, Ze iloczyn x;y; jest
tensorem 2-go rzedu i mozemy skontrahowaé go tak, by uzyskac wielko$¢ skalarna, czyli
zgodnie z powyZszym twierdzeniem tensor rzegdu 2—2 = 0. Tak wigc

0ijX:¥; = Xiyi = XY, (1.95)

czyli otrzymaliSmy iloczyn skalarny.

Sa dwa wazne typy tensoréow 2-go rzedu: tensory symetryczne i antysymetryczne.
W ogélnoséci tensory nie sa latwe do wyobraZenia geometrycznego w przeciwienstwie
do wektoréw, jednak w wypadku symetrycznych (T;; = T;;) i antysymetrycznych (7,; = — T ;)
tensoréw 2-go rzedu mozliwe jest ich przedstawienie geometryczne.

Dla tensoréw antysymetrycznych drugiego rzedu znikaja trzy elementy diagonalne,
poniewaz T;; = —T;;. Pozostale elementy sa parami rowne, lecz maja przeciwne znaki.
Tak wigc tensor tego typu charakteryzuja trzy- niezalezne wielkasci (powiedzmy T,,,
T3 1 T,5) 1 mozna zwigzaé¢ z nim wektor A;

1
A,' = “i‘gijk]}k- (196)
Poréwnujac (1.96) z (1.33) widzimy, ze wektor zwigzany z antysymetrycznym tensorem
drugiego rzgdu jest w rzeczywistosci pseudowektorem.

Dla symetrycznego tensora drugiego rzedu mamy 6 niezaleznych skladnikow: trzy
elementy diagonalne i trzy pary réwnych niediagonalnych elementéw. Nie mozna wigc
identyfikowa¢ symetrycznegd tensora drugiego rzedu z wektorem. Jednakze tensor
ten daje 6 niezaleznych parametréw okre$lajacych powierzchnie drugiego stopnia

Ax? 4+ Bx%+ Cx3+Dx; x,+Ex  x1+Fx,x;3 = 1.
Nic wigc dziwnego, Ze kazdy symetryczny tensor drugiego rzgdu moze by¢ jednoznacznie
reprezentowany przez powierzchnig
ﬂjxin = +1 .

gdzie po prawej stronie réwnania nalezy wybrac¢ znak zgodny ze znakiem wyznacznika T7;.
W przeciwnym wypadku, na przyklad dla symetrycznego tensora 7;; = — d;;, moglibySmy
otrzyma¢ powierzchnie

nie istniejaca w rzeczywistej przestrzeni. Przyjmujac odpowiedni znak otrzymamy kulg
o promieniu ! i $rodku w poczatku ukladu wspétizednych.

Dowolny tensor drugiego rzedu R;; mozna zapisaé w postaci sumy tensora symetrycz-
nego i antysymetrycznego

1 1
Rij = E(Rij'l-Rji)'l'—z_(Rij-Rji)'

symetryczny antysymetryczny

Czgsto zdarza sie, 7e student po pierwszym zetknigciu si¢ z tensorami zapyta: No dobrze,
ale co to wlasciwie jest tensor? Pokazemy kilka przykladéw tensoréw, a przez wielokrotne
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powtarzanie definicji tensoréw poprzez ich wlasnosci transformacyjne postaramy sie
jeszcze lepiej zilustrowaé te obiekty. Dla wigkszej jasnosci lepiej nie méwié¢ o tensorach
jako takich, lecz raczej definiowac charakter tensorowy i méwié o pewnych wielkos$ciach,
ze posiadaja (lub nie) okreslony charakter tensorowy. Podsumowujemy ten rozdziat
omawiajac trzy wielkosci fizyczne, ktére maja charakter tensorowy: tensor momentu
bezwladnosci, tensor polaryzacji elektrycznej i tensor multipolowy.

Przyklad 1.6. Tensor momentu bezwladnosci. Catkowity moment pedu bryly sztywnej
o cigglym rozkladzie masy majacej gestos¢ g(x), obracajgcej si¢ wokot ustalonego punktu
ciala jest rowny

L = {orxvdr,

gdzie r jest wektorem polozenia elementu masy dm = gdz, a v jest predkoscia elementu dm.
(Przyjmujemy za punkt odniesienia ustalony punkt bryly). Z rozwazan kinematycznych
wynika, Zze v = @ X r, gdzie @ jest predkoscig katowg bryly sztywnej. Stad

L= Sg[rx (oxrp)jdr = Sg[wrz—r(w’ r)dz.

Zauwazmy, ze wektor L nie jest rtéwnolegly do w, z wyjatkiem sytuacji, gdy w jest prosto-
padie do r.
Tensor momentu bezwladno$ci Z;; jest zdefiniowany nastgpujaco

L;= Sg[rzé,-j—rirj]dr. (1.98)
Zauwazmy, Ze jest to suma iloczynéw wektoréw, czyli rzeczywiscie tensor. Scisle rzecz
biorac, jest to tensor symetryczny drugiego rzgdu. W rozdziale 4 zobaczymy, ze ten tensor
moze byé diagonalizowany, tzn. Ze moZna znalezé kierunki gtéwne i gléwne momenty
bezwladnosci. Stosujac tensor momentu bezwiadnoéci I;; moZemy przepisaé poprzednie
wyrazenie na L w postaci

Liw; = Sg[rzéijwj—rirjwj]dr = Sg[rzwi—ri(r- w)ldr = L;.

Mozna zapisaé to réwnanie w postaci symbolicznej: L = I @, gdzie I jest operatorem
dzialajacym na . I nie jest skalarem, zmieniajacym po prostu wielko$¢ w; jest to tensor
i mozna patrze¢ na niego jako na operator zmieniajacy zaréwno wielko$é jak i kierunek
wektora predkosci katowej .

Przyklad 1.7. Tensor polaryzacji elektrycznej*. Wektor polaryzacji P jest zwigzany z
wektorem indukcji elektrycznej D

D = g E+P.

Jezeli P jest rownolegle do E, co mozna zapisa¢ P = ¢, ¥E (gdzie y jest podatnosciag die-
lektryczna), to D = go(1+y)E = ¢,4E, gdzie k jest stalg dielektryczng. Wektor P jest
réwnolegly do E jedynie wtedy, gdy dielektryk polaryzuje si¢ izotropowo. Mozna tego
oczekiwa¢ w krysztatach ze struktura molekularng o niskiej symetrii. W krysztalach
o symetril nizszej niz szescienna zwiazek migdzy kazda skladowa wektora P 4 wektora E
jest nadal liniowy, ale stale proporcjonainoéci w réznych kierunkach nie musza byé takie
same. Przypadek, gdy P jest réwnolegle do E, zachodzi w gazach, cieczach, cialach bez-

* Wszystkie wzory w tym przykladzie zostaly podane w ukladzie MKSA (przyp. thum.).
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postaciowych i krysztatach szesciennych. W innych przypadkach, proporcjonalnos$é miedzy
P i E musi by¢ zastgpiona rownaniem tensorowym, ktére dopuszcza rdéZne stale proporcjo-
nalnosci w réznych kierunkach E. Mamy wige zwigzek

coxii Eps

[
. 4

Pi=

f=1

-,

gdzie y;; jest tensorem podatnosci.

Przyklad 1.8. Tensor momentu multipolowego. Tensor multipolowy pochodzi z multi-
polowego potencijalu ¢(r), zwigzanego z dowoinym rozkladem ladunku o(r’). Z teorii
potencjalnej (np. Panofsky i Phillips, rozdziat I} wiemy, Ze jezeli divE = ¢ i rotE = 0,
wtedy E = —Vg, gdzie

o(t) = \é’f) d. (1.993

¥adunek o gestosei o(r') znajduje sie w objetosei 7'. Aby obliczy¢ pole w punkcie r odleglym
od Zrodia, to jest dla r| > |¢'], rozwijamy 1/R w potegach »'/r:

p 1 2w 21742
e—r|" = (F2=2r- ¥ +7'%)"12 = 7[1‘*‘(—"_,:2_"'!“;—2‘)}

L L 2xr /) 13 g;~r_'+r'2)2+ |
ri 2\ 2 ,.2) 24 r? r?

N PO W T )+ } _

]

| -

Fl R T2 AT A
1 rer’ 13 -r)? 2} e
= 7L1+ pe _+5( T +cziony rzedu 7 i wyzszychv.

Zauwazmy tutaj, Ze jezeli polozymy r- 1’ = rr'cos@, rozwinigcie multipolowe moze byé
zapisane w postaci

1. i r r'\? 3cos?@—1 ’
-]T = ——r—[l +(T)COS@+(T) T+ ]- (1100)
W rozdziale 6 udowodnimy, ze dla r’ < r
0
1 i 1 Z ry
? = —IT_—r—,—— = -—':- 2 (T) P‘(COSQ), (1101)

gdzie P, (cos®) sa wielomianami Legendre’a:.
Py(cos®) =1,
Pi(cos@) = cos®,

1.102)
Py(cos@) = %(3(;032@— 1, ¢ )

P3(cos@) = —;—(5 cos3@ —3cos®), itd.



Przez bezposrednie rozwinigcie wykazaliémy poprawno$¢ pierwszych trzech czlonéw
réwnania (1.101). JeZeli teraz wstawimy rozwinigcie 1/R do wyrazenia na ¢{r}, otrzymamy

r ixx!"
5 e

N N ¢
<p(r)._~}-$g(\r)dr+r \r p{r’ydt’ +»

@ <!
> 7 T

d;r e dr’ + ... {1.103)

b

Pierwsze trzy multipole sg zdefiniowane w tablicy 1.2.

Tablica 1.2.
Oznaczenie Definicia Nazwa Charakter
‘ tensorowy
q S o(r'3ds’ menopo} skalar
v {ladunek)
P v\ rolryde’ dipol wektor
Q;j s (3x§x,'~-- di;r*yo(rydr’ kwadrupol tensc?r svmetryczny
i drugiego rzedu

Maultipole wyzszego rzedu sa zdefiniowane przez dalsze wyrazy rozwiniecia potencjatu.
Z definicji tensora momentu kwadrupolowego wynika, Ze jest on symetryczny. Stad tensora

Ti; jest to suma elementéw diagonalnych. Zauwazmy, Ze (Tr(7;} = }: 7).
i

Trg;; = > Qi = ‘__. (3x iXi— 0ur'He(r)dr = ’; (3r'?=3r'¥)ede = 0.

[ 70
Tak wiec §lad tensora momentu kwadrupolowego jest tozsamosciowo réwny zeru. Znajo-
mos¢ momentu kwadrupolowego jest uzyteczna przy okreSlaniu ksztaltu jadra i tym
samym przy otrzymywaniu informacji o silach jqdroWych. W rozwinieciu multipolowym
pierwszy czlon jest réowny catkowitemu tadunkowi jadra; a drugi ¢zion jest momentem
dipolowym, ktéry, jak mozna pokazaé, znika dla stacjonarnych stanéw ukiadéw kwanto-
wych. Trzeci cztonjest momentem kwadrupolowym. Przez jego pomiar i nastgpnie dopaso-
wanie rezultatéw do modelu, ktdry przewiduje taki moment kwadrupolowy, poznajemy
ksztalt badanego jadra. 1. I. Rabi i jego wspédipracownicy wykazali, Zze deuteron posiada
niezerowy moment kwadrupolowy, i wyciagneli wniosek, Ze deuteron musi mie¢ ksztalt
wydtuzonej elipsoidy, ktérej dlugosé jest 1,5 raza wieksza od szerokosci. Swiadczy to
0 istnieniu niecentralnych sit jadrowych miedzy neutronem a protonem, co jest faktem
o duzym znaczeniu,

ZADANIA

1. Udowodni¢, postugujac sie metods wektorows, ze przekatne rombu sz do siebie
prostopadte.
2. Czastka porusza si¢ w plaszczyznie x; x, tak, 7e jej wektor poloZenia jest okreslony
réwnaniem
r = acoswte, +asinwte, (w = const).
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Pokaza¢, ze w tym ruchu

a) predkos¢ v jest prostopadta do r,

b) przyspieszenie a jest skierowane do §rodka ukiadu; znalezé jego wartosé,

¢) L = rxmv jest stalym wektorem; znalezé jego dlugosé.

3. W oparciu o prawa zachowania udowodnié, ze w elastycznym zderzeniu dwdch
czastek o jednakowych masach, przy zalozeniu, Ze poczatkowo jedna z tych czastek byla
nieruchoma, wektory predkosci po zderzeniu sa do siebie prostopadle (gdy sa rdzne
od zera).

4. Natadowana czastka porusza si¢ w jednorodnym polu magnetycznym B, skierowanym
w kierunku osi z i jednorodnym polu elektrycznym E w plaszczyZnie yz. Napisaé réwnania
ruchu dia tej czastki. Nastgpnie rozwigzac je, przyjmujac jako warunki poczatkowe (¢ = 0)
x=yp=2z=0; x =X, ¥y =z = 0. Pokazaé, ze predko$¢ unoszenia w kierunku osi x
jest rowna E,/B. Jezeli E, = 0, tor czastki staje si¢ spirala nawinietg wokot linii réwno-
legtej do osi z.

5. Udowodnié, ze & &, = 6.

6. Udowodnié tozsamosci:

a) grad(A - B) = (A - grad)B + (B- grad)A+ArotB-+BrotA,

L)V UxV)=V-(VxU)-U.(VxV).

7. Udowodnié twierdzenie Gaussa:

{ pv2yp—vv2g) dr = { (¢Vp—yVg) - do.

T o
Wskazowka: Zastosowal twierdzenie Gaussa o dywergencji do wektorow A = ¢Vyp
iB = ypVeg.
8. Gdyby elektryczny potencjat ladunku punktowego byl réwny

p(r) = }_I‘Z:é__’ e €1 (dodatnie lub ujemnej
zamiast g/r, ulegloby zmianie wiele wnioskéw fizycznych. Wyliczyé dla r # 0
a)E=-Vg, b)V-E= -V, ¢)VxE,

d) wyprowadzi¢ odpowiednik prawa Gaussa dla kuli o promieniu R. Przedyskutowaé
granicg ¢ — 0 i poréwnac ze zwyklym potencjatem kulombowskim. W ksiazce Panofsky’ego
i Phillipsa (rozdziat 1, zadanie 8) oméwiono jedna z konsekwencji przyjecia takiego po-
tencjalu.

9. Twor fizyczny znany jako mezon wektorowy opisuje si¢ przez trzy pola wektorowe
E, H, A 1 rzeczywiste pole skalarne V. Pola te speiniaja nastgpujace réwnania

V-E = 4%,
JE . .
VxH = ¥ —u?A  (u? jest dodatnia staly),
H = VxA, E=-8~A——VV.
ot

v
a) Pokazag, 7¢ V - A+%— = 0.
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b) Pokazaé, ze V spelnia nastgpujace réwnanie
” o2y
VIV -2V ———— = 0.
# or? 0
¢) Jezeli V nie zalezy od czasu to V2V —u?V = 0. Pokazad, ze jezeli V znika na zamknie-
tej powierzchni, to ¥ = 0 wewnatrz tej powierzchni.
10. a) Jakg klasg zjawisk fizycznych opisuje réwnanie Helmholtza

Vig+kip = 07

b) Podacd interpretacje fizyczna tego réwnania w swietle dyskusji o fizycznym znaczeniu
laplasjanu i uzgodni¢ te interpretacje z odpowiedzia na pytanie a.

11. a) Z réwnan Maxwella wyprowadzi¢ prawo zachowania ladunku.

b) Wyrazi¢ pole elcktryczne poprzez potencjal skalarny ¢ i potencjat wektorowy A,
gdzie B = rotA. (Uwaga: w przypadku, gdy pole elektryczne zalezy w dowolny sposdb
od czasu, E nie musi si¢ rdwnaé grade).

12. Antysymetryczny tensor drugiego rzedu F;; jest scharakteryzowany trzema nie-
zaleznymi wielko$ciami. W efekcie, z takim tensorem mozna zwigzaé wektor Hy. Udo-
wodni¢, ze H, = 1/2¢; F;; wtedy i tylko wtedy, gdy Fi; = & Hy.

13. Tensor pola elektromagnetycznego w prozni. Zadania 11 1 12 daja podstawy
do rozwinigcia czterowymiarowej teorii pola elektromagnetycznego. Bedziemy stoso-
wagd. uklad jednostek Gaussa. Jezeli utozsamimy wektor H, z zadania 11 z polem ma-
gnetycznym, to zadanie 12 zwiaze Hy z antysymetrycznym tensorem drugiego rzedu, Fj;.

a) Udowodni¢, ze

;. 04;
aAl = O;Aj—('}in,

Ej = _i;‘;:_ 8x,~ -

gdzie rotA = H.

b) Korzystajac z (a) pokazaé, ze tensor Fj; jest antysymetryczny. Dotychczas F;; byt
trzywymiarowym tensorem z 32 = 9 skladowymi. Rozszerzymy go teraz do czterech
wymiardw.

¢) Przyjaé, ze x, = ict i Ay = ig, gdzie i =)/ —1,a @ jest potencjalem elektrosta-
tycznym. Wykazagé, uzywajac wyraZenia na F;; z punktu (a) i korzystajge z zadania 11 (b),
weFy=—F,=iE(j=1,2,3).

d) Sprawdzié, ze F; =0 =1,2,3,4).

Tak wigc, F; jest czterowymiarowym antysymetrycznym tensorem drugiego rzedu z 42 =
= 16 skladowymi. Cztery elementy diagonalne sg réwne zeru. Z pozostalych 12 elementéw
jedynie sze$¢ jest niezaleznych. Wyraza to fakt, ze £ i FI maja sze$¢ sktadowych.

¢) Wypisac explicite tensor F;; jako macierz 4 x 4 przy uzyciu sktadowych E i H. Wazne
jest, jaka metoda sie to robi. Powinno si¢ otrzymac

0 H, -H, —iE,
e _ |~ 0 H, —iE,
i H, —H, 0 —iE,
iE,  iE, ik, 0
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{) Wszystkie réwnania Maxweila mogg byé wyrazone przy uzyciu tensora pola eiekto-
magnetycznego przez nasigpujace dwa yoéwnania:

I G Fu+0iFu+ 0 Fy = 0,

., O Fy = {dfcydy, .
gdzie J, = (0}, dla i=1,2,3 1 J, = icg {¢ = gesto§¢ ladunku elektrycznegoj. W tych
dwoch réwnaniach ¢, k i [ przebiegaja wartodei od 1 do 4. Udowodnié, Ze te réwnania sg
réwnowazae rownaniom Maxwella. i nie dajg nic wiecej. (Nalezy zbadaé réZzne kombinacie
wiskaznikow),

g) Bezposrednio z rownania Maxwella (ii) z punktu (f) wyprowadzi¢ czterowymiarowg
postaé rownania zachowania ladunku. Zinterpretowaé to rownanie w tej postacl.

h) Pokazad, ze sita Lorentza jest réwna ’

j:; = -é Eik"k) l= 1;23 39

gdzie f; sg trzema skladowymi sily Lorentza. Poda interpretacje wielkosci icf,.
14. Udowodnié, ze $lad elektromagnetycznego tensora energii-pedu Ty jest réwny zeru.

1 1 )
T;; = j‘;c”(Fquz—‘ Z Fﬁn@ik);

Fi; jest tensorem pola elektromagnetycznegoe z zadania 13.

15. Udowodni¢, ze jezeli catkowity ladunek jest réwny zeru, to moment dipolowy
rozkladu ladunki jest niezalezny od wyboru poczgtku ukladu wspolrzednych.

16. a) Ladunek g jest rownomiernie rozlozony na okregu o promieniu R lezgcym
w plaszczyznie z = 0, koncentrycznym z osia z. Nabdi (—g) jest umieszczony w $rodku
okrggu. ZnaleZé (i) elektryczny moment monopolowy, (ii} wektor elektrycznego momentu
dipolowego, (iii) tensor elektrycznego momentu kwadrupolowego, wyrazajac go poézniei
przez odpowiednig macierz 3 x 3. MoZna sobie znacznie ulatwié pracg, korzystajac z sy-
metrii tensora kwadrupolowego i znikania jego $ladu, jak réwniez z symetrii ukladu
fizycznego.

b) Dla tego rozkiadu tadunku znaleZé rozwiniecie multipolowe dla potencjatu w duzej
odlegiosci od Srodka uktadu (#/R) > 1; rozwinaé do wyrazéw kwadrupolowych wilacznie
i znalez¢ zalezno$¢ koncowego wyniku od wspélrzednych sferycznych r, @, @.

17. Znalez¢ pierwsze trzy momenty multipolowe dla pojedynczego tfadunku punktowego
¢ umieszczonego w punkcie r = R(i+j—k). Okresli¢, przy uzyciu trzech czlonow rozwinig-
cia multipolowego, potencjat (we wspdlrzednych sferyczaych) w punkcie bardzo odleglym
od fadunku.
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ROZDZTAL 2

RACHUNEK WARIACYJNY

WSTER

Jednym z najstarszych zagadniet fizyki matematycznej jest problem minimalizowania
wyrazZend zaleznych od pewnych funkcji. W zadaniach tego typu szukamy zazwyczaj funkcji,
dia ktdrych calki z tych funkcji i ich pochodnych przyjmujg wartosci najmniejsze. A wiec
nie chodzi tu o znalezienie punktu, w ktérym jaka$§ konkretna fuukcja przyjmuje wartosé
najmniejsza, lecz o okreslenie pelnego ksztattu funkcji, dla ktérej odpowiednia catka ma
minimumm. Problemy te odegraly zasadnicza role w XVIII i XIX wieku, ich znaczenie nie
zmniejszylo sie zowniez w XX wieku pomimo pojawienia sie idei kwantowych. W ceiu
zapoznania czytelnika z podstawowymi pojeciami i metodami w niniejszym rozdziale
przedstawiny pokrdtce idee i zastosowania rachunku wariacyjnego w fizvee klasycznej.
W nastgpnych rozdziatach bedziemy micli okazje do ponownege zajecia sie tymi zagadnie-
niami w bardziej nowoczesnym ujeciu.

2.1, KILKA ZNANYCH PROBLEMOW

Rachunek wariacyjny jest stara gal¢zia matematyki. Samodzielny rozwdj tej galezi
rozpoczal si¢ na kilka lat przed sformulowaniem kilku probleméw, ktdre dzi§ uwazamy
za podstawowe dla tego dziatu. Przedstawimy trzy takie problemy.

1) Jaka krzywa na plaszczyZnie laczaca dwa punkty ma najmniejszg dhugo$é?

Pytanie to mozna sformulowa¢ nastgpujaco. Niech (x4, y4) i (xs, ys) beda dwoma
punktami w plaszczyinie xy i niech x, < xz. Funkcja y = y(x) wigze te punkty, wiec
y(x4) = ya 1 y(x5) = yp. Dlugoéé tuku laczacego te punkty jest réwna

(xp:y )
I= S ds.

(%455 )

Poniewaz ds? = dx?+dy?, mamy wiec
ds = 1/'1_%-? dx,

gdzie 3 oznacza pocbodna y ze wzgledu na x. Naszym zadaniem jest znalezienie takiej
funkeiji y(x), zawartej w funkcji podcatkowej, dla ktdrej catka f osiaga najmniejsza wartosé,
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2) W 1696 Johann Bernoulli z Uniwersytetu w Basel postawil nastepujacy problem:
Dane sa dwa punkty 4 i B w plaszczyZnic pionowej, znaleZé tor AM B majacy t¢ wlasnosé,
ze punkt materialny spada wzdluz niego z punktu 4 do punktu B w najkrotszym czasie.
Zakladamy, ze punkt materialny porusza si¢ jedynie pod wptywem sily ciezkosci. Jest to
znany problem brachistochrony (z greckiego brachistos — najkrétszy, chronos — czas),
1 rozpoczal on ogdlne zainteresowanie rachunkiem wariacyjnym.

Przyjmijmy punkt A za poczatek naszego ukiadu wspotrzednych i zatézmy, Ze czastka
o masie m ma poczatkowo predkodé zero. (Przyjmujemy, jak to zrobit Bernoulli, ze nie
ma tarcia). O§ y prowadzimy pionowo w dol. Predkos¢ wzdluz krzywej AMB z rys. 2.1
jest rébwna v = ds/dz, tak wiec catkowity czas spadku jest dany wzorem

Musimy jeszcze wyrazi¢ v w funkcji poloZenia. Wiemy, ze jezeli nie wystepuje tarcic,
wzrost energii kinetycznej réwny jest ubytkowi energii potencjalnej. Stad

1
5 mv? = mgy,

tak wigc
X

B
. ]/ Aty gy
Vg o y

Y znowu nalezy znalezé funkcje y(x), dla ktoérej I ma warto$¢ najmniejsza.

©0) y
A
M
B
N (XBryB)
Rys. 2.1. Brachistochrona Bernoulliego Rys. 2.2. Najmniejsza powierzchnia obrotowa

3) Trzeci problem dotyczy znalezienia najmniejszej powierzchni obrotowej przecho-
dzacej przez ustalone punkty (x4, y4) 1 (xs, ys). Przypusémy, ze krzywa y(x) obraca sie
wokot osi x jak przedstawiono na rys. 2.2. Chcemy zminimalizowa¢ pole stworzonej w ten
sposob powierzchni. Zakladamy, ze dla x4 < x < xp, y4 > 0, yp > 0 oraz y(x) = 0.
Szukamy minimum pola powierzchni

s i S
I=2rn 5 yds = 2x S yY1+y? dx,
A XA

gdzie y(x4) = y.1y(xp) = yp.
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Wszystkie te trzy problemy sa szczegdlnymi przypadkami bardziej ogdlnego zadania:
Jaka jest funkcja y(x) z warunkami brzegowymi y(x,) = y4 i y(xg) = yg, dla ktorej
catka

*B
I= 1§ flx,y,y)dx,
*4
osigga minimum (f jest znang funkcja x, y, y'). Innymi stowy, szukamy minimum catki
wybierajac odpowiednig droge catkowania od x, do xg.

2.2 ROWNANIE EULERA-LAGRANGE’A

W tym paragrafie wyprowadzimy réwnanie rézniczkowe, ktdre musi speiniaé funkcja
y(x), aby calka
*B
1= 1§ fG, 5, 5)dx
*4
osiggala minimum. x4, xp, ¥(x4) = Y4, y(xg) = yp 1 f s3 dane, funkcja f jest z zaloZenia
dwukrotnie rozniczkowalng funkcja wszystkich swoich argumentdw. Oznaczamy funkcje,
dla ktorej calka I osigga minimum przez y(x) (rys. 2.3) i badamy jednoparametrowa
rodzing funkcji poréwnawczych y(x, ¢), ktore spelniaja warunki:
a) ¥(x4, &) = ya, ¥(xs, &) = ypdla kazdego ¢;
b) ¥(x, 0) = y(x) — funkcja poszukiwana;
c) y(x, €) i wszystkie jej pochodne az do pochodnych drugiego rzedu sz cigglymi
funkcjami x i e.

(XB/yE)

y(x,&)

F(x,0)=y(x)
(XA J.yA)

—

X

Rys. 2.3. Jednoparametrowa rodzina funkcji poréwrawczych

Dla danej funkcji poréwnawczej catka

XB .

1) = | fix,7,7)dx

=)
jest oczywiscie funkcja €. A poniewaz wstawienie ¢ = 0 odpowiada (warunek b) zastapieniu
y przez y(x) i ¥’ przez y'(x), widzimy, ze I(c) bedzie mialo minimum dla wartoéci ¢ = 0,
co jest zgodne z przyjetymi oznaczeniami. Jest to prawda dla kazdej krzywej y(x, ).

Bedziemy si¢ teraz w dalszym ciggu zajmowaé badaniem rodziny gladkich krzywych

przechodzacych przez punkty (x4, y,) 1 (xs, ys) i numerowanych zmienng . Krzywa,
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dla ktérej catka I przyjmuje najmniejsza mozliwg wartos, odpowiada zmiennej ¢ = 0.
Chcielibyémy podkreslic, ze wybor € = 0 jest 7upetnie dowolny. MoglibySmy réwnie
dobrze oznaczy¢ funkcje minimalizujacy przez ¢ = 1,67 i zmienié odpowiednio warunek b.
Poniewa? krzywa ta z zatoZenia minimalizuje 7, a  zalezy w sposéb clagly od e1 jest roznicz-
kowaing funkeja e, co wynika z warunku ¢, mozemy do znajdowania minimum tego funkcjo-
natu stosowaé znane metody rachunku rézriczkowego it catkowego.

Warunkiem koniecznym, ale nie dostatecznyni. na wystepowanie minimum jest zoikanie
pierwszej pochodnej. To znaczy warunek

s = {2
i d8 ]G:Q (\ \_.I)

jest warunkiem koniecznym na to,.aby dla e = 0 calka przybierala swy najmniejszg wartoéé.
Rézniczkujemy teraz catke /(e) po ¢ (nalezy pamigtaé, ze x nie jest funkcia ¢, jedynie ¥
1y’ zaleza od &)

!5.,’ dy , of dy" di

1y de '2’3‘5’- “de

co zgodnic z warunkiem ¢ mozemy zapisaé w postaci

f?‘rf dy o 3_(@“ i
S &y de cj)’ dx -;:ia_)v *

X

S

Teraz, jezeli scatkujemy przez czedci drugi czlon, otrzymamv

Xg , .
df ¢ of 45 dy of]x dy d {ary .
de 5?77-&5 dx+[08 3y \ (E‘y')dx

*4

Lecz z warunku a, dla kazdego &, (x4, & = p4 i ?(-"»‘3, g) = yg. Wige

1 w koncu otrzymamy

ar _ S"‘f.ﬁ__(af) Ly
PR B 3y *
*4

Teraz zazgdamy, by I(e) mialo minimum dla ¢ = 0, a wigc

dr HE, of &5
[E]c=0 =0= ) l@y d).’ (ay )] iaa }s- dx‘
*4

Potozenie &£ = 0 jest réwnowazine polozeniu y(x, €) = y(x}, ¥'(x, &) = 3'(x) 1 ¥"(x, &) =
= "'(x). (Zauwazmy, Ze funkcja podcatkowa zalezy od y' i kladac granice ¢ = ( powin-
ni$my wiedzieé, czy druga pochodna y"(x, ¢) jest ciagla funkcjg swoich dwdch zmiennych.
Jest to zagwarantowane warunkiem c), Wprowadzajac oznaczenie

&

l‘-&—e.]e.—_o - n(x),
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strzymujemy

3 of d [of

3 [ 3 " dx (3 ) p(x)dx = 2.2)
Lecz n(x) jest zupelnie dowolna z wyjatkiem tego, Zze na mocy warunku a)znikaw x4 i xg
oraz, ze jest ciagla i réZniczkowalna (warunek c). Tak wiec, aby catka (2.2) znikala, musi

zachodzié ‘
of dfofy
Sl -o .

Réwnanie to zostalo wyprowadzone przez Eulera w 1744 r, Jest ono znane jako réwnanie
Eulera-Lagrange’a, poniewaz jest ono takze podstawg mechaniki klasycznej w ujgciu
Lagrange’a. Jezeli rozpiszemy petoa pochodna ze wzgledu na x, réwnanie (2.3) przyimuje
postac:

A AU SR P

dy  oxoy ayay 8%y’ ’
Jest to réwnanie rézaiczkowe drugiego rzedu, ktérego rozwigzanie {pod warunkiem,
Ze minimum istnieje) dostarcza nam szukanej, dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji y(x).
Warunek (2.1) jest jedynie warunkiem koniecznym na istnienie minimum, rozwigzanie
dla ¢ = 0, y(x),mogloby produkowaé takze maksimum, a nawet punkt przegiecia funkcji
1(e). Tak wigc to, co naprawde znalezlismy, jest funkcja dajaca ckstremum (ekstremalg).
Z natury problemu wynika, ze mozemy zwykle podaé nature ekstremum bez badania
znakéw wyzszych pochodnych I{e), co jest w ogdlnosci bardzo skomplikowang procedurs.
Na przykiad, w trzecim problemie dyskutowanym w § 2.1 ze wzgledéw fizycznych jest
oczywiste, Ze maksimum nie istnieje. Pojawia sig tu takze pytanie, czy znalezliSmy minimum
wzgledne czy tez bezwzgledne. W ogoélnosci, nie badamy tych probleméw szczegbéltowo
w sensie matematycznym, lecz opierémy si¢ na fizycznej interpretacji sytuacji, co pozwala
okresti¢ nam typ badanych ekstremoéw.

W wielu interesujacych z fizycznego punktu widzenia przypadkach, rownanie Eulera—
Lagrange’a moZe by¢ znacznie uproszczone. W szczegdlnosel zauwazmy, ze we wszystkich
przykladach badanych w paragrafie 2.1 funkcja f{x, y, ') nie zalezala explicite od x;
jedynie poSrednio przez zalezno$é x od y i 3. Biorac to pod uwage zbadajmy wielkosé

a [, &
e
Wykonujgc rézniczkowanie otrzymujemy

o ]“ 2O 4 o of o, o,
dx [ Il Iy = s d i vy il v w
[of d ( ar ) i
e oy dx\oy'fy ox’
Ale jezeli y spelnia réwnanie Eulera~Lagrange’a, to znaczy réwnanie (2.3) i jeZeli f nie
zalezy explicite od x to

Il

o

il
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skad wyciggamy wniosek, ze

da | .o
£ ks ] =0
Mozemy scatkowaé to rownanie i otrzymamy:
y O
Y —f = const. (2.4)

Tym sposobem otrzymaliSmy proste réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu na y(x).
Technika zastosowana przy wyprowadzaniu réwnania Fulera-Lagrange’a dla jednej

zmiennej, moze by¢ z latwoscia rozszerzona na calki postaci

*B

I = Sf(xa VisY2s oo Vns J’i,yé, :y;)dx

*A
Bedziemy teraz szukaé funkcji y;(x), y2(x), ..., ¥a(x), dla ktérych I przyjmuje wartosé
minimalng, przy warunkach

y1(x0) = V14> Y1(x5) = y1s,
Y2(X4) = Yau, Ya(xg) = Y28,

yn(xA) = Yna> yn(xB) = YVnB.

Zagadnienie to jest prawie identyczne z tym, ktore wilasnie rozwigzaliémy. Jezeli bowiem
wyobrazimy sobie, Ze (n—1) funkcji y; ma szukang postaé y;(x) i jezeli bedziemy teraz
zmieniaé pozostata funkcje, powiedzmy ¥; tak, by calka 7 osiggneta minimum, to otrzymamy
problem identyczny z tym, ktéry wiasnie rozwigzaliémy. Réwnanie spelnione przez y;(x)
(i-ta szukang funkcjg) jest, zgodnie z (2.3), po prostu réwne

AN

Ay dx \ oy

I zndw, tak jak w przypadku jednej zmiennej, jezeli f nie zalezy od x, otrzymujemy catke
pierwsza

Zyza—f,—f = const, (2.6)
e ay;

ktéra wynika natychmiast z oszacowania

d . of
G| ]
i=1
1 zaloZenia, Zze y;(x) spelnia réwnanie (2.5).
Zauwazmy, ze rownanie (2.6), prowadzace do rozwigzania problemu dla przypadku
kilku zmiennych, wcale nie jest tak uzyteczne jak réwnanie (2.4) dla jednej zmiennej
zaleznej. Réwnanie (2.4) sprowadza cale zadanie do rozwigzania prostego réwnania réz-

niczkowego pierwszego rzedu, podczas gdy (2.6) daje réwnanie laczace pierwsze pochodne
wszystkich y;.

50



2.3, KILKA ZNANYCH ROZWIAZAN

W tym paragrafie bedziemy omawiaé rozwigzania trzech klasycznych probleméw,
przedstawionych w paragrafie (2.1), w kolejnosci, w ktérej byly one omawiane.
Problem 1. Najkrétsza linia. W tym przypadku f = 1+ y'2. Bezpo$rednio z réwnania
Eulera-Lagrange’a wynika, ze
—q— (_6):) = lub —e[; = ——Z,_: = const,
dx \ dy o Y142
gdyz df/dy = 0. Réwnania te méwia, Ze »" rowna si¢ jakiej$ stalej, powiedzmy y’ = 4,
wiec
y = Ax+B,
gdzie A, B sa stalymi, ktére mozemy tak wybraé, by ta linia prosta przechodzila przez

punkty koricowe.
W tym przypadku, poniewaz f nie zalezy explicite od x, mozemy réwnie dobrze stosowaé

rownanie (2.4)

y —aa%— = const.
Podstawiajac funkcje f otrzymujemy stad, ze
1
m——y——,z = const,

z czego wnioskujemy, Zze )’ jest stala, a wigc znéw y*= Ax+B.
Problem 2. Brachistochrona. Dla tego problemu (§ 2.1)

L/ THy?
=y
(opusciliémy tu nieistotny czynnik 1/ 1/2—g). Poniewaz f nie zalezy explicite od x, stosujemy
réwnanie (2.4)

72 2
Vy(A+y?) y »(1+y?) -

Kladac 1/C* = 2a, mamy

a catlkowanie daje

¥=% = S]/2a}iy dy.

Jezeli wykonamy zamiang¢ zmiennych y = a(l—cos®), to catka ta przyjmie postaé
X—Xy = ZaSsin2 —g—d@ = a(@—sind).

Tak wigc mamy rozwiazanie tego problemu w postaci parametrycznej
X = a(@—sin@)+xo, y = a(l-cos®).
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S3 to réwnania cykloidy generowanej przez ruch stalego punktu na obwodzie kola o pro-
mieniv a, ktore toczy sie po dodatniej stronie linii ¥ = 0, to znaczy po dolnej stronie
osi x z rys. 2.1. Istnieje jedna i tylko jedna cykloida przechodzaca przez poczatek ukladu
i punkt {xg, yp); nalezy tu odpowiednio dobrac stale a i x,.

Bernoulli, ktory pierwszy rozwigzatl to zadanie, nie zrobil tego w przedstawiony tu
sposob. Ciekawe, ze Bernoulli, chociaz chwalil sig, ze znalaz! wspaniale rozwigzanie tego
problemu, nic opublikowal go od razu tylko wyzwal innych matematykéw, a szczegblnie
swego starszego brata Jakuba, z ktoérym prowadzit zawzigte boje, aby znalezli rozwigzanie.
Swdj rezuitat opublikowal dopiero w 1697 r.*

Na keétko przed praca Bernoulliego opisano krzywa, ktdéra nazywamy cykloida,
w zwigzku z rozwazaniami dotyczacymi idealnego wahadia matematycznego. (Wahadlo
idealne jest to wahadlo, ktérego okres nie zalezy od amplitudy wychyled. Dla wahadia,
w ktorym ciezarek opisuje czeS¢ okrggu — jest to jedyny latwy do skonstruowania przy-
padek — okres jest niezalezny od amplitudy jedynie wtedy, gdy amplituda jest réwna zeru).
Huygens stwierdzil, ze punkt materialny oscylujacy bez tarcia w stalym polu cigzkosct
po pionowej cykioidzie ma okres niezalezny od amplitudy. Po odkryciu Bernoulliego
krzywa te pazywa si¢ nieraz brachistochrong.

Problem 3. Najmniejsza powierzchnia. W tym przypadku f = y y 1 +3'2 {§ 2.1). Ponie-
waz i tv f nie zalezy explicite od x, wigc

Cof .
y -ayl f—" b?

sdzie stalg b, zgodnie ze zwyczajem, zapisujemy z minusem. Wstawiajac naszg funkcije f
mamy ‘
y

T = 5
!,'/ } + ¥ 2 *
Z ©Zego otrzymujenmy

Tak wiec

Poniewaz spodziewamy sie, zc krzywa ta lezy catkowicie powyzej osi x, & musi by¢ wigksze
v zera.

Jest to krzywa lanicuchowa, generuje ona pewna powierzchnie obrotowa (karenoide).
Stale b t x, muszg by¢ tak dobrane, aby krzywa ta przechodzila przez punkty (x4, y4)
i (xg, yg) nie przecinajac osi x. To nie zawsze da sie zrobié. Rozwinigta' tu teoria jest
niekompletna przede wszystkim dlatego, ze wyznacza nam jedynie krzywe dwukrotnie
roiniczkowalne. Przesledzmy dokladnie problein ze zwigzanymi koncami (x4, y )i (xz, ¥s)-
Jezeli krzywa lancuchowa przechodzi przez (x4, ¥4), wtedy b i x4 s3 zwigzane réwnaniem

g XA Yo
yA—bLh‘_b .

* Patrz Courant and Robbins, What is Mathematics?, strony 379~384.
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Moéwi to nam, ze
Xg = xA——bArch 5

tak wigc otrzymujemy nastepujace réwnanpie krzywej laficuchowe;j:

y = bch [x-;x,{ + Arch (Zb‘i” .
Réwnanie to opisuje jednoparametrows rodzine krzywych fancuchowych, ktére przechodza
przez punkt (x4, ¥4), jak pokazano na rys. 2.4. W ostatnim réwnauniu wyrazenie Arch(y,/b)
musi byé ujemne, jezeli krzywe maja minimum na prawo od x4. Mozna pokazaé, ze kazda
taka krzywa o, §, v ... z rys. 2.4 przechodzaca przez (x4, y4) i nie przecinajaca osi x jest
styczna do obwiedni. Obwiednia jest parabolg z ogniskiem w (x4, y,). Zadna z tych
krzywych nie mozZe przechodzi¢ przez punkt, kt6éry jest oddzielony od (x4, y4) przez

obwiednie (lezacy na zewnatrz obwiedni), jak na przyklad punkt R. Przez punkt leiacy
na obwiedni (np. P) przechodzi tylko jedna krzywa laficuchowa, natomiast przez punkt @,
lezacy po tej samej stronie obwiedni co (x4, ¥4) przechodza dwie krzywe. Widzimy wiec,
Ze dla punktéw typu R pie istnicja dwukrotnie rézniczkowalne krzywe minimalizujgce.
Mozna pokazaé, Ze najmniejsza powierzchnia jest w tym przypadku generowana przez
krzywa lamana, ktérej odcinki sg nastepujace:

x=x; dla 0y < yy,

y=20 dla x4 < x < xg,

x=xg dla 0< y< yr.
Rozwigzanie to nosi nazwe rozwigzania nieciagtosci Goldschmidta. Generuje ono powierz-
chnie obrotows, ktdrej pole jest rowne n(y5-+y&). Powierzchnia ta jest zwykle wzglednym
minimum, ale okazuje si¢, Ze istnieje obszar punktéw (xz, yp), dla ktdérych krzywe te
dajg minimum bezwzgledne. Wchodzimy do obszaru tych punktéw, jezeli odejdziemy
wystarczajaco daleko w gére lub na lewo od obwiedni. Wtedy gbrna krzywa laficuchowa
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daje bezwzglednie najmniejsza powierzchnig obrotowa. Gérna krzywa przechodzaca przez
punkt taki jak Q zawsze daje minimum wzgledre. Najnizsza krzywa przechodzaca przez
ten punkt, jak réwniez krzywe przechodzace przez punkt taki jak 2 nie generuja nawet
wzglednego minimum.

Przeanalizowalismy szczegélowo to niepelne rozwiazanie, aby uwypuklié ograniczenia
i subtelnosci teorii wystepujace przy dokladniejszej analizie.

2.4. PROBLEMY IZOPERYMETRYCZNE Z WIEZAMI

Byt kiedy$ nastepujacy zwyczaj nagradzania wyjatkowej stuzby wojskowej lub cywilne;.
Krdl dawatl wyrdznianej osobie tyle ziemi, ile zdolala ona okrazyé ptugiem w okreslonym
czasie. Pojawia si¢ tu problem znalezienia plaskiej krzywej o danej ditugosci, obejmujacej
mozliwie najwigksza powierzchni¢ -— tzw. problem izoperymetryczny.

Formutujagc to w jezyku matematycznym, moéwimy, Ze chcemy otrzymaé réwnanie
rozniczkowe, ktdre ma by¢ spehione przez funkcj¢ y(x), dla ktérej catka

*p
I={ fex,y, y)dx
*A
przyjmuje warto$¢ ekstremalna, jak roéwniez zachodzi drugi zwiazek, dany przez caltke
*B
J =\ gtx, 5, y)dx
x4
przy ustalonych wartosSciach y(x,) = y4 i ¥(xz) = yp. Oczywiscie, mozna sobie latwo
wyobrazi¢ bardziej ogdlna klas¢ probleméw. Na przyklad, mozemy dopuscié mozliwosé
wystepowania wickszej liczby zmiennych zaleznych, powiedzmy y;(x), y2(x), ..-, ya(x)
1 mozemy wyobrazié sobie kilka calek Jy, J,, ..., . Jednakze ten prosty przypadek
przedstawiony powyzej wystarczy do zilustrowania metody. Potem napiszemy bardziej
ogdlny wynik, ktérego dowdd pozostawiamy czytelnikom jako ¢éwiczenie rozwijajace
sprawne postugiwanie si¢ wskaznikami. Procedura jest wlasciwie taka sama jak w § 2.2.
Badamy awuparametrowq rodzing funkcji y(x,, &, ¢;) z nastgpujacymi warunkami
(@) F(xa, 615 82) = Ya, Y(xs, &y, &;) = yp dla wszystkich & 1 &,
B y(x,0,0) = y(x) — szukana funkcja,
() ¥(x, &, &,) ma ciagle pochodne pierwszego i drugiego rzedu wzgledem wszystkich
zmiennych.
Tworzymy calki

*B
ey, 22) = § flx, 5,5)dx,
*4
*B
J(&y, &) = S g(x,y,¥)dx = const.
*4

Tak jak w § 2.2 chcemy znaleZ¢ ekstremum catki I(e;, £,) ze wzgledu na ¢, i ¢,, Zadajac
by ekstremum to wystgpowalo dla ¢, = 0, &, = 0, lecz teraz przy dodatkowym warunku
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J(g;, €2) = const. Oczywiscie, &, 1 &, nie s niezalezne, jezeli J(¢,, &,) ma ustalong wartosé,
i z tego to powodu postanowiliSmy wprowadzié dwuparametrowa rodzing funkcji y(ey, €3).
Jezeli mieliby$my catke J(c), wtedy stata warto$¢ J wyznaczalaby ¢, co z kolei okreslitoby
catke I(e).

Zastosujemy teraz technike rachunku rézniczkowego i catkowego do zbudowania
wielkosci

K(ey, &) = I(eg, &2)+ U(sl s €2),

gdzie A jest stala, na razie nie okres§lona, nazywang mnoznikiem Lagrange’a. Warunek, aby
ekstremum K(g,, &,) i jednocze$nie I{e;, £,) wystgpowato dla & = 0, &, = 0, brzmi

nastgpujaco:
[ 0K \ [ 0K ]
Ry e ] 0 = Py
% uzg %02 Juzg

gdzie K jest po prostu dane przez

*B
K(ey, 20) = | h(x, 7,7)dx,
*4
i h = f+Ag. Musimy teraz obliczy¢ dwie pochodne czastkowe pierwszego rzedu

ok _¢lon o  onm a;v'] .
S[ay 56, Vo 5, | 40 I L2

Calkujac przez czesci tak jak w § 2.2 mamy

*B
oK ¢ [on oh )] 3y o
dg; S {_:—— (ay 681 & 7=12

gdzie po zastosowaniu warunku (a) opusciliémy czlon z granicami. Kiadziemy teraz &, = 0
i & = 01 zagdamy, aby dwie pierwsze pochodne K znikaly. Tak wiec

*B
ohd [on .
[5G [peoas =0 s
x4

gdzie wprowadziliémy oznaczenie

Lecz funkcje #,(x) i 7,(x) sa dowolne. Wnioskujemy wiec, Ze
Sh_d (o) g
oy dx\oy' |
Roéwnanie to jest réwnaniem na szukang funkcje y(x).

To wyglada dokladnie tak jak réwnanie Eulera—Lagrange’a (§ 2.2), z tym, Ze wystepuje
tu wielkos¢ kA = f+ Ag zamiast f. Zauwazmy, 7z rozwiazanie rownania Eulera-Lagrange’a
zawiera dwie stale catkowania i mnoznik 2. Te trzy liczby wystarcza do zapewnienia,
by funkcja y(x) przechodzila przez dwa punkty koricowe (x4, ¥4) i (xz, ys) oraz by calka I
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miata wymaga.nq warto$é. Uogdlnienie tego wyniku nie jest trudne. Po pierwsze, jezeli
mamy m calek wigzéw J;,J,, ..., J,, wtedy funkcja % spelniajaca réwnanie Eulera-
Lagrange’a jest postaci

m
h = j‘+ }'igi )
gdzie

*B
J;= ( gi(x, y, y)dx = const.
x4
Jezeli dopuszczamy mozliwo$¢ wystepowania n zmiennych zaleznych, proste rozszerzenie
zapisu pokazuje (§ 2.2), ze otrzymamy zbiér réwnan Eulera-Lagrange’a

on d ( eh\ _ .
o ;_) =0, i=1,2,...,n, (2.7)
gdzie znowu mamy
h =f+z A& 2.8)

Czytelnik moze bez trudu zrobi¢ sam te kilka krokdéw koniecznych do wyprowadzenia
réownaf (2.7) 1 (2.8). Zauwazmy, Ze w przypadku gdy mamy m calek wiezéw, nalezy ko-
niecznie stosowaé (m+ 1)-parametrowa rodzing funkcji 5(Xy, &1, €24 -.-» Ems1)-

Zajmiemy si¢ teraz rozwigzaniem oryginalnego problemu izoperymetrycznegd. Aby
znalezé krzywa o ustalonej diugosci L, otaczajgca najwigkszg powierzchnie, nalezy znalezé
funkcje x(t) 1 y(zj, dla ktérych

g
4= -%« s ey’ —x'y)ds
4

ma minimum. Jest to wzdr na powierzchnie wewnatrz krzywej zamknietej w plaszczyZnie
xy, wspolrzedne x i y parametryzuje zmienna 7. Czytelnik zechce pokazad, 7e to wyraZenie
we wspéirzednych biegunowych ma postal

1 7

A= \ r2(6)d.
2
(1]

Dtugosé jest dana przez

8 iy
L = \ds = x ’;/x’2+y'7'dt_
A

Tak wigc nasza funkcja %(z, x, y, x’, ¥’} jest réwna
i [
h o= 5 (xy' —=xX'»)+ Ay x2+y?,

Mamy jedng zmienng niezalezna r, dwie zmienne zalezne x() i y(¢) i jedna catke wiezéw
(i stad jeden mnoznik Lagrange’a). Stosujac (2.7) otrzymujemy

_‘?E__@_(,ifi P f__d{ Lo X
ox div\ax )T VT RY Ta\T YT T A )

= VX7 +y?

56




tak wiec

Podobnie réwnanie na y daje

Te dwa réwnania sa rézniczkami, wiec mozZemy je bezposrednio scatkowaé

. x . !
V=A== Py, X+ 4 /.___.._Ji—*—:ﬂ
V,x:2+y/z -V x’2+y’2

= X0,

gdzie x, 1 yo sg statymi okres$lanymi przez warunek statosci punktéw koncowych. Mozemy
przepisa¢ te rOwnania w postaci

s

x
E. R ——
) ‘/ x; 2 + yzz
Jezeli podniesiemy do kwadratu obie strony tych réwnan i dodamy je do siebie, otrzymamy
natychmiast

y
X=Xy = = A—mommmmmm— Y—Yo =

(x=Xo)>+ (y—yo)* = 22,

co oznacza, ze szukang krzywa jest okrag o promieniu A i $rodku (xo, Vo). Poniewaz
ustalong dtugos$¢ kfzywej oznaczaliSmy przez L, widzimy, ze

Stale x, i yo 53 tak dobrane, ze okrag o promieniu L /2% przechodzi przez zadany punkt
konicowy, ktory pokrywa si¢ z punktem poczatkowym, gdyz jest to krzywa zamknieta.
Z fizycznego punktu widzenia jest jasne, Ze mamy tu do czynienia z maksimum, a nie
minimum.

Rozwiazanie tego izoperymetrycznego problemu jest szczegélnie proste — okazuje sig,
Ze jest to po prostu okrag. JednakZze czytelnik powinien zauwazyé, ze réwnania otrzy-
mywane w formalizmie Eulera-Lagrange’a sg bardzo skomplikowanymi,. powigzanymi
ze soba, nieliniowymi réwnaniami rézniczkowymi. JeZeli wybierzemy funkeje f(¢, x, y, " y')
igQ,x,y,x y) przypadkowo, szansa, ze te funkcje beda dobre do rozwigzania wyjécio-
wych réwnan Eulera-Lagrange’a jest bardzo mata.

Innym znanym problemem izoperymetrycznymn jest okreSlenie ksztaltu wiszacego,
elastycznego sznurka o danej diugodci, umocowanego za dwa konce. Zakladamy, Ze
sznurek przyjmuje ksztalt, zgodny z wigzami, ktéry odpowiada minimalnej energii poten-
cjalnej. Przypusémy, Ze sznurek jest umocowany w punktach (x4, y4) 1 {(xz, ¥s), jak poka-
zano na rys. 2.5. AChcemy znalezé krzywa p(x) przechodzaca przez te ustalone kofice,
dla ki6rej energia potencjalna przyjmuje wartoi¢ najmniejsza. Jezeli p oznacza staly
mas¢ elementu sznurka, wtedy energia potencjalna liczona wzgledem osi x jest dana przez

B *B
I= QgSyds = pg \ ¥ T+y?%dx.
A x‘A




Dlugosé sznurka jest ustalona — sa to wlasnie wiezy

xB X? .
L= S ds = 5 V1+y2dx.
x4 x,

Tak wigc
h=o0gyV1+y7% —ogyo Y1452,

gdzie zapisaliSmy nasz mnoznik Lagrange’a jako 4 = —ogy,, ¥, bedzie poZniej okreslone.
Jezeli teraz zmienimy zmienng y na 7 = y—Jy,, to

h=ogny1+%7%, 75 =rn(x).

J (x5, ¥8)

(X4, u
()

Rys. 2.5. Swobodnie wiszacy sznur z zamocowanymi koricami

X

Ale h ma t¢ sama formg co funkcja f, ktérej uzywaliSmy do znalezienia najmniejszej
powierzchni obrotowej. Czyli, tak jak w tamtym przypadku, réwnanie Eulera-Lagrange’a
prowadzi do wzoru

- X=X
n—bch( A ),

gdzie b 1 x, sa stalymi, ktére trzeba wyznaczyé. Poniewaz n = y—y,, okazuje sig, ze
réwnanie krzywej, ktorej ksztalt przyjmuje swobodnie wiszacy sznurek z umocowanymi
koncami, jest postaci

¥y = yo+bch (—A:_x" )
b
)
Trzy stale x,, yo i b wybieramy tak, by krzywa przechodzita przez (x4, ) i (xz, y5)

oraz miata dlugos¢ réwng L. Jest to juz problem numeryczny i w zasadzie zawsze mozliwy
do rozwigzania.

Istniejg inne typy réwnan wiezéw, ktére moga sie pojawia¢ w praktyce. Zakonczymy
ten paragraf omowieniem szczegélnie waznej klasy wigzow, ktére majg zastosowanie
przede wszystkim w mechanice klasycznej. Przypusémy, ze mamy catke

*B
I=§ fx, 70,25 oos Tu3 V15 Voo woes yi)
*a

i chcemy znaleié jej minimum przy zatoZeniu nastepujacych warunkéw
gl(x’ Yis Y2 ---,.Vn) = 0:
gz(x, Y1, V2s ---;yn) = Os
gm(x’ylﬁyZ’ ""yn) = 0’
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gdzie m < n. Jedna z mozliwych metod postgpowania jest rozwiazanie m réwnan i
wyrazenie m funkcji y; przez pozostale tunkcje y oraz wstawienie tych wielkosci do funkcji
podcatkowej w 1. Jednakze w wietu wypadkach funkcje g; sa zbyt skomplikowane, aby
tak postapi¢. Roéwniez ze wzgledu na symetti¢ lepiej nie wyrdézniaé pewnych zmiennych
i nie wyraza¢ innych znmennych poprzez te wyrdznione. A nawet jezeli byloby prosciej
tak eliminowa¢ zmienne, moZzemy nie chcie¢ tego robié ze wzgledéw fizycznych. Przeko-
namy si¢ w nastepnym paragrafie, ze w mechanice klasycznej te wzgledy czgsto przewazaja.

Naszkicujemy teraz alternatywna metode, biorgc pod uwage przypadek, w ktérym
mamy tylko jeden warunek wiezdéw

g(x’ Yis V25 -5 yn) = Oa
i cheemy znaleZé minimum catki ' '
*B
I=§ £, 70, V20 os a3 955 135 s Y)dx.
x4
Jak zwykle, wprowadzamy zbiér funkcji poréwnawczych ¥(x,, €, €,) spelniajacych
warunki:

o) Vx4, €15 82) = Yia, Yilxs, &1, &)= yip dla wszystkich &, &, — tzn. znéw mamy
stale punkty koncowe;

B) ¥i(x, 0, 0) = y;(x) — gdzie y;(x) sa szukanymi funkcjami, i

»") yi(x, ¢, €;) ma ciagle pierwsze i drugie pochodne.

Budujemy teraz catke

*B
Ier, 8) = § f06,Fus ooy D Fihs oo, Vbl
*4
i jak przedtem zadamy, aby I(¢,, &,) mialo warto$é ekstremalng dla &, = 0 = ¢,, przy
warunku, Ze
g(x3 ?17 rees ;n) = O'

Roéwnanie tej postaci daje wiezy lokalne zachodzgce we wszystkich punktach, podczas
gdy wiezy calkowe, ktore spotykalismy do tej pory, sa wiezami globalnymi — wnioski
Z nich sg slabsze niz z wigzow lokalnych. (Réwnanie wiezéw lokalnych implikuje, ze jedna
ze zmiennych ¥; mozna wyrazi¢ przez (n— 1) pozostatych zmiennych ¥;, podczas gdy wiezy
globalne daja tylko zwiazek miedzy zmiennymi g;). Oczywiscie mozna przeksztalci¢
to rownanie w wigzy globalne catkujac je po prostu od x4 do xp, lecz czynigc tak gubimy
istote réwnania. JednakZze, mozemy przywréci¢ ogdélnosé tego roéwnania a jednoczeénie
zachowal znang postaé catkows, jezeli wpierw pomnozymy réwnanie przez dowolng
funkcje x, np. ¢(x), a nastepnie scatkujemy iloczyn od x4 do x. Tak postepujac, otrzy-
mamy

*B
I(er, 8) = | $(0g(x, 71, ., T)dx =0,
*4
gdzie @(x) jest zupeilnie dowolna funkcja.
Tak jak w pierwszej czefci paragrafu, ktadziemy

K(ey, &5) = I(ey, &3)+ A (&4, &3)
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i otrzymujemy warunek konieczny na ekstremum zgdajac, aby

9K =0 = { oK } 2.9)
581 8= avz e,=0
=0
gdzie X jest dane przez
B
K(Ei) 82) = 5 h(x, f}y -‘-:J—;n; ?;, ---,y;:)dx,
A
i
h = f+i$()s.

Zgodnie z konwencja definiujemy A(x) = A¢d(x); A(x) jest na razie nieokreslong funkcja.
Stosujac nasza standardowa metode, obliczamy dwie pierwsze czgstkowe pochodne

K(ey, 25)
n *g
8K O (¢|on o ok ay;] .
— = —— , =1,2.
BEj Zl—l S {8}71 58_, + 6}’: 68] dx J
=1 x4
Catkujgce drugi czlon przez czqéci znajdujemy, Ze

' dv oy; -
75‘ Z [ 5V (C‘/;)] %, % J= b2

gdzie warunek a’)prowadzi do opuszczenia czlonu z punktami koficowymi. Teraz narzu-
camy réwnanie (2.9) jako warunek konieczny na ekstremum. Kiadac

aPI — (i‘) S
{68 ]cra I ETR 2.10)
mamy
n g .
N |er d ah}m o .
‘./-T! ;\, Gy, —d‘; (““—“6)): V)J 77_1 (x)dx = Q. (2.11}
[ESE

Jest to moment, w ktérym musimy by¢ ostrozni. Mialoby si¢ ochote uzyé znanego argu-
mentu, Ze funkcje #{7(x) sa zupelnie dowolre z wyjatkiem tego, Ze sa one gladkie i znikaja
W x4 1 x5. Jednakze w tym przypadku ten argument nie jest prawdziwy! Wezmy funkcije
g(x, Y1y --.s ¥a) = 0 i zrézniczkujmy po &;. Otrzymamy

9% .08 i % %, | % W
de, 8y, 0gy 8y, 8, TP 02y

Jezeli polozymy teraz ¢, = 0 = ¢, i zastosujemy definicje (2.10) otrzymamy

_{'1 6g o _
2?‘ F () =0

Istnieje wigc liniowy zwigzek migdzy funkcjami %{P(x) oraz podobny miedzy funkcjami
7% (x) i nie mozemy utrzymywacé, ze 7{?(x) sa w pelni dowolne. Jednakze mamy jeszcze
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do dyspozycji funkcje A(x). Zatrzymajmy sig na réwnaniu (2.11) zj = 1; preypadek j = 2
jest zupelnie analogiczny. Poniewa? g nie zalezy od pochodnveh funkcji y{x), mom*rw
rozpisaé réwnanie {2.11) jako

Tz

ST L () a9 2] pocoras -
?/_T\ " ( ay,i)u(x)-a;;-]m (x)dx = 0. (2.12)
= xA .

Teraz zatézmy, Ze 5{)(x) wyraza si¢ przez pozostate furkcje 7{"(x). Zamiast wstawiaé
to wyrazenie na 15"(x) do réwnania (2.12), wybierzmy A(x) tak, by

of ( of oz
e X = 0. 2.13}
Gy}) A(x) - N ‘ (
A wigc nie potizebujemy wcale znaé wyrazenia na %$"){x), poniewaz w naszym podsta-
wowym réwnaniu wspdiczynnik stojacy przy tej funkcji jest rowny zeru. Réwnanie{2.12)
przy powyzszym okresleniu funkeji A(x) przybiera postaé:

LA P
~ of 4 ( of og R .
>V o s =0

i=2 x4
gazie nie wystepuje juz czlon zi = 1. Pozostale (n — 1) funkcji %P(x) nie zaleZy od siebie,
mnzemy wiec wyciggnaé woiosek; ze
6 d {2 g
A ( f)+ D8 0, i=2,3,..,n (2.14)
W 0yif 6y :
Oirzymane réwnania s takie same jak roéwnanie (2.13), chociaz doszliSmy do nich réznymi
etodami. Polaczymy teraz réwnania (2.13) i (2.14} w prosty zwiazek
hood | ¢k ) . '
ﬁ—---—-~(—f—,-) =0, i=1,2,..,n (2.15)
dy;  dx \ 0y T
gdzie b = f+ i(x)g. Zauwazmy, Ze nie potrzebujemy wydzielaé funkeii %' {x) w otrzymanym’
réwnaniu (2.15); kazda funkcja #®{x) doprowadzilaby do takiego samego rezultatu,
w ktorym wszystkie pierwotnie zalezne zmienne wystepujs na réwnej stopie,

Tym sposobem masmy n réwnaf rézniczkowyceh drugiego rzedu na # nieznanych funkcji
¥o(x) 1 funkcje A(x). (Zauwazmy, Ze nie wysiepuja tu pochodne A(x). Réwnania te nie sa
rdzniczkowe ze wzgledu na’ A(x). Jest to zwigzane z naszym zaloZeniem, Ze funkcja g nie
zalezy od pochodnych y,(x)). Aby problem byt dobrze postawiony, potrzebne jest jeszcze
réwnante wigzdw

g(x? }"uyz, ~--»}’n) = 0,
gdzie g jest zadana funkcjg. Rozwigzania v, (x), y,(x}, ..., y»{x) sa jednoznacznie wyzna-
czone przez warunki graniczne:

yi(xs) = s, yilxs) =y, i=1,2,...,n.
Czytelnik moze sprawdzié, ze jezeli mamy m rownan wigzéw postaci
g, Vi Y2y s =0, i=1,2,...,m
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to otrzymamy znowu uklad réwnan (2.15), lecz w tym przypadku funkcja % bgdzie dana
wzorem

h =f+ Z Ai(x)gia
i=1

gdzie 4;(x) powinny by¢ znalezione jako czg$¢ pelnego rozwiazania ukladu.

2.5. ZASTOSOWANIE DO MECHANIKI KLASYCZNEJ

Znaczna cz¢$¢ mechaniki klasycznej moze by¢é opisana przy pomocy aparatu mate-
matycznego z ostatnich czterech paragraféw. Jezeli klasycznomechaniczny uklad opisy-
wany przez uogdlnione zmienne g,(), ¢2(?), ..., ga(t) ma funkcj¢ potencjalna V(q,, 4.,
.--» qu> 1), Jego lagrangian jest postaci:

L(t’ 9> qi) = T(Qz, '%)—V(‘b» l),
gdzie T jest energia kinetyczna, a kropki oznaczajg rdzniczkowanie po czasie. MozZna
pokazaé, ze ruch takiego ukladu mozna wyprowadzi¢ z zasady Hamiltona.
Zasada Hamiltona. Ruch ukladu, opisywanego lagrangianem L, od chwili czasu 14
do 3 (t4 < tp) jest taki, Ze przy zadanych wartosciach g;(¢4) i g:(¢p) calka
xB
I={ Ld
x4
przyjmuje warto$¢ ekstremalng ze wzgledu na funkcje ¢(t) (=1,2,...,n); 241 tp 53
dowolnymi, lecz ustalonymi momentami czasu: Z naszych rozwazafn wynika wprost,
ze I ma ekstremum wtedy i tylko wtedy, gdy
oL d ( 5L)
0g; dr\9g;,
Otrzymali§my réwnania Lagrange’a dla ruchu. Jest to uklad réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu, ktérego rozwiazaniami sa funkcje ¢;(¢). Stale calkowania (a jest ich 2n)
wylicza si¢ okreélajac stan ukladu w chwili ¢4, tzn. zakladajac okreslone wartosci qi(ta)
i g;(24) dla wszystkich 7.
' Na przyklad, zalézmy, ze

=0, i=1,2,..,n (2.16)

1 . . .
= 7m(x§+x§+x§), V= V(xy, Xz, X3)»

to znaczy zakladamy, Ze czastka o masie m porusza sie w dowolnym polu potencjalnym.
Wtedy

| . .
L= —m(x%+x%+x§)—‘ V(xl> X2, xS)’

2
a réwnania Lagrange’a dajg nam
a4 . .
——a—x"—a(mx,)——o, 1 = 1,2, 3,
lub :
my; = — ud
P 3xg ’
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Poniewaz — dV/dx; jest silg dziatajaca wzdtuz osi x;, réwnanie to jest po prostu drugim
prawem Newtona, ktére mozemy zapisa¢ w postaci wektorowe;:
mr = —VV =F.

Nalezy zwréci¢ tu uwage, Ze istnieje mozliwos¢ rozszerzenia formalizmu Lagrange’a
na bardziej ogdlne potencjaly, np. typu elektromagnetycznych potencjaléw zaleinych
od predkosci, jezeli tylko wystepujace sily moga by¢ zapisane w postaci

oV d oV
fi= "% +dt(oq,)
W tym przypadku znajdujemy znowu, Ze
L=T-V,
i spetniona jest zasada Hamiltona. Tak wigc réwnanie (2.16) nadal bedzie opisywaé ruch
takiego ukladu.
Jezeli L nie zalezy explicite od ¢, to z réwnania (2.6) wynika, Ze
- oL,

5 4-L=E .17

i=1

gdzie E jest stala. Znajdziemy teraz sens fizyczny stalej E. Jezeli ¥V nie zalezy od g;, to

L. N\ aT.

4 = 4.
=1 %; =1 0
Jak si¢ okazuje, T przyjmuje postac

T= Z aim(9:) 4, Im

Irm

,S_Ja 4 =2T.

Roéwnanie (2.17) moze byé zapisane w postaci
2T-L =2T-(T-V)=T+V =E,

to znaczy, moZemy utozsami¢ E z calkowitg energia uktadu.
Wielko$é

tak, Ze

oL
9g;

nosi nazwe pedu uogdinionego, sprz¢zonego z uogdlniong wspdirzedna g;. JeZeli jakas
wspoéirzedna g,(¢) nie wystepuje w L, nazywamy ja wspOlrzedng cyklicznq. Dla pedu
uogdlnionego py sprzezonego ze wspoéirzedna cykliczna mamy réwnanie

d (oL .
( )=Pk=0-

b =

e\ 2g,,
Stad widaé, ze py jest stala. Jest to po prostu zasada zachowania pedu.
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Zbadajmy dla przykiadu ruch czastki w plaszczyznie, kiedy potencjal, jak réwniez
i sita, zaleza tylko od promienia. Stosujac wspdirzedne biegunowe mamy

. —;—m(i'2+r2@2}~ V(r);

G jest wspdirzedng cykliczng i dlatego

I .
e = i@ = pg, (2.18)

o

o

gdzie pg jest statg. ktora jak widac jest momentem pedu czastki. W tym przypadky, po-
niewa? lagrangian nje zalezy explicite od f, wigc z rownania (2.17) wynika réwniez, Ze

f.aczac réwnania (2.18) i (2.19) otrzymujemy
: Po 1 . 2 :
273 T ®) ?
wiec w tym przypadku nasze stale ruchu, pg 1 F, redukuig problem do rozwiazania réwnan
pierwszego rzedu, tzn. do wyliczenia dwu catek. Oczywidcie, dla bardziej skomplikKowanych
potencjalow V(r) calki te moZna wykonaé jedynit numeryczuie.

Na zakornczenie zbadajmy ruch z wigzami. W szczegélno$ci moZemy sie zapytad,
jakim ruchem porusza sig czastka w polu sily cigzkosci, jezeli zazadamy, by ruch odbywai
sie jedynie na powierzchni wieruchomej sztywnej kuli o promieniu a. Jasne jest e naj-
wygodnie; bedzie poshugiwac sie wspdlrzednymi sferycznymi. W tych wspéirzednych

. . Bl
wypiszeray lagrangian:

) I : . :
T = —im(rz—f—rz(*:'z +r25in2@¢?),
V = mgz = mgrcos®,
a wiec
1 . o2 . :
1 = 5 m{r? 4 262 + r3in?O¢?) - mgreos ©.
Checemy znalez¢ ekstremum catki
g
] =1\ Lds
4
przy natoZonych.wigzach postaci:
g(t,7,8,¢) =r—a=0.
Zgodnie z nasza dyskusja w § 2.4 tworzymy funkcje
_ 1. . . : N
L'=L+ig= 5n2(r2+r292—rrf"smzé)d)z)—-mgrcos@-%— Ar—Aa.
i wstawiamy te funkcje do rownan Eulera-Lagrange’a. Dla wspdirzednej r znajdujemy
nastepujgcee réwnanie
i~mgcos@+mrsin’Od2 +mrO? —mi = 0, (2.20a)
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a dla wspdirzednej @
mgrsin®+ mrsin® cos Op? — mdiz (r20) = 0. (2.20b)

Tutaj ¢ jest wspOlrzedna cykliczna, wige
mr2sin®0¢ = py,

czyit

$= £t (2.200)

mr3sin?@
Mamy rozwigzaé powyZsze trzy zwigzane ze sobg rownania przy zalozeniu, ze
r—a=20 (2.20d)
Wstawiajge do réwnan (2.20a) i (2.20b) zwiazki (2.20¢) i (2.20d) otrzymujemy, Ze

= —ma@r— P -
A= mgcos®—ma® Sin20 (2.21a)
i
5_ & picos®
O = - sin@+ sy i (2.21b)

Réwnanie (2.20c) upraszcza si¢ i mamy

Lo Py 3
¢ = s semerol 2.21¢)

Widzimy wigc, ze wszystko zalezy od rozwiazania réwnania (2.21b); poniewaz zalezno$é
B(¢) jest okreSlona, rownanie (2.21a) daje nam A(z) i po scalkowaniu (2.21¢c) otrzymamy
¢(t). W rzeczywistosci rownanie (2.21b) nie jest tak skomplikowane, na jakie wyglada.
Jezeli pomnozymy obie strony réwnania przez O(t), wtedy po obu stronach dostajemy
rozniczki 1 mozemy je wycatkowaé, otrzymujac:

67 = C—28cos0— L ___. 2.22)

a m’a*sin?@
Zwigzek taki nie jest niespodzianka; mozna pokazaé, ze wynika on wprost z zasady za-
chowania energii. Stala C jest po prostu réwna 2E/ma?, gdzie E jest calkowita stala energia.
Wynika stad, ze caly problem zredukowal sie do rozwigzania caiki z réwnania (2.22).
Jednak calka ta w ogélnym przypadku nie ma tak zwartej postaci, chociaz w poszczegdl-
nych prostszych przypadkach ogbine wlasnosci rozwigzania moga by¢ okreSlone bez
wiekszych trudnosci.

Warto przyjrzeé si¢ blizej funkcji 1(¢). Pierwszy czion w réwnaniu (2.21a) jest sktadowa
radialna sily grawitacyjnej dzialajgcej na czastke, wzigta z przeciwnym znakiem. Drugi
czlon jest sila odsrodkowa zwiazang z ruchem w kierunku wzrostu kata 0, wzigta réwniez
z przeciwnym znakiem, a ostatni czion jest radialng skladowa sily odsrodkowej zwigzang
z ruchem w kierunku wzrostu kata ¢. Tak wiec A(f) jest dokladnie silg, ktorg kula musi
dziataé, aby utrzymad czastke na swej powierzchni. Mozna pokazaé, ze w ogélnosci mnoz-
niki Lagrange’a sg w prosty sposéb zwigzane z sitami potrzebnymi do utrzymania wiezow.
Dostarczaja wigc nam bezposrednio fizycznych informacji o badanych ukiadach.
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2.6. SZUKANIE EKSTREMOW CALEK WIELOKROTNYCH

Jako nasze ostatnie rozszerzenie probleméw wariacyjnych, chcemy teraz gzbadaé
przypadek, kiedy calki majg wigcej niz jedng zmienna niezalezng. Bedziemy sie zajmowaé
bezposrednio przypadkiem dwu zmiennych niezaleznych, pozostawiajac czytelnikowi
bardziej ogolne przypadki jako ¢wiczenie.

Zbadajmy wiec catke

0 é
1= (e r g, 2andn,
. 2
D

gdzie x, i x, sg dwiema niezaleZnymi zmiennymi, a D jest ustalonym obszarem w plasz-
czyinie x,x,. Oznaczymy granic¢ obszaru D literg C. Tak jak poprzednio, zadajemy
wartoéci y(x,, x,) we wszystkich punktach brzegu C, to znaczy mamy

[y(xl s xz)](x,,xz)sc = g(C)a

gdzie g(C) jest zadang funkcja, zdefiniowang na jednowymiarowej krzywej C.
Chcemy, aby nasza jednoparametrowa rodzina funkcji prébnych spetniata nastgpujace
warunki

a) [P0, x25 xyzpec = g(C) dla kaidego &;

b)  F(xy, x5, 0) = p(xy, x,) — szukana funkcja;

A y(x;, x,, €) ma ciggla pierwszg i drugg pochodna.
Budujemy teraz catke

- dy dy
](8) = ng(xl: X2, y’_é"xj_}_, Exz‘) dxldxz
D

{a;,‘ta'o B 0.

Postepujac w zwykly sposdb, znajdujemy, Ze
S (A SV
de 9y de ﬂ(a;)ds

o e e
ox,

i zadamy, by

) A )]
+ Of_ 4 e ) dx,dx, =
0x, 3( oy ) €\ dx,

6x2

(([LE L (B), T2 ()],
JJ| 0y de (ay} 0x, \de (5;) 0x; \de
D ] ¢
ox;

ox,
Powinni§my zrobié teraz uzytek z dwuwymiarowego catkowania przez czesci, czyli tzw.
twierdzenia Greena, ktére brzmi nastepujaco:

eP 30 ~
SDS 0xy + 0x; ]dXI dxz = g(del—deO-

Jest ono stuszne, jezeli P(x,, x,) i Q(x;, x,) oraz ich pierwsze pochodne czgstkowe sa
ciagle w obszarze D. Zapisujgc

P =(xy, X)A(x1, x3) 1 O = ¢(xy, X3) B(xy, x2),
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otrzymujemy

9 . 8 _tc[o4 0B

Identyfikujac wprowadzone funkcje z odpowiednimi pochodnymi

PO R _

- ’ - T 1 B = T _—
de 6( Vol 5 b
o0x 1 8x2
otrzymujemy

dI_SS o @ of 3 of dy
de oy 0x, a(a;) 0x, a(aj,) de

E[ T g ¥,
¢ _a_y_) a( ay)
0x, Ox,

Z warunku a), dy/de znika na C, tak wigc, stosujagc warunek na ekstremum mamy

SS ¥ 0 ¥ 9 U N, x)dxdx, =0,

ay  ox, ( s ) 0x, ( E )
o} é
Ox, 0x,

gdzie
dy _
{Eg]ﬂo = n(xy, X5).

Poniewaz 7(x,, x,) jest dowolng gltadka funkcja wewnatrz obszaru D, réwnanie

_6__{_ _ 0 of _ 9 af _ 2.23)
oy 0x, 6( dy 0x, 5 dy )
axl axz

musi by¢ spelnione w catym obszarze D. Jest to réwnanie Eulera-Lagrange’a z dwiema
niezaleznymi zmiennymi; pochodne czastkowe odzwierciedlaja istnienie wigkszej niz jeden
liczby zmiennych niezaleznych.

Zbadamy teraz drgajaca strun¢ jako przykiad wariacyjnego problemu z dwiema
niezaleznymi zmiennymi. Przypusémy, ze doskonale gigtka elastyczna struna jest naciag-
nigta przy stalym naprezeniu = wzdluz osi x (z koficami umocowanymi w punktach x = 0
ix = I). Badamy — mozliwie najprostszy przypadek — male poprzeczne drgania bez tarcia
(bez tlumienia), zaniedbujac przyciaganie ziemskie. Amplituda drgafi jest dang funkcja
y(x, 1), gdzie ¢t oznacza moment czasu, a x polozenie (0 < x < /). Wychylenie struny jest
dane przez pochodng dy/dx; zakladamy, Ze jest ono male
Jest to najczesciej w praktyce spotykany przypadek. Predkos$C jest dana przez dy/or.
Warunki graniczne (nieruchome punkty korncowe) zapiszemy nastepujaco: y(0,1) =
= y(I, t) = 0 dla wszystkich 2.
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Chcemy teraz obliczy¢é lagrangian dla tego ukladu, a nastepnie okreslié ruch przy
uzyciu zasady Hamiltona. Znajdziemy najpierw energi¢ potencjalng V. Praca wykonana
nad strung przez odksztalcenie zuzywana jest w calosci na zmiane dtugosci struny (zakla-
damy doskonalg elastycznosé). Poniewaz sita sprezystosci jest rowna stalemu naprezeniu 7,
energia potencjalna jest po prostu réwna:

V= ‘L‘[S ]/:—:@E.dx—lj.

Czlon w nawiasie jest roznicg miedzy chwilowa dhugoécia struny i jej dlugoscia w rowno-
wadze /. Energia potencjalna jest réwna zeru, gdy dlugos¢ struny jest rdwna /. Poniewaz
caly czas zakladamy, ze

fﬁyi
19 <
‘?8x|<1’

mozemy napisaé

]/1+(0y) = 1+2(-‘3~y—)

Aby obliczy¢ energi¢ kinetyczng, zakladamy pewien rozkiad masy wzdluz struny
o(x) > 0. A wigc masa zawarta W elemencie diugosci dx jest réwna o(x)dx, a energia
kinetyczna zwiazana z ta masa jest réwna

dT o(x) dx( ?t )

Catkowita ¢ rgia kinetyczna jest wigc réwna

! 2
= —;—S g(x)(%) dx.

Gdy juz mamy okre$lone energie T i ¥, mozemy zbudowa¢ lagrangian:
I
1 oy\: 1 [op\?
=T—V =\l= — ——7|= .
L=1 S)[zg(")(az) 2’(ax dx

Wielko$¢ w nawiasach
_ 1 day S| ay 2
= 29(")(79:) _2’(ax ’

nazywamy gestosciq Iagratzgz'zf/zzz, poniewaz jej catka przestrzenna daje lagrangian. Zasada
Hamiltona mowi, ze funkcja opisujaca ruch struny czyni ponizszg calke

ty 1
I={rd={{&dxdr
t; t; 0
ekstremalng ze wzgledu na funkcje y(x, ), ktére dodatkowo spetniaja réwnanie y(0,t) =
= y(/,t) = 0 dla kazdego ¢ i dla ktérych y(x, #;) i y(x, t,) sa okreslonymi funkcjami x.
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Teraz rozporzadzamy juz aparatem matematycznym potrzebnym do znalezienia
réwnania, ktore musi spetiaé y(x, t). Obszar D w plaszczyZnie x, ? jest prostokatem o
bokach 0 < x < /i t; <t < t,. Stosujgc rownanie (2.23) otrzymujemy

0% @ o 0 0%

e —— =0,
dy ox 5 dy ) ot 5 dy
x| ot
Wstawiajgc do tego wyrazenie na % dostajemy rdéwnanie
Py _ e(x) &y
x> v 612’
Jest to réwnanie rézniczkowe czastkowe opisujace ruch struny; nosi ono nazwe réwnania
falowego.

Rozszerzymy teraz powyzsza metode na przypadek » niezaleznych zmiennych. Zamie-
rzamy znalezé ekstremum calki wielokrotnej

.0 0¢ o¢
1 - ig(xl, .X2, seey x’,, ¢, ‘a_xl—, ‘5;2—, ...,‘a;)dxldxz ore dxn,
gdzie ¢ = ¢(x,, X3, ..., X,). D jest pewnym obszarem w przestrzeni r-wymiarowej, a ¢
jest znang funkcja zdefiniowana na (n— 1)-wymiarowym brzegu obszaru D. Réwnanie

Eulera-Lagrange’a, ktore daje szukang funkcje ¢, jest postaci

3¢ _0% "o 0%
5 T8 L:ow (o¢)

ox;

=0, (2.24)

gdzie wprowadzilismy wielko§¢ 62/d¢, ktéra nosi nazwe pochodnej funkcjonalnej.
Poprzednio widzieliSmy, Ze gesto$é lagrangianu

<= sleofZ) (&)

prowadzi do jednowymiarowego rownania falowego.
Zbadamy przykladowo inna gesto$é lagrangianu

- [

Zauwazmy, Ze z podstawowych wlasnosci gradientu wynika niezmienniczosé & wzgledem
obrotéw. Mamy tu przypadek trzech zmiennych niezaleznych i jednej zmiennej zaleznej.
Réwnanie Eulcra-Lagrange’a przyjmuje wigc postaé

% e e
o ,.=,‘3x» (8(}5)

x;

gdzie x; = x, x, = y, x5 = z. Zastepujac & przgz (V$)? otrzymujémy

*2¢ 32¢ az¢ ,
7t T oy = Vi = 0.
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Tak wiec réwnanie Laplace’a jest warunkiem koniecznym, aby calka

= 5 (V)2dxdydz
D

osiggala ekstremum, przy zalozeniu, Ze funkcja ¢(x, y, z) jest stala na brzegu D. Widzimy,
ze niezmienniczo$¢ obrotowa & doprowadzita do niezmienniczego wzgledem obrotéw
rownania na ¢.

Osiggnigte tu wyniki mozna otrzymaé w ogdlnym przypadku, gdy w & wystepuje kilka
(powiedzmy m) zmiennych zaleznych ¢(x,, x,, ..., x,). Na przyklad, szukajac ekstremum
catki

1=S (x,,¢,, ;5 )dzldxz,...,dx,.,
D
otrzymujemy uktad m réwnan rézniczkowych drugiego rzedu

=0, j=1,2,..,m. 2.25)

0% }_
ob; 0x; ( g¢J )
ax;

Te posta¢ réwnania Eulera-Lagrange’a stosuje si¢ w teorii pola, gdzie rézniczkowe
réownanie czastkowe opisujace zjawiska fizyczne otrzymuje si¢ konstruujac ,,rozsadne”
gestodci lagrangianu £, a nastgpnie postulujagc uogdlniong zasade Hamiltona, ktéra
z kolei prowadzi do znikania pochodnych funkcjonalnych, czyli do réwnan Eulera—
Lagrange’a. Taki rozsadny lagrangian moze by¢ czgéciowo okre$lony z rozwazan doty-
czacych niezmienniczo$ci i wiasnosei symetrii problemu, np. mozna zazadad, Zeby gestosé
lagrangianu byla niezmiennikiem Lorentza lub niezmiennikiem transformacji cecho-
wania.

Jak dotad, nic jeszcze nie powiedzieliémy o wigzach, ktore prowadza do probleméw
izoperymetrycznych. Ale zastosowania powyzszej procedury do probleméw izopery-
metrycznych dokonuje si¢ tak, jak to robili§my przedtem. Przypomnijmy tutaj rezultaty
otrzymane w ogélnym przypadku m zmiennych zaleznych, n zmiennych niezaleznych
i p wigzéw catkowych postaci

= g ( is ¢J’ a¢J)dx1dx;)_ aes dx,,,
b

gdzie i=1,...,n; j=1,..,m; k=1,..,p. Tutaj J, sa zadanymi wigzami. Celem
naszym jest znalezienie ekstremum catki wielokrotnej

I=S ( is ¢_]a »«¢ ) “\ld-kz d-xn,

D
przy zalozeniu wystepowania p wigzéow J,. Aby zachowa¢ $cislg analogie z problemem
izopeiyméetyczinyiin vwawianym poprzednio, zbudujemy nowa funkcje

P
h=%+ Z 2ugt (2.26)

k=1
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gdzie 4, sa mnoznikami Lagrange’a. Funkcje h spelniaja odpowiednie réwnania Eulera-
Lagrange’a, mianowicie

n

“%“Z?i“—a_h—"o’ j=1,..,m. @.27)
i o i a(é¢1)
0xX;

Aby zilustrowaé ten ogélny formalizm, zbadajmy ggstosé

_ h? | oyp* Oy  Oy* Oy  Op* Oy *
-7-*2—”;[———‘“-— % T8 oz +V(x, y, 2)p*y,

ax ox 2y oy
gdzie w*(x, y, 2) i w(x, y, z) sa funkcjami zespolonymi, a ¥ jest wielkoécig rzeczywists.
(Gwiazdka oznacza sprzeZenia zespolone). Chcemy znaleZé ekstremum catki

I= S Ldxdydz,
D
przy zaloZeniu wiezéw w postaci

J = {p*pdxdydz = 1.
b

Jest to problem wariacyjny z trzema niezaleZnymi zmiennymi X, y, z, dwiema zmiennymi

. zaleznymi (rzeczywista i urojong cze$¢ y — oznaczamy odpowiednio wg, i 95) 1 jednym

réwnaniem wigz6w. Zgodnie z (2.26), budujemy teraz wielkos¢ a
B2 [ 6y Yo [ 00 )2 ( e\ [ 0w
= Koy = o Re Be Re Im
h=%+My 3 [( F ) +( ay + % ) + I +

2 2
+( 6?;“‘ ) +( ag:,,, ) ]+[V(x,y, 2)+ ] [p2o+vhal.

Wstawiajac to do rownania (2.27) i oznaczajac ¢y = g, 1 ¢, = ¥, otrzymujemy, dla
j=1
R 9 (@
A —_ 9 _[¥=e) o
A'wRe'l"V‘/)Re m Z Gx;( axi ) Y

idlaj=2

3
h? d [ oy
; Vg — —=— - B =0
}W:{m"' Yim Im - 8xi ( axi ) ’
gdzie jak zwykle wprowadziliSmy oznaczenia: x = x,,y = X, 2 = x3. MoZemy to zapisaé
jako proste réwnanie

h? _,
——%V y+Vy = Eyp,

gdzie wprowadziliémy zamiast A stala — E. ROwnanie to jest niezaleznym od czasu réwna-
niem Schrédingera dla ruchu nierelatywistycznej czastki w potencjale V(x, y, z). W tym
przypadku mnoznik Lagrange’a gra role wartosci wiasnej energii. Bedziemy to szerzej
omawia¢ w rozdziale 4, gdzie zajmiemy si¢ réwniez interesujacym problemem czy dla
wartoéci ekstremalnej pojawia si¢ minimum czy teZ nie.
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2.7. ZASADY ZACHOWANIA I TWIERDZENIE NOETHER

Po wprowadzeniu podstawowych zasad rachunku wariacyjnego przypatrzmy sie jeszcze
raz naszym poczatkowym rozwazaniom i zapytajmy sie, dlaczego w poprzednich para-
grafach badajac funkcje probne j(x, ¢) zawsze zakladaliSmy, ze ¥(x, &) maja ustalone
punkty koncowe. Oczywiscie, jest duza klasa probleméw, ktore naleza do tej kategorii,
lecz wiele innych probleméw do niej nie nalezy. Na przyklad znajdowanie toru laczacego
ustalony punkt P z linia pionowa L, dla ktorego czastka poruszajaca sie pod wplywem
sily cigzkosci przejdzie z P do L w czasie -najkrotszym. Mamy tu jeden punkt kohicowy
ustalony, a drugi jest swobodny, lezacy gdziekolwiek na L.

Z matematycznego punktu widzenia najprostsza rzecza jest ograniczenie sie najpierw
do badania ustalonych punktéw koficowych. Z fizyeznego punktu widzenia powdd takiego
ograniczenia jest jeszcze prostszy, mianowicie, zasada Hamiltona wiaZe si¢ z wariowaniem
rozmaitosci ustalonych punktéw koficowych. Poniewaz zasada ta odegrala istotna rolg
w rozwoju fizyki, nic dziwnego, Ze uwaga fizykow skupila si¢ poczatkowo na tych szcze-
gélnych problemach wariacyjnych.

Dotychczas zapoznali§my sie z najprostszymi problemami, popatrzmy teraz na problem
wariowania catki

*B

L= § fix, 7, y)dx (2.28)

a4
Z ogllniejszego punktu widzenia. Dla uproszczenia bedziemy badaé przypadek transfor-
magcji infinitezymalnych, parametryzowanych przez mala liczbe e. Tak jak poprzednio,
zajmiemy si¢ przeksztalceniem

y(x) = y(x) = y(x)+en(x),

ktdre jest po prostu szczegdlnym przypadkiem transformacji y(x) — y(x, &) rozwazanych
w § 2.2, jezeli zazadamy, Zeby 7(x) znikala w x4 i xp tak, by y(x,) = y(x4) 1 J(xp) = y(xp)
dla wszystkich &. Najprostsze uogdlnienie tego polega na odrzuceniu ograniczen na 7(x).
Dalsze uogélnienie bgdzie polegalo na przyjeciu, Zze 77 ma bardziej skomplikowang forme
funkcjonalna. Na przykiad,  moze zaleZze¢ explicite od funkcji y i y'. Wtedy

y(x) = ¥(x, 9, y) = yx)+en(x, v, y). (2.29)
Giownym powodem badania takich wyszukanych transformacji, w szczegdlnosci tych,
dla ktérych punkty koficowe nie sg ustalone, jest fakt ich czgstego wystgpowania w §wiecie
fizyki, czestszego nawet niz tych prostszych transformacji. Dla przykladu mozna rozwazyc
tor czastki klasycznej przesuniety (x(¢) — x(z)+¢) lub obrécony. Zobaczymy, ze dopusz-
czajac mozliwo$é takich wariacji, mozemy otrzymaé bardzo ogdélna informacje o wiel-
kosciach, ktére nie ulegaja zmianie w procesach fizycznych.

Idac §ladem analogii sugerowanej przez fizyke klasyczng (poprzez zasad¢ Hamiltona)
mozemy sobie takze wyobrazaé przesuwanie w czasie toru czastki, na przyklad przez
przeksztalcenie ¢t — t+¢. Obliczajac wariacje tego typu mamy do czynienia z nowym
rozszerzeniem metody wariacyjnej polegajacym na przesuwaniu krzywej, po ktérej cal-
kujemy do innego obszaru przestrzeni. Przypusémy, ze chcemy przeksztalci¢ kazdy punkt
x w punkt x poprzez transformacije¢

x> X = x+ebx, y,)). (2.30)
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o

Transformacja ta zalezy nie tylko od punktu x, lecz takze od funkcji y, wystepujgcej
w calce I. W oparciu o wzory (2.29) i (2.30) moZemy zbudowaé wielko$é Ke) analogiczng
do I (2.28):
xp
o) = [ /5, 7 ®)dz. @31)
x4
Zauwazmy, ze J(¢ = 0) = I. W réwnaniu (2.31) wielkosci X4 i Xp otrzymujemy stosujac
odwzorowanie (2.30) odpowiednio do x4 1 xp. W rownanju (2.31) najwazniejszg wielkoscia
jest J(X). Symbol ten nie znaczy, ze w (2.29) zastapiliSmy po prostu x przez X; oznacza on,

ze badamy przeksztaicong krzywqy otrzymang przez wyraZenie x przez X (stosujac (2.30)),
a nastgpnie wstawiamy to wyraZenie na x do réwnania (2.29). Poniewaz bedziemy sie
w dalszym ciagu interesowaé jedynie pierwszym przyblizeniemcalki I(s), mozemy w funkcji
£ i uzywaé wymiennie x lub X, gdyz w zerowym przybliZeniu sg one réwne. W réwnaniv
(2.31) 5" oznacza pochodng po X, podczas gdy w réwnaniu (2.28) y* oznaczalo pochodna
po x. Tak wigc prim bgdzie zawsze oznaczaé rdzniczkowanie po niezaleznej zmiennej,
czym by ona nie byla.

Poniewaz ¢ jest male, sprébujmy wyrazié f(s) w postaci szeregu potggowego. Ograniczmy
si¢ do dwdch pierwszych wyrazow szeregu; przyczyne tego ograniczenia wyjasnimy pdznie;
Stosujac (2.29) i (2.30), mamy

(&) = ylx—e&(x, y, Y+ en(x, y, ¥),

gdzie y i ¥’ sa funkcjami x. Rozwijajac w szereg wzgledem & znajdujemy. ze

F@ = YD e £(E, 7, ¥)+en(E, 7. ¥)
lub inaczej
¥ = y(x)+ee(x, ¥, ), - (2.32)
gdzie dla ulatwienia rachunkéw wprowadzilismy oznaczenie

0.7, ¥) = 1,7, Y)— L8, 7,7 239

Biorac pod uwage réwnania (2.31) i (2.32) mozemy zapisaé I(¢) w postaci

*B

1) = | fI%,7(®) +20(F, 7, ¥), ¥ ®) +e0 (K, », y)]dx. (2:34)
x4
Teraz zgodnie z (2.30),
%4 = X4+ (%, ¥s )lemxy = Fatbs, (2.352)
Xp = xp+&6(x, ¥, ¥)x=xy = X5+ 05, (2.35b)
zapiszemy catke (2.34) w postaci
Xp *p+op xp  xptdg xp X 464 xptlp
j= =1+ =0-1+]
X, Fatd4  xq+84  xp x4 x4 xg
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Zatem

*B
Tte) = | fI%, y()+ 20, 3, ¥), ¥ D) +e0 (%, y, ) dZ +
*4
"B“".‘OB x_ﬁ;éd
+ ) SF Y@, y@IdY = I3, y(0), Y (R]dX +6(),

B *4
gdzie O(e?) jest mala rzedu 2. W tym wzorze w dwu ostatnich calkach opuscilismy cziony
zawierajace ¢, poniewaz te calki sa proporcjonalne do ¢ (poniewaz dlugosé obszaru catko-
warnia jest proporcjonalna do &). A wigc cztony w funkcji podcatkowej, w ktérych wystepuje
¢,beda dawaé przyczynki rzgdu &*. Rozwiniemy teraz pierwsza catke wzgledem ¢ i obliczy-
my, dwie ostatnie catki

XB *B
o |

Ie) = Sf[i, Y&, ¥ @)dF+e |

X4 *A

Ty, )5 f(x v, y)ld\+6s[f(x y,})]x-x,, 38l f0%, ¥, ¥ Nzax, +O(%).

N
Q(X,)"aJ’)’Ey‘.f(x:}",J’)*‘

Catkujac ostatni czion w druglq calce 1 stosujac wzory (2.33), (2.352) i (2.35b) otrzymujemy

xg xg . -
- c o - tle d & _ ~ody N
I(e) = \f(x;y,y)dx+8\ 6—;—;1?-3;;— [n(x,y,y)——dzfé(x,y,y) dx+
x4 xg
fof l _ af‘l _ }
+¢€ =7hx, ), ’ + XYV, ") — J—,' XV, d +@ 2‘
% (X, ¥, YY)+ fx, ¥, ¥)—y 3 ‘5( y)XA )

Pierwszy czlon po prawej stronie jest po prostu réwny 7 (pamigtajmy, ze zmienng catko-
wania mozemy nazwaé albo x albo X), wigc moZemy napisaé

%5

+0(2), (2.36)

XA

- { 5
e)—I=¢ Hgf <§){ 5 I(n y&)dx+'s[ﬂfj*r7%-(f—y’—;;j)§

gdzie x jest zmienng catkowania.
Zauwazmy, ze jezeli w réwnaniu (2.36) potozymy & = 0 (to znaczy, x = x) i zazadamy,
by # znikala w punktach x, i xp, to z uwagi na to, ze I(¢ = 0) = I, otrzymamy

Te)—i(e = 0) = g [ of _d _z

B e |1 OG). (2.37)

x4
Jezeli zazgdamy jeszcze, by

I -1 = 0)

& g—.O

- 0,

to catka po prawej stroniec rownania (2.37) musi znikaé. Stad wnioskujemy, Ze

of d ( of)
Gy dx
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Jest to po prostu rownanie Eulera-Lagrange’a (2.3) wyprowadzone z § 2.2. Widzimy wiec,
ze jezeli zazadamy, Zeby stosunek zmian 7 do ¢ znikat dla wariacji typu & = 0, ey =0=
= 7|x5, Wtedy otrzymamy identyczne réwnanie rézniczkowe na y jak w § 2.2. Czytelnik
zechce sie zastanowié dlaczego tak jest.

Uogdlnienie réwnania (2.36) w przypadku kilku zmiennych zaleznych yy, y;, ..., Vau
jest tak samo proste, jak w § 2.2. Czytelnik moze pokazaé, ze w tym przypadku dia

*B
= § e,y vas s 03 Y Vhs o, M)A, (2.38)
x4
mamy
B n
fo-fe=0=cl S Y_4. ¥ ‘e
1(8)-[(8 - 0) = SS Zl ay‘ —"&; Oy ](771 yis)dx'{'
x4 i=1
n ~ n a xB
+s(2—,‘im+(f-zy;~fr)s] +0(, 239
yi M
“i=1 i=1 xA
gdzie

yi(x) = yi(x)+877i(x5 Yis o5 Vns y; » ooy }”'s),

X = x+3§(x’ Yis eoes Vns yll" ceey yt’t)
I zoéw, jezeli zalozymy, ze £ = 0, nile, = 0 = #ilx, ( = 1,2, ..., n), otrzymamy réw-
nania Eulera-Lagrange’a na n funkcji (poréwnaj (2.5))

of d [ of ,

. dx(ay,) 0, i=1,2,..,n.

Szczegdlnie interesujaca sytuacja ma miejsce wtedy, gdy funkcje y;, ktére wariujemy,

sa rozwigzaniami réwnan Eulera-Lagrange’a. Wtedy zgodnie z (2.5) catka w rdwnaniu
(2.39) znika i mamy po prostu

I(&)—I(e = 0) = 8[24 = ,7?; (f—ZJ’; Of,) ] . (2.40)

Niedawno stwierdzili§my, Ze przynajmme_] w jednym szczegdlnym przypadku réwnania
Eulera-Lagrange’a mogg byé przeksztalcone w ten sposdb, by produkowaé stale ruchu
lub inaczej calki pierwsze. Z przypadkiem takim mamy do czynienia wtedy, gdy f(x, v, )
nie zalezy explicite od x a jedynie poprzez y 1 3. Wtedy z prostego przeliczenia wynika, Ze

of
y —87— = const, (2.41a)
a w przypadku kilku zmiennych zaleznych
Zyé—%%—f = const. (2.41b)

=1
Jezeli funkcja f jest funkcja Lagrange’a L a czas f jest zmienna niezalezng, to ostatnie
rownanie staje si¢ réwne

Z ’,—Z:—ll—L = const, (2.42)

i=1

75




gdzie ¢; sg wspdlrzednymi uogdlnionymi, a kropka nad ¢; oznacza rézniczkowanie po
czasie. Jak juz podkreslaliémy w paragrafie 2.5, w wigkszoSci wypadkéw interesujacych
z fizycznego punktu widzenia stala w réwnaniu (2.42) jest catkowity energia ukiadu.

Istotnym zaloZzeniem przy wyprowadzaniu rOwnania (2.41a), jak réwniez (2.41b) jest
zatozenie, Ze f nie zalezy explicite od x. Inng droga otrzymania réwnania (2.41a) jest
pokazanie, ze calka J jest niezmiennicza wzglgdem transformacji

x=x+ef, ¥=yx)ten (2.43)
dla
E=1, n=0. (2.44)
Przez niezmienniczo$¢ rozumiemy po prostu, ze
I(e) = I(e = 0) = I. (2.45)
Réwnanie (2.45) moze by¢ wyprowadzone nastepujaco. Jezeli f(x, y, ¥') = F(y,¥), to
B
= | F(y,»)dx
X4
oraz
Ito) = § FH®, 7 (@laz,
x4

Zastosujemy teraz przepis na otrzymywanie x i j:

)_CA = X4t¢, )_CB = Xg+¢&,

J(x} = y(x—e).
Z tego wynika, Ze
Xg+e d
i) = S Fly(?c—e), Ey(x—a)]dx.
X te
Lecz
d _ dp(E-e)
w69 = GE=g
stad
K d(E=e)
F(e) = T—g), IXTE) | oo
I(e) = S Fly(x £), dG—o) ]d,x.
Xqte

Wykorzystujac zwiazek miedzy X i x (x=Xx—&) mozemy powyzsza calke zapisaé w postaci

*B
I(e) = S Fiy(x), —dzix)]dx =le=0)=1

x4
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A wigc rzeczywiscie I jest niezmiennicze wzgledem grupy transformacji zdefiniowanej
przez (2.43) i (2.44). Znaczy to, Ze roznica I(g) — I musi znikadé, co zgodunie z (2.40) prowadzi.

nas do réwnania
-+ f— E =0,
{ 3y " -y )L,

Stosujac warunki (2.44) mozna to réwnanie dalej uprosci¢:

(f Y 5 )A (f oy )

Z uwagi na to, ze x4 i xp sa dowolne, z powyzszej réwnosci wynika, Ze

5f

f—y == = const.

Jest to dokladnie ta sama calka pierwsza, ktérq otrzymali§my zupelnie inna metoda w § 2.2.
Widzimy wigc, Ze istnienie calki pierwszej (lub stalej ruchu, jezeli mamy na uwadze problem
fizyczny) wiaze si¢ z niezmienniczoscia J wzgledem rozwazanych powyzej transformacji.
Ten wazny wynik jest szczegbluym przypadkiem silnego twierdzenia, kidre zawdzigczamy
Emmy Noether.
Twierdzenie 2.1. Jezeli funkcjonat
*p

= S f(x’ Yis -ios Vns y;a ~'-:.Vlll)dx

x4
jest niezmienniczy wzgledem infinitezymalnej transformacji generowanej przez zwigzki
E = x+8§(x Yis oo Vns )’1,’ (2 ] J’f-),

Vi) = yi(x)+eni(X, Y1, ooy Yus Vis oo Vo)

w tym sensie, Ze
*B

Ke) = § fI%, 513, ..., 5:@; (@, -, Fu(Oldx = 1,

x4

to istnieje calka pierwsza odpowiednich réwnan Eulera-Lagrange’a

S AT
;5;17, (f—zJ ‘8 )§—const. (2.46)

Dowéd. Poniewaz y;, ..., ¥y, sa rozwigzaniami réwnania Eulera-Lagrange’a, wiec
Z (2.40) wynika, ze

To-1=o| 3 Ton (1= i) e +oe.
i=1 ' i=1 1 dxy

Funkcjonat I z zaloZenia jest niezmicnniczy, 7(3)——[ = 0, tak wigc

(S ot S 2)e] =[S Zone (- S e]




Ponicwaz x4 1 xp sa dowolne, wnioskujemy, Ze

N of ( o af)
el f— i —=—| & = const,
>_..'oy,-77TJr i=1y oyi

i=1
co chcieliSmy wykazacd.

Przykladem powyzszego twierdzenia jest catka pierwsza otrzymana w przypadku,
gdy f nie zalezy explicite od x. Zauwazmy, Ze uZycie terminu catka pierwsza jest uspra-
wiedliwione, poniewaZ réwnanie (2.46) zawiera jedynie pierwsze pochodne y;, podczas
gdy réwnania Fulera-Lagrange’a sg rOwnaniami réZzniczkowymi drugiego rzgdu. Méowilis-
my juz o tym, Ze jezeli f jest lagrangianem ukladu dynamicznego

f= L(t, Gis -5 qn; qla cees q;:) =T-V,
niezaleznym explicite od czasu, wtedy catka pi¢rwsza odpowiada zachowaniu energii.

Innym interesujagcym przykladem z mechaniki klasycznej jest przypadek, gdy V (energia
potencjalna) zalezy jedynie od wektora Iaczacego pary czastek. Na przyklad, w ukiadzie
dwu czastek oznacza to, ze lagrangian jest rowny

="M
L=-3

Lagrangian tego typu jest niezmienniczy wzgledem transformacji

2, - , My .2, . 2
(F+ i+ )+ 5+ 2 -V —r).

t=t+er, Xy =x,+efy, X, =2x,=¢&, J =yiten,
Vo =Yaten, Zy=zitely, I =2,+8l,,
dla ktérych
=0, &=1, &=1,

ny =1, =108 =, =0.

Stosujac wzor (2.46) otrzymujemy natychmiast, Ze

oK’ AL | oL . .
}Agx—i& = const, lub roZpisuigc ?ZJ"E = myx +m,x, = const.
i=1

Rownania te wyrazaja fakt, Zze x-owa skladowa catkowitego pgdu uktadu jest catka ruchu.
Podobnie, niezmienniczo$¢ wzgledem translacji sktadowej y prowadzi do podobnego
rezultatu dla y-owej skladowej catkowitego pedu, a niezmienniczo$¢ wzgledem translacji
wspolrzednej z prowadzi do zachowania z-owej skladowej catkowitego pedu. Widzimy
wiec, ze zachowanie pedu jest bezposrednia konsekwencja niezmienniczosciuktadu wzgle-
dem translacji zdefiniowanej poprzez catkg f z zasady Hamiltona.

Na koniec zajmiemy si¢ lagrangianem czgstki poruszajacej si¢ w centralnym polu
potencjalnym V{(r). Mamy wtedy
m

L= (2472 +20)=V(), r= (2+y2+22)42 (2.47)

2
Zbadajmy teraz dowolny obrét wokét osi z. Odpowiada on przeksztaiceniu (1.15)

1=1, X=xcose+ysing, 7= —xsine+ycose, Z=z. (2.48)
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Odpowiednie wartofci 7, & 7 1 { .s3 nastgpujace
t=0, &=y, p=-x, (=0

Bierze sig to stad, ze transformacja infinitezymalna, odpowiadajgca X i 3, przy zaloZeniu,
7e w réwnaniu (2.48) ¢ jest male, jest dana wzorem

X =x+ey, Yy=y—ex.

Wstawiajac rownania (2.48) do lagrangianu (2.47), widzimy, Ze jest on niezmienniczy
wzgledem obrotéow wokol osi z. Réwnanie (2.46) daje wige

L £t oL const, czyli xili—— oL _ const
ax sty T eomh o & Yax oot
Biorac jednak pod uwage, ze
o _ e _
6.if - pxa a' = p)”

Y
" otrzymujemy réwnosé '

xpy—yp: = (kxPp); = L, = const,
ktéra wyraza prawo zachowania z-owej skiadowej momentu pedu. W identyczny sposéb
z niezmienniczoéci ukladu wzgledem obrotéw wokél osi x i y wynika, ze w ruchu ukladu
L, 1 L, réwniez pozostaja stale. Stad wynika, Ze catkowizy moment pgdu ukladu jest
zachowany .

Z rozpatrywanych tu przykladéw wynika, ze w oparciu o zasad¢ Hamiltona mozemy
latwo powigzaé prawa zachowania z wystgpowaniem okre§lonych symetrii, dla ktérych
wielko$é

]
I= S Ldt
4
jest niezmiennicza. Jest to jeden z powod6éw formulowania mechaniki klasycznej w oparciu
o t¢ zasade.

ZADANIA

1. Najkrétsza droga (wspdirzedne biegunowe). Znaleié przy uzycin wspOirzednych
biegunowych najkrétsza droge taczacg dwa punkty. Element odlegtosci w tych wspél-
rzednych jest réwny

ds? = dr2+r3d62

2. Najkrotsza droga (w trzech wymiarach). Udowodnié, Ze najkrétsza droga laczaca
dwa punkty w tréjwymiarowej przestrzeni jest linia prosta. Nalezy szukaé réwnania
krzywej laczacej poczatek ukladu (0,0, 0) i punkt (a, b, c).

3. Geodezyjne na kuli. Na powierzchni kuli o ustalonym promieniu element dlugosci
jest dany wzorem

ds? = a?dO? + 2%in%0 de>.
Znalez¢ réwnanie krzywej o ekstremalnej dlugoéei, taczacej dane dwa punkty kuli. Czym
jest to ekstremum: minimum, maksimum czy moze czym$ innym? (Wskazéwka: Niech ©
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bedzie zmienng niezalezna, wtedy funkcja podcatkowa bedzie niezalezna od zmiennej
zaleznej ). Nastepnie wykazaé, ze ¢ = a—arcsin(kctg®), gdzie « i k s pewnymi statymi.
Przeis¢ od wspdlrzednych sferycznych do kartezjafskich i pokazaé, Ze jest to rownanie
plaszczyzny przechodzacej przez poczatek uktadu wspdirzednych. Przecigcie tej plaszczyzny
z kula o promieniu r = a jest geodezyjng — kolem wielkim — na powierzchni kuli.
4. Problem odwrotny do izoperymetrycznego (problem izoareometryczny). Udowodnic,
Ze ze wszystkich prostych krzywych zamknietych otaczajacych dana powierzchnie, okrag
ma najmniejszy obwod.
5. Wykazad, Ze dla problemu izoperymetrycznego zachodzi nastgpujaca relacja. Funkcja,
dla ktdrej catka
x2
1= Sf(x,y, »)dx
X3
osiaga ckstremum, a ktora jednocze$nie zapewnia calce

J=\glx,y, y)dx

3
By B

okreslong wartos$¢, czyni rowniez catke J ekstremalna ze wzgledu na funkcje, ktora z kolei
zapewnia okreslong warto$é catee [, jezeli tylko mnoznik Lagrange’a 4 # 0.

6. Wszystkie nasze dotych./u~sowe rozwazania, dotyczace funkcji f, dla ktorej
X2

catka / = 5 Jfdx ma warto$¢ ckstremalna, oparte byly na zalozeniu, ze f zalezy jedynie

X1

odx,yiy
F=1,9,5).

Pokazaé¢, ze dla problemu z ustalonymi koicami, jeZeli f zawiera réwniez drugg pochodng y
po x, tzn. f = f(x,y,)', y'') i znane sg wartosci ¥ w punktach koficowych, rOwnanie
Eulera-Lagrange’a jest postaci

) 5 2 |

LSRN ST LA

éy dx\éy dx? \ &y
Jakie nalezy przyjaé zalozenia o ciggtosci pochodnych funkcji 3?

7. Zasada Fermata glosi: Swiatlo przebiegajace z okreslong predkosciq u = u(y) odleg-

los¢ miedzy dwoma punktami (x,, ¥,) I (x,, y,) wybiera zawsze takq droge, by czas zuzyty
na jej przebycie

o (ng}'z) E
u
NS

byl ekstremalny. (Aby ta zasada Fermata byla stuszna we wszystkich przypadkach, nalezy
to sformutowanie nieco zmodyfikowac).

a) Wyprowadzi¢ z zasady Fermata prawo Sneliusa, to znaczy udowodnic, Ze ._Sf.z_?’_ =
= const, gdzie ¢ jest katem zaznaczonym na rys. 2.6.

b) Przyjmujac, Ze ruch $wiatla w plaszczyznie xy jest taki, ze jego predkosé jest pro-
porcjonalna do y, na rys. 2.6 udowodnié, ze promienie §wietlne emitowane z kazdego
punktu sa okregami o srodkach na osi x.
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8. Problem brachistochrony w centraluym polu grawitacyjnym. Czastka o masie m
porusza si¢ W polu cigzkosci nieruchomej masy kulistej M z punktu odleglego o r = R,
od centrum ciata M do punktu na jego powierzchni. Chcemy wyznaczyé tor, po jakim
powinna poruszaé si¢ czastka migdzy tymi ustalonymi punktami, aby przebyé tg odleglosé
w czasie najkrdtszym. Przyjmujac punkty konicowe jako & =0, r = R, 1O = o, r = R
(rys. 2.7) wypisaé we wspdlrzednych biegunowych réwnanie okreflajace tor i wyrazi¢ @
w funkcji r. Analitycznie mozemy wyrazi¢ @ co najwyzej przez calke eliptyczng ze zmienng

Y
M, R
(x, 1) ) Ry—
>
Rys. 2.6. Rys. 2.7.

gérna granicg i dolng granicg wybrang tak, by spelniala jeden z warunkdéw granicznych.
Daje nam to wyobrazenie, z jaka dokladnoscia mozna wyznaczyé tor pocisku miedzy-
planetarnego.

9. Pokazaé, ze jezeli p i * sa dwiema zmiennymi zaleznymi pola, rzeczywista gesto$é
lagrangianu

g_ﬁ'zv V¥ 4+ Py *__lfi( LY pp*
= - Ver Vot Py ——- (T yp —yp)

(p = éy/0r) prowadzi_do zaleznego od czasu réwnania Schrodingera

H@p=(2m

2 i a,w
\AER V)zp = zh——a—t-
i réwnania sprzgZonego (w sensie zespolonym) do powyzszego.

10. a) Natadowany mezon skalarny jest opisywany przez dwa rzeczywiste pola ¢,(x,),
@2(x,), gdzie x, = (x,y,z,it). Uzywamy tu tzw. jednostek naturalnych: # =c¢ = 1.
Gestoscig Lagrange’a dla takiego mezonu jest zewnetrzne pole elektromagnetyczne,
opisywane przez potencjal wektorowy A,(x}, czyli

P _1(6% g, Ops Op,

m . o,
2\ ax, ox, T ox, 6xu) 5 @ite)+

é a 1
+eAd, [<P2 “% —@; 62:2 ] + ‘5321‘1;:14#(‘7’% + ?’5)

(Zastosowaliémy tu umowe sumacyjna Einsteina, czyli sumowanie po powtarzajacych si¢
indeksach). ZnaleZ¢ réwnania Eulera-Lagrange’a dla ¢, i ¢, odpowiadajace temu lagran-
gianowi; e i m sa stalymi, a 4, jest dang funkcja x.
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b) Nieraz wprowadza si¢ zespolone pola ¢ i ¢* zamiast dwu rzeczywistych pél ¢,
1¢,:

1
(P(xp) = —]7 [9)1 ('x[l) - 1992 (xu)] s

« 1
PH(xy) = _ﬁ (1 (xp) + 2 ()] -

Pokazaé, ze ggstoé¢ lagrangianu wyrazona przez te dwie nowe zespolone zmienne, w przy-
padku gdy 4, = 0, jest dana wzorem

|

Znalez¢ rownania Eulera-Lagrange’a dla tej gestoéci (niezaleznie lub w oparciu o punkt &,
przeksztaicajac ¢, 1 ¢, na @ i p*). Znalezione réwnania Eulera-Lagrange’a powinny by¢
postaci

o¢* 8¢

8x, ox,

+mzrp*¢) .

(O*-mYp=0 i (O*~-m?)y*=0.
Sa to tzw. réwnania Kleina-Gordona dla swobodnych bezspinowych czastek. Powyzsze
réwnania opisujg dwa naladowane mezony .
11. Gesto§é lagrangianu %, ktora prowadzi do réwnan Eulera-Lagrange’a, nie jest
jednoznacznie okre§lona. Udowodni¢ to, pokazujac, ze dodanie do & dywergencji jakiego$
wektora nie zmienia réwnan Eulera-Lagrange’a. Niech

g =2+ e
4

6xk ’

gdzie

Bxk
S = flo));
1, ..., m sa wskaZznikami zaleznych zmiennych polowych,
1, ..., n sg wskaznikami zmiennych niezaleznych.
Teraz nalezy wykazad, ze

& =z(xk, o 3"”—)

il

J
k

0L’ 3

op; O’
gdzie wprowadzimy oznaczenie

s oz o o
dg; — Og; s O0x; (Bg;[0x3)

12. W klasycznej elektrodynamice gesto§¢ lagrangianu wyraza si¢ wzorem

1 A 1
= —— N A JiAi,
=~ D Pt )

0 7
gdzie
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Definiujemy czterowektory {4;} i {J}
{Al} = {AI) A2, A39 i‘P} = {A; "P},
{Jz} = {jhjZajSa ICQ} = {J',iCQ},
gdzie A jest potencjatem wektorowym (H = VX A), @ jest potencjatem skalarnym (E =

=—Vg), j jest wektorem pradu, a ¢ jest gestoscia tadunku (patrz zadania 1-13). Pokazaé,
Ze ta gestos¢ lagrangianu moze bvé zapisana w bardziej znanej postaci

Doy v 1

Wykorzystujac rownania Lagrange’a z zaleznymi zmiennymi A i ¢ pokazaé, Ze ta gestosé
lagrangianu prowadzi do znanych réwnahn Maxwella.

13. Udowodni¢, ze czastka poruszajaca si¢ w polu sity cigzkosci w plaszczyZznie z usta-
lonego punktu P do linii pionowej L osiagnie te linig¢ w czasie najkrotszym poruszajac
si¢ po cyklidzie przecinajacej L dla katéw dodatnich.
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ROZDZIAL 3

WEKTORY I MACIERZE

WSTEP

Teoria przesirzeni wektorowych jest dla mechaniki kwantowej tym, czym rachunek
rozniczkowy i catkowy dla mechaniki klasycznej. W rozdziale tym bedziemy badaé przede
wszystkim skoficzenie wymiarowe przestrzenie wektorowe. Zrobimy to taki sposéb, zeby
uogdlnienie do nieskonczenie wielowymiarowych przestrzeni (rozdziat 5 i 8), ktdre sa
matematycznym jezykiem teorii kwantowej, bylo naturalne i wymagato jedynie drobnych
zmian, Wigkszos$¢ twierdzen udowodnionych w tym rozdziale dla przestrzeni skoriczenie
wymiarowych bedzie stuszna i dla przypadku nieskoficzenie wymiarowego. Nasze rozwa-
zania o przestrzeniach wektorowych beda w duzej mierze bardziej abstrakcvjne i formalne
niz rozwazania o wektorach w rozdziale 1. Zajmowa¢ si¢ teraz bedziemy przede wszystkim
algebraicznym opisem wektoréw. Jednakze do interpretacji uzyskiwanych wynikow
bedziemy si¢ rownieZz postugiwaé opisem geometrycznym.

3.1. GRUPY, CIALA I PRZESTRZENIE WEKTOROWE

Definicja abstrakcyjnego wektora podana w tym rozdziale zalezy w istotny sposdb
od wlasnosci skalaréw, chociaz wektory, jak sie pdZniej okaze, spelniaja zupelnie inne
reguly kombinatoryczne niz skalary. Zwigzane jest to z tym, Zze sktadowe wektora sa
skalarami, jak réwniez z tym, Ze skalary dzialajac na wektory moga na przyklad zmieniaé
ch dhugos¢.

Czesto mowi sie o wektorach lub przestrzeni wektorowej jako o obiektach zdefinio-
wanych nad cialem skalarnym. Okreslenie ciafo jest po prostu skrétem okreslajagcym zbidr
aksjomatdow, ktére muszg spetniaé skalary. Zwykle udowadnia si¢ te reguly, lecz my tutaj
przyjmiemy je explicite. Przyjelo si¢ wpierw wprowadzaé inng strukture algebraiczng
zwang grupg. Tak jak i cialo, grupa jest pewnym systemem sktadajacym si¢ ze zbioru
elementéw i praw, pozwalajacych skladaé elementy tego zbioru.

Zatézmy, ze.G jest zbiorem elementdéw. Niech - (kropka) bedzie operacjq zdefiniowang
na zbiorze G taka, ze jezeli a i b € G, wtedy roéwniez (a -+ b) € G*. O takiej operacji méwimy,
ze jest zamknieta. Mozemy teraz zdefiniowaé pojecie grupy.

* Symbol € oznacza ,,nalezy do” lub ,jest elementem”.

84




Definicja 3.1. Grupa nazywamy pare {G, -}, skladajaca si¢ ze zbioru elementéw G i
zamknietej operacji - , ktdra spelnia nastepujace warunki:

1. Jezelia, b, ce G, to a* (b-c) = (@ b)- ¢ (Jacznosd).

2. Istnieje element jednostkowy e € G taki, ze dla kazdego ae G, a-e=¢-a=a.

3. Dla kazdego @ € G istnieje element odwrotny nalezacy do G, a™?, taki ze ¢- a7 =
=gt a=e*

O grupie mdéwimy, ze jest abelowa, jezeli jest grupa przemienna, to znaczy jezeli
arb=>b'a dla a,b eG. Czgsto opuszczamy kropke (), jezeli chodzi o zwykle
mnozZenie, dla wielu zbioréw kropka oznacza dodawanie (+). W naszej definicji oznacza
ona kazda operacje, ktéra z dwoch elementéw grupy tworzy trzeci element roéwniez
nalezacy do grupy i spetnia powyzsze aksjomaty.

Teoria grup odgrywa bardzo wazna role w fizyce. Uczgc sie mechaniki kwantowej
czgsto styszy sig: ,,Mozna pokazaé na gruncie teorii grup, Ze...”’. Bedziemy o tym méwié
szerzej w rozdziale 10.

Przykiady grup
1. Zbidr liczb rzeczywistych bez O jest grupa ze wzgledu na zwykle mnozenie (°).

Elementem jednostkowym jest 1, dla kazdego x elementem odwrotnym jest x~! = Flc_

Jest to grupa abelowa.

2. Liczby calkowite z dodawaniem jako operacja skladania tworza inng grupe¢ abelows.
0 jest tu elementem jednostkowym, a elementem odwrotnym jest n~} = —n.

3. Zbidr wszystkich dwuwymiarowych macierzy obrotu [patrz (1.14)] jest grupa abe-
lowa, ciaglg. Ciggfg, poniewaZz istnieje nieskonczona liczba elementéw zdefiniowanych
przez ciagly zmiane parametru ¢. MnoZenie elementéw grup (macierzy) zostalo zwigzle
podane w réwnaniu (1.22). Szczegélowo oméwimy je w dalszej czesci tego rozdziahu.
Elementem jednostkowym tej grupy jest r(0), a odwrotnoscig r(¢) jest r{—¢).

ZT zT

X

Rys. 3.1. Obr6t wokol osi y, a nastgpnie wokét osi z

4. Zbiér trojwymiarowych obrotow jest ciagla grupa nieprzemienng. Czytelnik moze
wykaza¢ to, zauwazywszy, ze wynik dwéch nastepujacych kolejno po sobie obrotéw
w trzech wymiarach zalezy od ich kolejnosci (patrz rys. 3.1 1 3.2).

* Nie jest to z matematycznego punktu widzenia definicja minimalna; tego typu definicie podamy
w rozdziale 10,
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5. Zbidr permutacji n elementéw stanowi grupe. Na przyklad 3! = 6 mozliwych

|
|

-

permutacji 3 elementéw moze by¢ zapisanych w postaci

123 123
|1 23}=” la 1 2]=F’

123 123
‘2 1 3}2”’ [1 32|=C’ |

3
1= 2

N -

3.2)

I
&

2
3
2
2

(S I
—

A
Z)

Rys. 3.2. Obrét wokoét osi z, a nastepnie wokét osi y

Na przyktad permutacja F oznacza, Ze | jest zastapione przez 3, 2 jest zastapione przez |,
a 3 przez 2. Iloczyn dwéch permutacji, oznaczony przez = , jest permutacja, ktora daje
w wyniku to, co dalyby dwie permutacje zastosowane kolejno od prawej do lewej. Na

przykiad
L2 3) fr23] fr23]_ )
21031 32f 1231

Otrzymuje sie ten wynik w nastgpujacy sposéb. Najpierw permutacja C przeksztaica
1-1,2—-3,3 — 2. Nastegpnie 4 zamienia 1 — 2, 2 - [, 3 —» 3. W efekcie, w wyniku
dzialania najpierw C, a potem A otrzymamy 1 - 1 2. 2353, 352 |,
Wynikiem dwu kolejnych permutacji jest wigc zamiana 1 — 2, 2 -3, 3 - I; jest to
permutacia D. Podobnie widzimy, Ze ta grupa nie jest abelowa.

123] 123 123
= —— = 3.3
Crd [132"‘,213_‘ [312l F @)

W tabeli 3.1 przedstawione sg wszystkie mozliwe ziozema (jest ich 36) grupy permutacji
trzech elementdw.

W oparciu o pojecie grupy zdefiniujemy teraz pojecie ciala.

Tablica 3.1.
I A B C D F
I I A B C D F
A A I F D C B (3.4)
B B D I F A C
C C F D I B A
D D B C A F I
F F C A B I D

86




Definicja 3.2. Cialo jest zbiorem {F, +, -} spelniajacym trzy warunki:

1. {F, +} jest grupa abelowa z elementem jednostkowym 0.

2. Niech F’ bedzie zbiorem wszystkich x € F' z wyjatkiem x = 0, wiedy {F’, -} jest
grupa abelowa z elementem jednostkowym e.

3. Jezeli a,b,ceF, to a-(b+c)=a-b+a ¢ (roz%qcznoéc’ mnozenia (-} wzgledem
dodawania (+)).

Przyklady cial. Zbidr wszystkich liczb wymiernych, zbiér wszystkich liczb rzeczy-
wistych i zbi6r wszystkich liczb zespolonych ze zwyklvm mnoZeniem i dodawaniem sg
najbardziej znanymi przykladami cial.

Zdefiniujemy teraz przestrzen wektforowa V. Zakladamy, Ze mamy dane ciato F, ktorego
elementami sa skalary.

Definicja 3.3. Przestrzeri wektorowa nad cialem F jest to zbidr elementdéw V(F), nazy-
wanych wektorami, speiniajacych nastgpujace warunki:

1. Istnieje operacja dodawania (+) wektoréw, taka ze {V(F), +} jest grupa abelows;
element jednostkowy oznacza¢ bedziemy przez 0.

2. Dla kazdego a € F i x € V(F) istnieje wektor ax € V(F);
ponadto

a) a(fx) = (ef)x, b) 1(x) = x, dla kazdego x,

¢)  alx+y)=axtay, d) (e+fx= ax+pfx.
Przestrzen wektorowa V(F) nazywamy rzeczywista lub zespolong przestrzenig wektorowa
w zalezno$ci od tego czy F jest cialem liczb rzeczywistych czy zespolonych.

Przyjmujemy nastepujaca umowe notacyjna:

a) Przestrzeri wektorowa bedziemy zapisywaé jako V,(F), gdzie wskaznik oznacza
wymiar przestrzeni, wielko$¢ w nawiasach za$ jest cialem, nad ktérym zdefiniowana jest
przestrzen wektorowa. Jezeli z kontekstu w sposéb oczywisty wynikal bedzie wymiar
lub cialo, wtedy bedziemy uzywac skroconych oznaczen V, lub V.

b) Wektory przestrzeni bedziemy oznaczaé¢ konicowymi literami alfabetu, np. x, y, z;
nie pedziemy ich oznaczaé tlustym drukiem tak jak w rozdziale 1. Rozréznienie miedzy
skalarem a wektorem zerowym wynikac bedzie z kontekstu.

c) Skalarne sktadowe wektorow bgdziemy zapisywaé przy uzyciu indeksowanych liter
greckich np. (2, a5, ..., %,). Elementy macierzy be¢dziemy zapisywaé postugujac sie
literami facinskimi z dwoma wskaZnikami np. a;,.

d) Skalary dzialajace na wektory bedziemy oznaczaé literami lacifiskimi i greckimi
bez wskaznikéw np. g, b, ¢ lub «, f, y. Moga one by¢ rzeczywiste lub zespolone.

e) Zbiér wektoréw bazy oznaczaé bedziemy przez {x;} lub {x,, x,, ..., x,}. Zgodnie
POWYZ5Z3 umowa mozemy napisac

X = Z“i - Xiy

gdzie x jest wektarem, ktérego i-ta skladowa w bazie {x;} jest wielko$¢ a;.
Przyklady przestrzeni wektorowych

1. Dla ustalonego dodatniego », zbidér uporzadkowanych ciagéw # liczb zespolonych
(x = (&, &, ..., &) jest przestrzenig wektorowa, jezeli dodawanie wektoréw i mnozenie
wektoréw przez liczbe okre§limy nastgpujaco
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x+)’ = (‘El’ 52, “ees ‘En)""(nla N25 ---s nn) =
= (51 +91, £2+772’ sees En+77n);
ax = a(fy, ..., &) = (a&,y, ..., akn);

oraz dodatkowo przyjmiemy, Ze
0= (0,0, ..., 0);

= (s ),

Mozna latwo pokazaé, Ze spetnione sa tu wszystkie warunki stawiane przestrzeni wekto-
rowej. (Zobaczymy pdzniej, ze ta przestrzen wektorowa jest wzorcem wszystkich przestrzeni
skonczenie wymiarowych).

2. Zbiér wszystkich liczb zespolonych ze zwyklym mnozeniem i dodawaniem liczb

sspolonych stanowi przestrzen wektorowa.

3. Zbidr P wszystkich wielomianéw zmiennej rzeczywistej ¢ z zespolonymi wspétczyn-
nikami jest zespolona przestrzenia wektorows, jezeli dodawanie wektordw i mnoZenie
przez skalar okre$limy jako zwykle dodawanie wielomianéw i mnozenie wielomiandw
przez liczbg zespolona. Wektorem zerowym O jest tu wielomian réwny tozsamosciowo
zeru. P jest nieskofczeniec wymiarowa przestrzeniag wektorowg.

Szczegdlnym przypadkiem przestrzeni (2) i (3) jest rzeczywista przestrzen wektorowa,
sktadajaca si¢ ze zbioru wszystkich liczb rzeczywistych i wszystkich wielomianéw w ¢
z rzeczywistymi wspdfczynnikami. Operacje + 1 - sg to operacje znane z podstaw aryt-
metyki.

3.2..NIEZALEZNOSC LINIOWA

Mamy juz pewne wyobrazenic co to oznacza, Ze kazde dwa niewspoOiliniowe wektory
lezace na plaszczyZnie sa liniowo niezaleine, i wiemy takze, ze jezeli dodamy do nich
wektor lezacy réwniez w tej plaszczyZnie, to w wyniku otrzymamy zbidr trzech wektoréw
liniowo zaleznych. Oznacza to, ze kazdy z tych trzech wektoréw moze byé wyrazony
przez dwa pozostale — nie mozna bowiem znaleZé w przestrzeni dwuwymiarowej trzech
liniowo niezaleznych wektoréw. W poszczegdlnych twierdzeniach, ktore bedziemy wypro-
wadzaé¢ w tym paragrafie, bedziemy .sig¢ powolywaé na te proste fakty. Definicja liniowej
niezalezno$ci przedstawiona ponizej bedzie zwigzana wiasnie z tym intuicyjnym wyobra-
Zeniem.

Stowo o konwencji sumacyjnej: w ogdlnosci nie bgdziemy stosowaé w tym rozdziale
umowy Einsteina o sumowaniu, poniewaZz czgsto bgdzie konieczne sygnalizowanie granic

sumowania. Tak wiec znak Z bedzie oznacza¢ sume¢ od 1 do n. Jednakie nieraz, gdy
i=1
granice sumowania wynikajg jasno z kontekstu, mozemy opusci¢ granice i pisaé po prostu
.
Definicja 3.4. Skonczony zbior n wektoréw {x;} jest liniowo niezalezny wtedy i tylko
wtedy, gdy

S

xux; =0=a; =0

ing

W
-
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dla kazdego i. Jezeli istnieje zbidr skalardw {o;}, nie wszystkich rownych zeru, taki ze

o x; =0,

'\/J’=

I
Pt

1]
wtedy zbiér wektorow {x;} jest liniowo zaleiny.
Definicja ta mowi, ze jezeli {x;} s3 liniowo niezalezne — jak np. wektory jednostkowe
e; w 3-wymiarowej przestrzeni kartezjanskiej — wektor zerowy moze by¢ otrzymany
jako liniowa kombinacja tych wektorow tylko w trywialnym przypadku, gdy wszystkie
o; = 0. Jezeli za§ wektor zerowy jest nietrywialna kombinacja Jiniowa x;, to znaczy nie
wszystkie «; = 0, wtedy
L 1
L aix; = 0= x; = —— % Xy
gdzie «; jest rozne od zera. (Symbol >  oznacza sumowanie po wszystkich i z wyjatkiem
i#j
i = j). W tym przypadku wektor x; zalezy liniowo od pozostatych wektoréw w tym sensie,
Ze x; jest ich liniowa kombinacja. Zauwazmy, ze kazdy zbidr wektoréw zawierajacych
wektor zerowy jest liniowo zalezny.
Jak juz méwiliSmy, kazde dwa niezerowe, niewspolliniowe wektory sa liniowo nie-
zalezre, podczas gdv kazde trzy wektory sa liniowo zalezine. Inng ilustracje definicji 3.4
mozna znaleZé w przestrzeni wektorowej wielomiandéw, P. Niech

X (8) = 21412, x3(t) = 1= 4213, x3(6) = 1413,

sg trzema wektorami e P, Jezeli polozymy a; = a, = 1 i a3 = =2, to

3
Z aixg =x1 +xZ_2.X3 = 0.
i=1
Oznacza to, Ze x,, X, 1 X3 sa liniowo zalezne, gdyZz znalezli$my dla nich zbi6r niezerowych
a; taki, ze X o;x; znika. Jednakze nieskonczony zbiér wektordw
i

xo(d =1,
xl(t,) = ‘t,
x,,(t).= ",

jest liniowo niezalezny, jezell dla kazdego n

i

S ax; = 0.
e

=0

Wéwczas otrzymujemy toZsamosc

. Ao+ 0yt ...+ a,t" =0,
ktéra implikuje, ze «; = 0, dla 0 < i< #,poniewaz musi to by¢ spetnione dla kaz-
degot
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Ponizsze twierd.enic jest najwaznicjszym rezultatem uzyskanym w oparciu o pojgcic
liniowej zaleznoscei.

Twierdzenie 3.1. Zbior niezerowych wektordw {x;} jest liniowo zalezny wtedy i tylko
wtedy, jezeli jaki$ wektor x; (2 < 7 < n) jest liniowa kombinacjg wektoréow x; o wskaz-
nikach j < i.

Dowdd. Najpierw wykaZemy koniecznos$é tego warunku. Zalézmy, Zze wektory x; sa
liniowo zalezne. Oznacza to, Ze dla jakicgos i zachodzi:

k

LA .
Z‘ o x; = 0,

=
gdzic k ozinacza najmniejsze takie i; & < n 1 nic wszystkie ; sa réOwne zeru. Wiemy, Ze
a; # 0, ponicwaz gdyby op = 0, zbiér {x;, ....xx~,} bylby liniowo zalezny, co jest
sprzecznce z definicja & jako najmniejszej wartoscei i, dla ktérej x,, ..., x; sg lintowo zaleZne.
Dlatego tez

X, =

| k=1
A

- \} ®; X;
Ap | Led )

T
Tak wige x; zostalo explicite wyrazonc przez liniowa kombinacje poprzednich wektoréw.
Dowdd na dostateczno$é warunku jest prosty. Jezeli wiemy, Zze dla jakiego$ j

j=1
WAl
.\fj = 2. A ,\‘i
i=1
to kfadac o; = —1, mamy
j
Y a;x; = 0.
=1
Dla pozostalych wektorow (xj+i, ..., x,) przyjmujemy ojq = %+, = ... = %, = 0, to
znaczy
n
y ax; =0,
=1 :

co z uwagi na to, Ze nie wszystkie «; sa zerowe, dowodzi liniowej zaleznoéci. ¢.b.d.o.
W nastepnym paragrafie powiazemy pojecie liniowej niezaleznosci z pojeciem wymiaru.

3.3. BAZA 1 WYMIAR

Definicja 3.5. W przestrzeni wektorowej V' bazg nazywamy taki zbiér liniowo nieza-
leznych wektoréw {x;}, ze kazdy wektor z przestrzeni V jest liniowa kombinacja elementéw
bazy {x;}. Przestrzen wektorowa jest przestrzenia skonczenie wymiarows, jezeli posiada
skonczony zbior wektoréw bazy. W przeciwnym wypadku mamy do czynienia z przestrzenia
nieskonczenie wymiarowg.

Inaczcj, baza jest maksymalna liniowo niezalezng podprzestrzenig ¥. Czytelnik zechce
pokazaé, ze jest to réwnowazne definicji poprzedniej.

Jezeli kazdy wektor x € V jest liniowa kombinacja elementéw bazy {x;}, méwimy,
7e zbidr {x;} rozpina przestrzen V. Tak wigc baza jest liniowo niezaleznym zbiorem wek-
toréw rozpinajacych V.

90




Przyklady baz

1. W rzeczywistej trojwymiarowej przestrzeni, trzy wektory
el = (1’090)’ e2= (0:1’0): e; = (0,05 1)

tworza bazg. Mozna latwo pokazad, Ze sa one liniowo niezalezne i Ze kazdy wektor x moze
byé przedstawiony jako liniowa kombinacja tych trzech wektoréw bazy
3

Y= (b)) = ) G

i=1

2. W przestrzeni wektorowej wielomianéw P zbiér {x,}, gdzie x,(t) = "(n = 0,1, 2,
...,) jest baza. Poniewaz jest to baza nieskoniczona, przestrzen P jest przestrzenia nieskon-
czenie wymiarowa.

Twierdzenie 3.2. Kazdy wektor z przesirzeni ¥ ma w okreSlonej bazie jednoznaczne
przedstawienie w postaci liniowej kombinacji wektoréw bazy.

Dowdd. Niech {x;} bedzie ustalong baza w V. Wtedy kazdy x € V" moze by¢ zapisany
w postaci x = > «;x;. Twierdzenie méwi, ze «; jest jednoznacznie okreslone. Aby to

i

udowodnié, zatozymy, ze istnieje inna reprezentacja x, midnowicie x = Z Bix;. Jezeli tak,

1

to po wstawieniu tych kombinacji mamy
=X—X =Z (o= B:) %;.

Ale poniewaz x; tworza baze, musza by¢ liniowo niezalezne, a z definicji liniowej niezalez-
nosci (o;—f;) = 0 dla kazdego i. A wigc o; = §; i rozkiad jest jednoznaczny. c.b.d.o.

Zalézmy, ze mamy zbidr liniowo niezaleznych wektoréw {y;}, gdzie dla kazdego
i, y; € V. Jezeli badamy zbidr wszystkich liniowych kombinacji y;, widzimy, Ze ten zbidr
wektoréw jest sam przestrzenia wektorowa, ktorej kazdy element nalezy do V. Méowimy,
ze ten zbilr jest podprzestrzeniq V rozpietq na zbiorze {y;} . W szczegdlnosci V jest wlasna
podprzestrzenia. Moze si¢ zdarzyé, ze zbiér {y;} nie jest baza przestrzeni V. Spodzie-
wamy si¢ jednak, ze by¢é moze dodajac jakie§ wektory do zbioru {y;} otrzymamy baz¢
badanej przestrzeni. PoniZsze twierdzenie pokaze nam, Ze tak jest w istocie.

Twierdzenie 3.3. Jezeli V jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorows,
a {y1, V25 ---» ¥m} jest zbiorem liniowo niezaleznych wektoréw, to o ile wektory y; nie
tworza bazy, mozemy przez dodanie Ym+y, ..., ¥, zawsze rozszerzyé zbior {y,, V2, ..-» Ym)
tak, Zze zbiér{y,, y,, ..‘.','y,,} bedzie juz baza przestrzeni V

Dowéd. Niech {x,, x,, ..., x,;} bedzie baza w V. Wtedy zbiér wektoréw

Sy = {y1, 52, .\..,y,,,, X15 X2y eees X1}

Jjest liniowo zalezny. Z twierdzenia 3.1 wynika, Ze jaki$ element S, jest liniowg kombinacja
wektoréw poprzednich. Musi to by¢ jeden z wektordw x;, gdyz y; sg liniowo niezalezne.
Nazwijmy ten element x; i usufimy go z S,, wprowadzajac nowy zbiér S,:

SZ = {}’1’.}’2, ---ayma xl’ X35 eees xi“l’ XH-]., sy X[}.
Zadamy, by kazdy wektor nalezacy do ¥ wyrazat si¢ przez liniowa kombinacje elementéw

S. Aby to stalo si¢ jasne, zauwazmy, ze zbidr S, rozpina V. Jedyny za$ element rdZniacy
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S, od S, to x;, ktory jest liniowg kombinacja elementdw S,, dokladniej x; jest liniowa
kombinacja wektordow {y;, ¥, ..., Yay X1 «or» Xi=1 }-

Teraz, jezeli zbior S, jest liniowo niezalezny, to znalezliSmy bazg dla V, jezeli nie, musi
istnie¢ jakie$ x, ktore jest liniowa kombinacja poprzedzajacych je elementéw S,. I znéw
musi to by€ x, poniewaz y; sa liniowo niezalezne. Eliminujemy to x i tworzymy S5. Z tych
samych przyczyn, co poprzednio, kazdy wektor nalezacy do ¥V moze byé¢ zapisany jako
linlowa kombinacja elementéw S,. Jezeli S; jest liniowo niezalezne, to jest ono baza
przestrzeni V, jezeli za$ nie, kontynuujemy te procedurg, dopoki nie znajdziemy jakiegos
S, liniowo niczaleznego. Poniewaz rozwazane zbiory S; maja skoficzong ilo§¢ elementéw,
to poszukiwanie moze mie¢ jedynie skoficzong liczbg krokow. W ten sposob znajdujemy
baze, ktéra zawiera zadany zbidr {y,, V2, ..., Ym}- C.b.d.0.

Tak wiec podprzestrzen rozpinana przez zbidr {y;} jest zawarta w V, a baza tej pod-
przestrzeni jest zawarta w bazie V. Tym samym, podprzestrzern ma mniejszy wymiar niz V,
a wymiar przestrzeni jest rowny liczbie elementow jej bazy. Jednakze jeszcze nie wiemy,
czy ta liczba jest jednoznacznie okreslona. Czytelnik moglby sadzié, ze oczywiscie wszystko
jest w porzgdku, lecz wykazanie jednoznacznosci liczby elementéw bazy wymaga bardzo
subtelnego rozumowania. Poniewaz wymiar przestrzeni jest pojeciem bezsprzecznie
podstawowym, przeprowadzimy ten dowdd szczegoltowo.

Twierdzenie 3.4. Liczba elementéw bazy w skonczenie wymiarowej przestrzeni wekto-
rowej nie zalezy od wyboru bazy.

Dowdd. Niech {x, X5, ..., X4} 1 {¥1> V2> ---» Y} beda bazami w przestrzeni V. Poniewaz
# jest albo réwne m albo rézne od m, mozemy bez zmniejszenia 0g6Inosci rozumowania przy-
ja¢, 7e n < m. Idea dowodu polega na pokazaniu, ze 7 > m, co w polaczeniu z naszym zato-
Zeniem (n < m) prowadzi do wniosku, ze » = m, czyli do tego, co chcieliSmy wykazaé.

Zbidr wektorow bazy ma dwic podstawowe wiasnosci: 1) wektory muszg by¢ liniowo
niezalezne, 2) kazdy wektor nalezacy do ¥ musi by¢ liniowg kombinacja elementow bazy.
Bedziemy badaé zbiér {y;}, ktéry posiada wlasno$é (1) oraz zbiér {x;}, posiadajacy
wilasnos$¢ (2). Oczywiscie oba zbiory posiadajg zaréwno wiasno$¢ (1) jak 1 (2), ale dla
dowodu wystarczy ustali¢, Ze kazdy zbiér ma tylko jedng wilasnosc.

Zbadajmy zbidr

St = {Vm> X15 X2, coos Xn}.
Poniewaz {x;} ma wlasno$é (2), kazdy wektor nalezacy do V jest liniowa kombinacja
elementéw S,. S, jest zbiorem liniowo zaleznym. Z twierdzenia 3.3 wynika, Ze istnieje
wobec tego jakis wektor x, powiedzmy x;, bedacy liniowa kombinacja poprzedzajacych
go elementdw z S;. Wyrzucimy ten element i zbudujemy zbidér T, :

Ty = {Fms X1y ooes Ximyy Xid1y vy Xn}

Z twierdzenia 3.3 wynika, Ze kazdy wektor nalezacy do ¥ jest liniowa kombinacja elementéw
T,. Teraz zbudujmy nowy zbior

52 = {ym"l s Vs X1s oovs Ximps Xityps oovs xn} .
Oczywisicie zbior S, jest liniowo zalezny i kazdy wektor z przestrzeni V jest liniowa kombi-

nacja elementow S,. A wigc jaki§ wektor x musi by¢ liniowa kombinacja poprzedzajacych
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go elementdw ze zbioru S, (to musi by¢ x, a nie y, poniewaz wektory y sg liniowo niezalez-
ne). Oznaczajac ten element przez x; i wyrzucajac go z S, tworzymy nowy zbiér 7T,:

TZ = {ym*la Vers Xt eves Xim13 Xist1s coos Xjm15 Xjb1s -oes xn}‘

Kontynuujac ten proces, w kazdym kroku eliminujemy wektory x; wstawiajac réwnoczesnie
wektory y;. Po n krokach pozbedziemy si¢ wszystkich x; i otrzymamy

Tn = {ym—n+1s cees ym}-
Ale wszystkie elementy 7, maja wlasno$¢ (2), czyli wszystkie one rozpinaja przestrzen V.
Jezeli wigc m > n, kazdy wektor y jest liniowa kombinacja pozostalych y-6w. Lecz to
przeczy zalozeniu, ze baza {y;} jest liniowo niezalezna. Jedyna droga unikniecia tej sprzecz-
nosci jest przyjecie, ze n > m. Lecz my$my zalozyli, ze n < m, co prowadzi do oczeki-
wanego wyniku. ¢.b.d.o.

Gdyby$my zalozyli, ze n > m, to nalezaloby w naszym dowodzie zamienié rolami
{»:} 1 {x:}. OtrzymalibySmy wtedy, ze m > n, co razem z zalozeniem doprowadzitoby
do tego samego wyniku. Mozemy wigc przyjaé poprzednio podang definicje

Definicja 3.6. Wymiar skoficzenie wymiarowej przestrzeni wektorowej ¥V jest réwny
liczbie elementéw bazy V; liczba ta jest niezalezna od wyboru bazy.

Zauwazmy, ze W n-wymiarowej przestrzeni wektorowej kazdy zbioér zawierajacy wiecej niz
n wektoréw jest liniowo zalezny.

3.4. ZZOMORFIZM

Niech F" bedzie zbiorem n-tek elementdéw (n-elementowych ciggdw (x5 ... a,)) W ciele
F. W pierwszym przykiadzie przestrzeni wektorowych bylo powiedziane, ze " moze byé
traktowane jak wzorzec n-wymiarowych przestrzeni wektorowych ¥ nad F. Chcemy po-
kazaé, ze kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen nad cialem F jest wlasciwie tozsama
z odpowiednia przestrzenig F”*.

Definicja 3.7. Dwie przestrzenie wektorowe U i ¥ (nad tym samym cialem) sa izo-
morficzne, jezeli istnieje jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie wektorow x@ e U
1y eV, y® = f(xM), i zachodzi zwiazek

Slory X4 a0, X320 = o, flxM) + 2, f(x12),

oraz istnieje réwniez jedno-jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy wektorami nalezgcymi
do Vi do U. Tak wiec, izomorfizm jest to jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie, zacho-
wujace wszystkie zwiazki liniowe, lub méwiac inaczej, zachowujace strukture algebraiczng.
Bedziemy teraz badad 1. definicje, aby zobaczyé, co ona zawiera oraz co nalezy zrobié, aby
ja uogdblnié.

Zbadajmy dwa zamknigte systemy z jedng operacja, S = {E, #} oraz S'= {E’, - }.
Zakladamy, Ze istnicje jedno-jednoznaczna mapa (lub funkcja) f, ktéra przypisuje kazde-
mu elementowi a, b, ¢, ..., € E element f(a), f(5), f(¢), ..., € E', co mozna zapisaé na-
stepujaco

E FE
a L fl@)
b L ).
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Zakladajac, ze ax b = ¢, mamy, Ze ¢ — f(¢) = f(axb). Jezeli struktury algebraiczne S
i S’ sa identyczne, to oczywiscie mnoZenie wprowadzone po lewej stronie (w S) jest odpo-
wiednikiem mnozenia odpowiednich elementéw po prawej stronie (w S’). Poniewaz
axb = ¢, musi by¢ spelniona nastgpujgca rownosé

J(@) - f(6) = f¢) = flaxb).
Jezeli réwnanie to jest spetnione dla kazdego a, b, to méwimy, Ze systemy S = {E, *}
iS'= {E,-} sa izomotficzne.
Jako przykiad dwu izomorficznych struktur réznigcych sig¢ znacznie na pierwszy rzut
oka zbadamy sze$¢ permutacji (réwnania 3.2) 1 sze$¢ macierzy 2 x 2

l O -1/ /_ —1/ —_ /'l_<
l ]=,,, [ 12 13/21=F,, [,yz 13/2]= D,

0 1 —V3R —1)2 V32 —12

. . , - (3.5)
ll °l_ o+ [—1/2 ~V32|_ o =12 V32|,
o -1 7 —-v3r |l v W3R o1z T

Nie zajmowali$my si¢ dotad szczegdlowo mnozeniem macierzy, chociaz czytelnik przy-
pomina sobie zapewne, Zze problem ten byl pakroétce przedstawiony w § 1.4 (réwnanie
(1.22)). SpotkaliSmy si¢ tam z mnozeniem dwu macierzy liczbowych (a;;) i (b;), dajacych
trzecia macierz (c;;) zgodnie z regula

2
Cij = Xaikbkja (3.6)
=1

gdzie pierwszy wskaznik numeruje wiersze, a drugi kolumny macierzy.

Latwo sprawdzi¢, Ze sze$¢ macierzy (3.5) tworzy nieabelowa grupe ze wzgledu na mnoze-
nie macierzowe (3.6), ktore, jak pozniej wykazemy, jest tgczone. Mozna réwniez fatwo po-
kazag, ze tablica mnozenia grupowego macierzy (3.4) jest identyczna z analogiczng tablica
dla grupy permutacji trzech elementéw. Tak wigc struktura grupy multiplikatywnej utrzy-
muje si¢, jeZeli kazdy element grupy permutacji zwigzemy z odpowiednim primowanym
elementem grupy macierzy. A wigc przy mapie f mamy

B-Lp
pLp
BsD=AL 4 =B D
tak, ze
f(B+D) = B"-D'= f(B)- f(D).
Zwigzki tej samej postaci zachodza dla wszystkich elementdéw, wiec te dwa systemy sa
izomorficzne.

W ogdlnosci, jezeli dwa systemy maja takg sama tablice grupows to sa one izomorficzne,
lub inaczej, posiadaja identycznq strukture. Nieraz chcac poznaé jeden system mozemy
badac inny, a nastgpnie przej$¢ z powrotem do jezyka pierwszego ukladu. Przypusémy dla
przyktadu, Zze chcemy badaé grupg obrotdéw; mozemy w tym przypadku zajac sie grupa
macierzy i stad uzyska¢ informacje¢ o obrotach. Taka grupe macierzy nazywamy reprezen-
tacjq pierwotnej grupy. Tak wiec powyzsza grupa macierzy {I', A’, B, C', D' F'} jest
reprezentacja macierzowa grupy permutacji (nazywang nieraz grupq symetryczng) dla trzech
elementow. Reprezentacjami grup bedziemy sie zajmowaé w rozdziale 10.
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W definicji izomorfizmu (3.7) dla dwoéch przestrzeni wektorowych operacja + jest
taka sama w obu systemach Ui V. Z przykladu przytoczonego powyzej wynika, ze operacje
te moga byé rézne dla dwéch systemdw. Mozemy rowniez dotaczyé do liniowej operacji
dodawania wektoréw liniowg operacje mnozZenia wektora przez skalar. Wtedy warunek
z definicji 3.7 rozpada si¢ na dwa warunki;

S +xB) = fexD)+f(x®),  flax) = af(x).
Udowodnimy teraz podstawowe twierdzenie o algebraicznej strukturze przestrzeni

wektorowych.

Twierdzenie 3.5. Kazda n-wymiarowa przestrzen wektorowa V,(F) nad cialem F jest
izomorficzna z przestrzenig F”.

Dowéd. Niech {x,, x,, ..., x,} bedzie baza w V. Kazdy wektor x € ¥ moze byé w
takim razie zapisany w postaci '

X = o; X;.
Wiemy, Ze skalarne wspolrzedne &; (i = 1, ..., n) sa jednoznacznie okre$lone (twierdze-
nie 3.2). Przyjmijmy teraz jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie migdzy V i F,
x 2 (%, %, ..., &}, t0 Znaczy, ze

f(x) = (a19 (] “n):

jest izomorfizmem przestrzeni V' i F*. Jezeli

y= iﬁixia
i=1
n

ex+dy=c¢ Z ocixi+diﬁix,- = i:(wi-i-dﬁs)xs,
i=1

to

i=1 i=1

vige
fex+dy)y = (e, +dBy, cay+dB,, ..., con+4dp,).
Teraz musimy obliczy¢ sume ¢ f(x) + df(y) i poréwnac to z f(cx+dy):

cf(x) = c(“l: U2y euns (Z,,) = (C(Zl, CA2y ooy coc,,),
df(y) = d(ﬂu ﬂz> seey :Bn) = (dﬁl’ dﬁz: “iey dﬂn)’

tak wigc w rezultacie otrzymujemy
cf(X)+df(x) = (cuy+dB, ... ,ca,+dB,) = flex+dy).

Tym samym jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie f jest izomorfizmem, czyli V(F)i F"
sg izomorficzne. ¢.b.d.o.

Z tego twierdzenia wynika, ze kazde dwie przesirzenie wektorowe majace ten sam wy-
miar i zbudowane nad tym samym cialem s3 izomorficzne, poniewaz obie sa izomorficzne
z F* i tym samym sg izomorficzne ze soba. Oznacza to rowniez, Ze mozemy bez utraty
ogolnosci ograniczy¢ si¢ do badania zbiordw = liczb, ktdre sa wzorcami wektoréw. Lecz
wymaga to wyboru reprezentacji (lub bazy) i pracy ze wspélrzednymi a oprécz tego, Ze
jest to dos$¢ Zmudne, zaciemnia wazne wlasnosci wektoréw 1 przestrzeni wektorowych nie-
zalezne od wyboru bazy. Dlatego tez przewaznie bedziemy omawiaé przestrzenie wekto-
rowe bez odwolywania si¢ do okreslonej bazy.
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3.5. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Definicja 3.8. Przeksztalceniem liniowym przesirzeni wektorowej V nazywamy takie
przyporzadkowanie kazdemu wektorowi x, y € V wektora Ax, Ay eV, ze

A(ax+by) = adAx+bBy,

gdzie a i b sg skalarami. Przeksztalcenie 4 nosi réwniez nazwe operatora liniowego dziala-
jacego na przestrzed wektorowa*. Iloczyn C dwu przeksztalcen liniowych A i B jest zde-
finiowany przez réwnanie Cx = A(B8x), co zapisujemy w skrécie C = AB. Sume dwéch
odwzorowan liniowych definiujemy réwnaniem (4+B)x = Ax+ Bx.

Przyklady przeksztalcen liniowych

1. Niech V(F) bedzie przestrzeniag wektorowg wektorow o »n wspdlrzednych rzeczy-
wistych i niech a;; (i,7 = 1,2, ..., n) bedzie zbiorem »? liczb rzeczywistych. Jezeli prze-
ksztalcenie y = Ax zdefiniujemy vastepujaco

n
Yi= Z aijXj,
i=1
to otrzymamy przeksztatcenie liniowe. Jezeli dla n = 2 przyjmiemy, Ze a;; = @5, = cos¢
ia,, = —a,; = sing, to A = (a4;;) stanie sig macierza obrotu z réwnania (1.14). Liniowa
transformacja odpowiada tu obrotowi wektora x o kgt ¢ tak, aby otrzyma¢ nowy wektor y.
2. Liniowe przeksztatcenie zerowe ¢ definiujemy réwnaniem

Ox =0,
a liniowe przeksztalcenic tozsamoséciowe (jednostkowe) réwnaniem
Ix=x.

3. Definiujemy rézniczkowanie D, i mnozenie X przeksztalcenia liniowego
D, f(x df( ) oraz  Xf(x) = x f(x).

Dokladnie rzecz biorge, D, jest operatorem w sensie definicji 3.8 tylko wtedy, gdy dla
danej funkcji £, nalezacej de V', pochodna tej funkeji rowniez nalezy do V. Na przykiad, jezeli
V jest przestrzenia funkcji ciaglych, wtedy |x] € V' lecz d/dx|x| nie nalezy do V. Tak wigc
operacja D, nie jest okreslona wszedzie w przestrzeni.

Iloczyn D, i X w dzialaniu na wektor f{x) daje nam

(DX () = Du(Xf() = o () =fi) # x5

Z drugiej strony iloczyn X i D, jest rowny

(XD)f(x) = X(Dxf(x)) =X

d f(x)
dx
Stad wynika, 7e

(Dx X)f(x) # (XDx)[(x),

* Bedziemy uzywaé réwniez nazw operacja liniowa, transformacja liniowa lub odwzorowanie liniowe
(przyp. tlum.).
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lub w skrocie
D.X # XD;,.
Rzeczywiscie,
(D:X—XD))f(x) = f(x) lubinaczej D, X—XD,=1.

Ta para nieprzemiennych operatoréw (inaczej mowiac niekomutujacych) odgrywa
podstawowa role w mechanice kwantowej, gdzie operator odpowiadajacy x-owej sktado-
wej pedu jest dany wzorem p, = —ihDy, a X jest operatorem poloZenia. (Pojawia sie tu
maly klopot z oznaczeniami. Dotychczas oznaczaliémy operator mnoZenia przez X, lecz
wérdd fizykdw przyjelo sie zapisywaé operator po prostu jako x, poniewaZ ma on sens
mnozenia przez x. Odtad bedziemy stosowaé ten zapis). Tak wiec mozemy zapisaé

(pxx—xp)f(x) = —ikf(x) lub p.x—xp, = —ik.
Operator (pxx—xp,) nazywamy komutatorem p, i x. Zapisujemy go jako [p., x]. Zwigzek
[px, X] = —ih przyjmuje sie¢ jako podstawowy aksjomat mechaniki kwantowej.

4. W przestrzeni P, wielomiandéw stopnia < m transformacja liniowa D jest dana

wzorem

me(x) = —‘%‘Pm (X) .

Niech
D'=D, D*=DD, D"=DD... D.
n razy

Jezeli n > m, D"p,, = 0 dla wszystkich wielomian6éw nalezgcych do P, a wiec D” = 0.
Tak wigc, jezeli nawet operator nie jest operatorem zerowym, ktéras potega tego operatora
moze by¢ operatorem zerowym!

Wiekszosé formalnych, algebraicznych wlasnosci mnoZenia liczb, z wyjatkiem prze-
miennosci, jest stuszna dla algebry transformacji liniowych. Mamy wiec:

a) A0 =04=20,

b) dI=14= 4,

c) A(B+C) = AB+AC,

d) A(BC) = (4B)C,

e) (ad) = a(A4), gdzie a jest skalarem.

Wyprowadzimy wiasnoé¢ (¢)

[A(B+C)}x = A[(B+C)x] = A(Bx)+A(Cx) = (A4B)x+(AC)x = (AB+AC)x,

gdzie zastosowaliSmy definicje 3.8. Widaé, ze suma dwéch liniowych transformaciji jest
przemienna i taczna, poniewaz takie jest dodawanie w przestrzeni V. Whasno$é (d) méwi,
ze mnozenie jest réwniez laczne. Czytelnik moze wykazaé, ze zbidr wszystkich liniowych
transformacji przestrzeni wektorowej V(F) jest przestrzenia wektorowa nad tym samym
cialem F.

3.6. PRZEKSZTALCENIE LINIOWE ODWROTNE

Przedstawimy definicje odnoszaca si¢ zaréwno do przypadku nieskoficzenie jak i skon-
czenie wymiarowego.
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Definicja 3.9. JeZeli przeksztalcenie liniowe A4 posiada nastepujace wlasnosci

a) x#y=>Ax# Ay lub Ax =Ay=>x=1y,

b) dla kazdego y € V istnieje x € V takie, ze Ax = p,
to istnieje przeksztaicenie odwrotne do A, ktére oznaczamy przez A-1. Méwimy wtedy,
ze A jest odwracalne.

Konstrukcja transformacji 4=* przebiega nastgpujaco. Jezeli y, jest danym wektorem,
to na podstawie wlasnosci (b) mozna zawsze znalezé taki wektor x,, Ze Yo = Axy. Ten
wektor x, jest wyznaczany jednoznacznie, poniewaz jezeli Ax, = yo i Ax = yq, to z tego,
2e Axy = Ax = x, = x (z warunku (a)). Z definicji A=y, = x,. Teraz mozna si¢ zapytaé
czy A~ jest transformacja liniowg? Aby to wykazaé, nalezy udowodnic, ze zachodzi réwnosé

A Y ox+8y) = ad 1x+ 8471y

Jezeli Ax = ui Ay = v, wtedy z liniowosci przeksztalcenia 4 wynika réwnosé

A(ax+By) = oau+po,
- co daje :
A Y au+pv) = ax+ By = a4 ' u+ 47 tv.
Otrzymali$my wiec, ze transformacja odwrotna do 4 jest liniowa. .Bezpo§rednio z definicji
transformacji odwrotnej wynika, Ze jeZeli 4 jest odwracalne, to

AA™ = A7'4 = I.
Przedstawimy teraz twierdzenie o odwzorowaniach.

Twierdzenie 3.6. Jezeli 4, B i C sg odwzorowaniami liniowymi spelniajacymi zwigzek
AB = CA = I, to odwzorowanie A jest odwracalnei A™* = B = C.

Dowéd. Aby wykazal, ze A jest odwracalne, musimy udowodnié, Ze z definicji 3.9.
zachodzg warunki(a) i (b)

a) Jezeli Ax = Ay, to CAx = CAy, co zuwaginato,ze C4 =1 lmphkuje Ze x = y.

b) Jezeli y jest danym wektorem i x = By, to y = ABy = Ax, poniewaz 4B = I.

A wigc 4 jest odwracalne.

Mnozac teraz réwnanie AB = I z lewej strony oraz réwnanie CA = I z prawej strony
przez A%, otrzymujemy A~* = B = C. c.b.d.o.

Zaden z warunkéw AB = I lub C4 = I nie wystarcza oddzielnie do zapewnienia
odwracalnoéci 4, chyba ze jesteSmy w skofczenie wymiarowej przestrzeni lub wiemy
dodatkowo, Zze B lub C sa przeksztalceniami jednostkowymi (patrz zadanie 10); w tych
przypadkach jeden z tych warunkéw wystarcza.

Aby to zilustrowaé, zbadajmy dwa operatory D, i S dziatajace na wektory nieskoncze-

nie wymiarowej przestrzeni wektorowej P, gdzie
x

d
D) = -p(, () = {p(d.
o]
Pomimo 2e D, S = I, ani D,, ani S nie jest przeksztalceniem odwracalnym. D, nie spetnia

warunku (a), na przyktad D,(x?+3) = D.(x*+1); S nie spelnia warunku (b), gdyz na
x
przykiad dla po = x*>+1 nie istnieje taka funkcja p(t), zeby S p)dt =
- 0

Twierdzenie 3.7. Niech 4 bedzie liniowa transformacja zdefiniowang w skonczenie wy-
miarowej przestrzeni wektorowej V. Jezeli z tego, ze Ax = 0 wynika, ze x = 0, to transfor-
macja A4 jest odwracalna.
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Dowéd. Jezeh Ax = Ay, to Ax—Ay = A(x—y) = 0. Przypu$émy, Ze wynika stad
réwno$é x—y = 0 lub inaczej x = y, mamy wtedy spelniony warunek (a). Aby wykazaé
warunek (b), przyjmijmy, ze {x,, ..., x,} jest bazag w przestrzeni V. JeZeli teraz zdolamy
pokazaé, ze {Axl s -o-5 A%y} jest rOwniez baza, to mozemy spelni¢ réwniez warunek (b) z
twierdzenia 3.9, gdyz kazdy wektor y € V¥ mozemy zapisaé w postaci '

y= d,'AX'=A( ocl-xi)‘
Pozostaje wigc pytanie czy {4x,, ..., Ax,} jest takie baza: {4x,, ..., Ax,} jest to zbi6r n
wektoréw w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej. Moze on byé baza tej przestrzeni, o ile
tylko wektory Ax; sg liniowo niezalezne. Aby udowodni¢ to, zakladamy, ze

ZaiAxi =0.

Stad, jak réwniez z zalozenia twierdzenia wynika, Ze
n n
4 Zu-x- =0= ) o;x; =0.
(i:l ‘ l) ; '
Liniowa niezalezno$¢ x; pociaga za sobg znikanie wszystkich a;, tak wigc zbidr {Ax;} jest
liniowo niezalezny i moze stanowic baze. c.b.d.o.

Stuszne jest réwniez twierdzenie odwrotne: Jezeli 4 jest odwracalne, to oczywiscie
réwno$¢ Ax = 0 implikuje x = 0.

Zobaczymy, ze warunek Ax = 0= x = 0 jest rOwnowazny warunkowi (a) z definicji
3.9. A wigc z twierdzenia 3.7 wynika, ze dla skoriczenie wymiarowe] przestrzeni warunek
(a) jest wystarczajacy na to, by 4 byto odwracalne. ;

Przy pomocy twierdzenia 3.6 czytelnik bez trudu moze udowodni¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.8. Jezeli 4 i B sa odwracalne, to iloczyn 4B jest odwracalnyi (4B)~! =

. . . . 1
= B~ 471, Jezeli A jest odwracalne i « 7 0, to a4 jest odwracalne ,i (ad)™* = —;A“.

Jezeli A jest odwracalne, to A~?! jest odwracalne i (4~*)~! = 4.

3.7. MACIERZE

Tak jak abstrakcyjne wektory moga byé w poszczegdlnych bazach reprezentowane
przez swoje wspdlrzedne, tak i abstrakcyjne transformacje lintowe moga by¢ przedstawione
w okreslonej bazie w postaci macierzy, Przedstawimy teraz zwigzek odwzorowan liniowych
Z macierzami, '

Definicja 3.10. Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa z bazg X =
= {Xy, ..., X,}, a A niech bedzie odwzorowaniem liniowym przestrzeni ¥ w siebie.
Poniewaz kazdy wektor jest liniowa kombinacja {x;}, w szczegdlnosci mozemy zapisaé,
Ze

Ax; = Zaijx,-, gdzie ] =1, ..,n. 3.7

=1
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Zbibr n* skalardéw a;; nazywamy macierzg odwzorowania A w bazie X. Macierz ta jest
stopnia 7.

Q11 Q12 .- Qya
azl a22 eee azn

(@)= Co=MI=4

Cl,. 1 anz ann -

Kazdy przeksztalcony wektor Ax; moze by¢ przedstawiony przy pomocy wektoréw bazy
x; przez n wspdlczynnikow. Poniewaz mamy n wektoréw bazy, wigc mamy # wektordw
Ax; a co za tym idzie, pojawia si¢ #n* wspolczynnikéw a;;.

Zwroémy uwage na kolejnosé wystepowania wskaznikéw w réwnaniu (3.7). Wypisujemy
wektor 4x; jako kombinacje liniowg (x4, ..., X,) i otrzymane w ten sposéb wspéiczynniki
ustawiamy w Kolumne macierzy A. Pierwszy wskaznik elementu ¢;; = [4];; wskazuje nu-
mer wiersza, drugi — numer kolumny. Polozenie elementéw w macierzowym przedstawieniu
transformacji 4 zalezy od kolejnosci wektorow w bazie, lecz zawsze mozZemy ustali¢ kolej-
no$¢ wektoréw bazy, jezeli chcemy mie¢ jednoznacznie uporzadkowana macierz. Moéwimy,
ze dwie macierze (a;;) 1 (b;;) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a;; = b;; dla wszystkich i
oraz j.

W paragrafie 1.4 (réwnanie (1.13)), aby zdefiniowa¢ macierz, wyrazaliSmy jeden zbior
wektordéw bazy e; przez zbiér wektoréw bazy e;. MieliSmy tam réwnanie

’
€; = Zajie;.
i

Wektory e; graly t¢ sama role co obecnie wektory x;. W rozdziale 1 x; byly skiladowymi
wektora x, podczas gdy teraz x; sa wektorami w abstrakcyjnej przestrzeni wektorowe;j.
Powyisze rOwnanie z rozdzialu 1 zapisane zgodnie z umowa stosowang w tym rozdziale

powinno wygladaé nastepujaco
e_; = Za;jei.

13
W rozdziale 1 oméwiliSmy te réznice notacji i przyczyne jej wystepowania. Wszystkie
réwnania z rozdziatu 1 mozna zapisa¢ w naszej obecnej konwencji zastepujac a;; przez a;;.
Przyjrzyjmy si¢ teraz jak wyglada dzialanie transformacji liniowej 4 na wektor x,
przedstawiony w bazie X = {x,, ..., x,}. Dla kazdego xeV

n
X = E AjXj,
=1

a macierz transformacji liniowej jest zdefiniowana przez

AXj = Za;jx;.

i=1

Zgodnie z tym

y=Ax= Agajxj = gaijj = ixjia”xi = ilauajx;. (3.8)

j=1 i=1 &j=
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Lecz wektor y produkowany przez dzialania operatora 4 na x, moze by¢ réwniez przed-

stawiony w bazie X:
n
y= Zﬂixi-
i=1

Wstawiajac to do réwnania (3.8) dostajemy

i [ﬁ;—ia,-jaj]x,- = 0.

j=1

Biorgc pod uwage, ze wektory bazy sa niezalezne, otrzymujemy zwigzek .

n
Bi = Zaiiaf'
i=1

To odpowiada dokladnie naszemu wczesniejszemu wynikowi (1.16¢), jezeli zastapié B;
przez x; . R6wnanie to czgsto zapisujemy symbolicznie w postaci

y = Ax, (3.9)

gdzie y i x oznacza przedstawienie wektoréw y i x w bazie X, a 4 oznacza reprezentacje
macierzowa transformacji liniowej 4 w tej samej bazie. Odpowiedniejszym. zapisem niz ten
z réwnania (3.9) jest zapis

(81 = [41{d, (3.10)

gdzie [11 [«] sa macierzami jednokolumnowymi o n wierszach (wektorami kolumnowymi)
zdefiniowanymi nastgpujaco

[ﬂ]i1=ﬂi, i=1:'-':n

i analogicznie dla «. [A] oznacza tu macierz A. Jednakze w praktyce zazwyczaj stosujemy
uproszczony zapis przedstawiony w rownaniu (3.9).

Macierze zawierajace jeden wiersz i » kolumn nazywamy wektorem wierszowym. Nie
bedziemy specjalnie rozrdznia¢ wektoréw kolumnowych i wierszowych, choé wielu innych
autorOow starannie tego przestrzega, gdyz zawsze z kontekstu wynika o jaki typ wektora
chodzi. ,

Zajmowali$my si¢ dotad jedynie macierzami kwadratowymi, tzn. majacymi te sama
ilo§é wierszy i kolumn. Powodem tego byl fakt, ze operator 4 z definicji odwzorowywat
wektory z przestrzeni ¥V na wektory nalezace réwniez do V, to znaczy odwzorowywal
przestrzen ¥V na siebie. Jednakie moglibySmy sobie réwnie latwo wyobrazié operator
liniowy B odwzorowujacy ¥ na inna przestrzeni wektorowa U. Jezeli Vi U majq rézne wy-
miary, macierz reprezentujgca B nie jest kwadratowa.

Zalézmy, ze wektory {x;} stanowia baze przestrzeni ¥, a wektory {y:} bazq przestrzeni
U. Wtedy Bx; jest wektorem nalezacym do U i mozemy zapisaé go w postaci -

m
Bx; = biyi, j=1,2,..,n,
gdzie przyjelismy, ze V jest przestrzenia n-wymiarows, a U m-wymiarowa. Tak wiec macierz
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(b;;) ma wymiar mxn, tzn. posiada m wierszy i # kolumn. Pozostawiamy czytelnikowi
wykazanie, Ze jezeli xe V' i y € U oraz y = Bx, to przedstawiajac te wektory w postaci

m Ilj
y= Zﬂi}’h X = ;“:xi,

i=

otrzymamy zwiazek
ﬁi= b,'j(’Xj, i= 1,2,...,}7’2,

ktoéry mozna zapisaé¢ analogicznie jak (3.10).

Przyktad. Chcemy zbadac ksztalt macierzy operatordw rézniczkowania D oraz mnoze-
nia X. Wspominali§my wczesniej, Ze aby méc mowic o operatorach liniowych, musimy byé
pewni, Ze sa one zdefiniowane w calej badanej przestrzeni. Na przykiad operator D jest w
szczegolnosei zdefiniowany w przestrzeni P, wielomianéw stopnia < n. Operator ten prze-
prowadza kazdy element z przestrzeni P, w element z przestrzeni P,_,, dlatego tez jest on
nieodwracalny, gdy badamy go jako odwzorowanie P, w P,.

Poniewaz P,_, jest podprzestrzenia P,, mozemy badaé operator D zaréwno jako od-
wzorowanie P, w P,_, jak i P, w P,. W pierwszym przypadku D bedzie reprezentowane
przez macierz nx (n+1), w drugim za$ przez macierz (n+1) x (n+1) (przestrzedi P, jest
(n+1)-wymiarowa).

W przestrzeniach tych wybieramy nastepujace bazy

dla P,_, y() =861, j=1,2,..,n
dla P, x) =071 j=1,2,.., 0+l

Wtedy

n
Dx; = (j=1¥2 = (j=1y;_; = Zdij}’z, J=12,...,n+1.
i=1

Jezelii = j—1, to d; = j—1, w innych przypadkach &;; = 0. A wigc mamy
0 1 0 O

0 0]
0020 0 0
00 0 3 090
ol = @) =] at .1

0000 n-1 0
(0000 ... 0 n

Wida¢, ze D jest macierza o nx (n+ 1) wymiarach. Jezeli chcemy przedstawi¢ operator D
jako odwzorowanie P, w P,, przypiszemy mu macierz otrzymang z powyzszej macierzy
przez dodanie (r+ 1)-go wiersza ztozonego z samych zer.

Operator X moze by¢ przedstawiony jedynie w postaci macierzy prostokatnej, poniewaz
rzutuje on przestrzen P,-, na P,, a P, nie jest podprzestrzenia P,_,. Widzimy wigc, Ze
X moze byé reprezentowany przez macierz o wymiarach (n+1) x n. Pozostawiamy czytel-
nikowi pokazanie, ze
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0 0 0 0]
100 0
010 0
00 1 0
X]= () =1 . . (.12)
000 10
000 .. 01

Po tym wstepnym zapoznaniu sie¢ z dodawaniem i mnozeniem transformacji liniowych
powrdcimy jeszcze do macierzowej reprezentacji komutatora [D, X].

Zajmiemy si¢ teraz znalezieniem macierzy odpowiadajacej sumie i iloczynowi dwéch
transformacji liniowych. Zalézmy, ze operatory 4 i B sa w bazie X, X = {x;, ..., X},
reprezentowane przez macierze (a;;) i (b;;). Chcemy poznaé macierze reprezentujace w bazie
X operatory

1. § = ad+pB, gdzie a i § sa skalarami, oraz

2. C= 4B,

1. Sx; = (aA+ﬁB)x,- = dAXJ-I-ﬁB)Cj = ozZa,-jxﬁﬁZbijx; = Z(da;j'i'ﬂbgj))& =
i=1 i=1 i=

i=1
gdzie ostatnie wyrazenie definiuje nam macierz operatora S, (s;;). Z niezaleznosci liniowej

wektoréw bazy wynika, ze
[Skj = sy = oa;+Bbyj,

. n n n [
2. CXj = ABXj = A(ij) =4 (Zbijk) = Zbijxk = ZbkaaikX¢ =
k=1 k=1 = i=1

n n

= Z a;kbij; = Zcijxi.
k=1 i=1
Stad, przy uzyciu argumentow takich jak w punkcie (1), otrzymujemy
[Cly = ¢;= Zaikbkj- (3.13)
k=1

Réwnanie to okresla prawo mnozenia dwu macierzy o wymiarach n x n. Réwnanie (1.22)
opisuje mnozenie macierzy w szczegélnym przypadku.

Mozemy teraz stosowad otrzymane réwnanie (3.13) do okreélenia mnozenia dwu
tablic liczbowych. Lecz iloczyn 4B dwu macierzy bedzie okre§lony wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B. Na przykiad

22[1357] s 3 o)
s 2468 17 39 61 83

Tloczyn macierzy ! x m (f wierszy i m kolumn) oraz macierzy m x n jest macierzg o wymiarze
Ixn. Tak wigc rownanie (3.10) reprezentuje mnozenie macierzy 4 o wymiarze nX r przez
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macierz jednokolumnowa « o wymiarze nx 1, co daje w wyniku jednokolumnowa macierz
B o wymiarze nx 1.
Macierze odwzorowati ¢ i I maja nastgpujacg postaé

[(o]ij =0, [I]ij = 6ij- (3-14)
Zauwazmy, ze dla macierzy zerowej i jednostkowej
0A=A0=0, JI4d=Al= A4,

tak jak dla odpowiednich transformacji liniowych.

W tym stanie rzeczy mozna by wykazaé, ze odwzorowania liniowe sa izomorficznie
zwigzane z macierzami. Dowdd jest prosty i pominiemy go. Widagé, Ze jest to nieznaczne
uogdlnienie twierdzenia 3.5 o izomorfizmie wektoréw z uktadami # liczb. Odtad mozemy
by¢ pewni, ze kazde twierdzenie udowodnione dla odwzorowan liniowych jest automa-
tycznie stuszne dla odpowiadajacych im w okre§lonej bazie macierzy i odwrotnie. Tak
wiec uproszczony zapis nie odrdzniajacy odwzorowan liniowych i odpowiadajacych im
macierzy ma teoretyczne usprawiedliwienie.

Najbardziej niezwykla wlasnoscia odwzorowan liniowych, ktéra kontrastuje ¢ wias-
nosciami liczb, jest to, Ze odwzorowania te nie musza by¢é przemienne. Macierze odwzo-
rowan liniowych posiadaja oczywiscie t¢ sama wiasnoéé. Z réwnania (3.13) wynika, Ze

n n
w ogblnoéci macierz (4B);; = Z apbj, nie musi byé réwna macierzy (BA4);; = 2 biay;.
k=1

Przyklad. Zbadajmy iloczyn macierzy. operatoréw rézniczkowania i mnozenia zdefinio-
wanych réwnaniami (3.11) i (3.12). Poniewaz D jest macierza n x (n+1), a X jest macierza
(n+1)xn, macierz DX bgdzie miala wymiar nx n. Postaé jej jest nastepujaca

1 00... . 07

020 0

A il 003 0

(DX)ij=Zdikxkj= i )
k=1

. n—1 0

[000--- 0 x|

Z réwnan (3.11) i (3.12) wynika, Ze macierz XD bedzie (n+ 1)-wymiarowa, podczas gdy
macierz DX jest n-wymiarowa. Jest to zrozumiale, poniewaz X rzutuje przestrzen P,-,
na P,, za§ D rzutuje P, z powrotem na P,-,; tak wigc macierz DX rzutuje P,_, na P,
i jest n-wymiarowa. Z kolei XD odwzorowuje P, w P,, poniewaz najpierw D odwzorowuje
P, w P,—, a nastepnie X odwzorowuje P,—; w P, 1 dlatego macierz XD jest (n-1)-wymia-
rowa. Po wykonaniu prostych obliczen dostajemy

000 . 0 07

010 0 0

n 06002. 0o O

(XD)ij=inkdkj= ) ) )
k=

000 n—10

(000 0 n

104




Przypuéémy, Ze ograniczymy dziatanie operatora XD do odwzorowywania P,—, w P,_;,
tak ze D bedzie wtedy macierza (n—1) x n, a X macierza nx (n—1). Wtedy macierz opera-
tora XD (o wymiarze rxn) otrzymamy z powyZszej macierzy przez odrzucenie wiersza
i kolumny o numerze n+ 1. Jezeli teraz poréwnamy dzialanie operatoréw DX'i XD na P,
zobaczymy, Ze operatory te mie komutujg i, Ze

DX-XD =1,

co jest zgodne z rozwazaniami z § 3.5.

Jezeli nawet dla jakiej$ przestrzeni o skofniczonej, lecz bardzo duzej liczbie wymiaréw »
macierze D i X nie sa kwadratowe mozemy je traktowaé w przyblizeniu jak kwadratowe,
gdyz dla duzych » réznice migdzy » a n+ 1 mozna zaniedbad. Czyni si¢ tak czesto w teorii
pola.

Zakonczymy ten paragraf wprowadzeniem kilku specjalnych typéw macierzy.

1. Macierze diagonalne. Wiasnoécia macierzy diagonalnej jest to, ze jej jedyne rdézne
od zera elementy leza na gtéwnej przekatnej (diagonali) macierzy, tzn. a;; = 0 dla i # j,
lub inaczej a;; = d;6;;. Oczywiscie kazde dwie macierze diagonalne r x n komutuja, a ich
iloczyn jest rOwniez macierza diagonalna.

2. Macierze idempotentne. O macierzy A méwimy, ze jest idempotentna, jezeli A> = A.
Widaé, ze macierze I, ¢ oraz macierz

1-1
oo
sg idempotentne.

3. Macierz transponowana. Macierz A™ nazywamy macierza transponowana (przesta-
wiong) macierzy 4 = (a;)), jezeli
[AT]ij = Qjj.
Twierdzenie 3.9,
a) Jezeli AT = B, to BT = 4 (a w konsekwencji (41)T = 4),
b) (A+B)T = AT+BT, .
¢) (AB)T = BTA4".
Dowéd. Dowody punktéw (a) i (b) sa trywialne. Dowdd punktu (c) jest nastepu-
jacy. Niech C = 4B, wtedy
[CT); = [(ABN)y; = [4B];; = 2 [4)[Bl: = Z[BT]H: [4"L = (B4,
k k
oznacza to, Ze '
) CT = (4B)" = BTA4". ¢.b.d.o.
4. Macierz sprzezona hermitowsko. Macierza sprzezong hermifowsko do macierzy A4
nazywamy macierz AT, ktérej elementy sa dane przez
[AT]ij = aﬁ
Oczywiscie, mozemy réwniez napisaé, ze A1 = (47)*. Z twierdzenia (3.9) wynikaja naste-
pujace waioski:
a) jezeli AT = B, to Bt = 4, tzn. (4"t = 4
b) (4+B)t = AT+ Bt
c) (AB)t = BtAt.
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5. Macierze symetryczne i antysymetryczne. Macierz 4 o wymiarze s X n jest symetryczna,
jezeli 4 = AT, tzn. jezeli a;; = a@;;. Macierz A4 jest antysymetryczna, gdy 4 = —A7,
to znaczy gdy @; = —a;;. Wszystkie elementy diagonalne macierzy antysymetrycznef
musza byé réwne zeru. Kazda macierz 4 mozna wyrazi¢ w postaci sumy macierzy sy-
metrycznej i1 antysymetrycznej, co mozemy zapisaé

_1 vy Lo T
= S+ AT+ (A- A7),

[N [ —
symetryczna antysyme-
tryczna

tak jak dla tensoréw (réwnanie (1.97)).

6. Macierze osobliwe i nieosobliwe. Macierz A o wymiarze nx n nazywamy nieosobliwg,
jezeli istnieje macierz B o tym samym wymiarze taka, ze AB = I. W przeciwnym wypadku
macierz A jest psobliwa. Zobaczymy, Ze jezeli macierz odwzorowania liniowego jest nie-
osobliwa, to odwzorowanie liniowe jest odwracalne i na odwr6t. Innymi stowy, warunkiem
koniecznym i dostatecznym na odwracalno$é macierzy zaréwno A jak i B w skonczenie
wymiarowej przestrzeni wektorowej jest warunek AB = I. Warunek B4 = I nie jest
potrzebny dla skonczenie wymiarowej przestrzeni (poréwnaj twierdzenie (3.6)).

3.8. WYZNACZNIKI

Wyznaczniki macierzy sa bardzo pomocne przy rozwigzywaniu ukladéw réwnar
liniowych, ich znaczenie polega jednak przede wszystkim na tym, ze dostarczaja informacji
o zwiazanych z nimi transformacjach liniowych. Dla przykladu udowodnimy ogdline
twierdzenie, o ktérym wspominaliSmy juz w § 1.4, Ze wyznacznik macierzy odpowiadajacej
transformacji ortogonalnej jest zawsze réwny +1. Zobaczymy rowniez, Zze wyznacznik
macierzy 4 jest rowny zeru wtedy i tylko wtedy, gdy A jest macierzg osobliwa.

Wyznacznik macierzy 4, det A4, jest funkcija, ktéra kazdej macierzy przyporzadkowuje
liczbe.

Definicja 3.11. Wyznacznik macierzy A;; odpowiadajacej transformac_u liniowej A4 jest
réwny

detAd = 64, nA1adzp - ANns (3.16a)

gdzie n jest stopniem macierzy 4. W powyzsze] definicji zastosowaliémy umowg sumacyjna,
ktoéra bedziemy si¢ postugiwaé do korica tego paragrafu. €up....n )est antysymetrycznym
symbolem zdefiniowanym nastepujgco:

+1, jezeli (a, b, c, ..., n) jest parzystg permutacia liczb (1, 2, ..., N),
Egpe..n1— 1, JeZeli (@, b, ¢, ..., n) jest nieparzysta permutacja liczb (1, 2, ..., N),
0, w pozostatych przypadkach.

Czytelnik zauwazy zapewne, Ze ten zapis nie jest catkowicie poprawny. OznaczyliSmy
tu wskazniki sumowania literami a, b, ¢, ... itd. Oczywiscie, jezeli mamy przestrzen wekto-
rowa o 100 wymiarach, to zabraknie nam liter w alfabecie do zapisania wskaznikéw
w definicji 3.11. Jednakze czytelnik bez trudu moze sobie wyobrazi¢ alfabet skladajacy si¢
ze 1Q0 liter, ktéry mozemy w tym wypadku stosowaé, np. alfabet powstaly z polaczenia
roznych alfabetdéw $wiata. Badajac w dalszym ciggu wyznaczniki bedziemy poshugiwag sig
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literami lacinskimi. Dlatego tez, w tym paragrafie w zapisie Ay,, # oznacza N-t3 litere
alfabetu. Oczywiscie moglibySmy zawsze uciec si¢ do indeksowania wskaznikéw, to znaczy
wprowadzajac oznaczenia'iy, i, ... itd., jednakze poniewaz wigkszo$é zagadniert zwigza-
nych z wyznacznikami opiera si¢ na manipulowaniu wskaZnikami, wygodniej jest ograni-
czyé si¢ do mozliwie malej ilosci symboli.

Jezeli (a,b,c, ..., n) jest permutacjag liczb (1,2,3,...,N), mozemy napisaé, ze
Eape...n = (—1)F, gdzie P jest liczba przestawiern wskaZnikéw konieczng do utworzenia
zwyklej kolejnosei 1, 2, 3, ..., N. W zaleznosci od tego czy P jest liczbg parzysta czy nie-
parzysta, mOwimy, Ze permutacja jest parzysta lub nieparzysta. Wystepujacy tu symbol ¢
jest naturalnym uogoélnieniem symbolu &, ktory okazat si¢ by¢ tak uzyteczny w opisie
wektorow i tensoréw w rozdziale 1. '

Widaé, ze detd sklada si¢ z sumy N! iloczynéw, przy czym kazdy iloczyn zawicra
po jednym elemencie z kazdego wiersza i kazdej kolumny. Hoczyn, ktéry zawiera wiecej
niz jeden wyraz z danej kolumny, nie daje wkladu do det 4, gdyz znika odpowiedni symbol
&. Wynika stad natychmiast, Ze

detd = abc...nAalAbz A,,N, . (316b)

jest réwnowazna definicja det 4.
Zostaly tu zamienione role wierszy i kolumn lub inaczej méwigc, wiersze staly sie
kolumnami, a kolumny wierszami. Tym samym, rownanie (3.16b) méwi nam. Ze

detd = detAT = (det AN*. (3.17)

Z tej alternatywnej definicji det4 wynika, ze dla kazdego twierdzenia, ktére mozna udo-
wodnié dla wierszy, istnieja odpowiednie twierdzenia stuszne dla kolumn.

Jezeli w dotychczasowych rozwazaniach o wyznacznikach macierzy n-tego stopnia
czytelnik nie moégt zobaczy¢ sensu wystgpujacych tu wskazZnikéw, powinien po prostu
wypisaé powyZsze rownania w przypadku macierzy 2 x 2 Jub 3 x 3. Bowiem zaré6wno przy
dowodzeniu jak i obalaniu tezy moéwiacej o macierzach nxn bardzo pomocnym jest
zbadanie jej sensu w przypadku macierzy 2x 2. Wyprébowanie tych ogélnych twierdzen
na najprostszych, nietrywialnych przypadkach nie przynosi ujmy — przeciez ogélnie twier-
dzenia sa wyprowadzane przez uogdlnienie tych prostych przypadkow.

Przedstawiamy teraz kilka wiasno$ci wyznacznikow.

1. Wspdlny czynnik wszystkich elementéw wiersza (lub kolumny) moze byé wytaczony
jako stala multiplikatywna.

2. Jezeli jaki§ wiersz (lub kolumna) sklada si¢ z samych zer, to wyznacznik jest réwny
zeru. '

3.det/=1.

4, Przy zamianie dwoch wierszy (lub kolumn) zmienia sie znak wyznacznika.

5. Jezeli w macierzy dwa wiersze (lub kolumny) sg identyczne, to wyznacznik jest
réwny zeru. ‘

6. det(4B) = detA detB.

7. Warto$¢ wyznacznika nie ulegnie zmianie, gdy do elementéw wiersza (lub kolumny)
doda¢ odpowiednie elementy innego wiersza (lub kolumny) pomnozone przez skalar.

8. det4 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wektory wierszowe (lub kolumnowe) tej macierzy
sg liniowo zalezne.
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Dowody wlasnosci (1), (2), (3) sa proste. Udowodnimy wlasnosci (4), (5) i (6). Po tych
dowodach stanie si¢ jasne, jak mozna wykaza¢ wlasnosci (7) i (8). Pozostawiamy to
czytelnikowi dla nabrania przez niego wprawy.

Pierwszym krokiem w dowodzie punktu (4) jest pokazanie, ze przy zamianie miejscami
dwéch sgsiednich wierszy macierzy jej wyznacznik zmienia jedynie znak. Niech 4" bedzie
macierza otrzymang z macierzy 4 przez zamiang miejscami K-tego i L-tego wiersza,
o ktorych zakltadamy, Ze sg wierszami sgsiednimi, Wtedy

detd’ = Ea...kl...uAlaAzb ALkAK; AN,, = aa...f.'\‘...nAla AKRALI AN,, = —delA,

gdzie zamienili§my kolejnosé czynnikéw w iloczynie Ay, Ay, zamienili$my nieme wskazniki
sumowania k 1/, jak rowniez zamieniliémy kolejnos$¢ k w symbolu &, co wprowadzito do
wzoru znak minus. Wiasno$¢ (4) wynika teraz stad, ze zamiana kazdych dwoch wierszy
mozZe byé przeprowadzona przez nieparzysta liczbg przestawien sgsiednich wierszy. Wia-
snos¢ (f) jest bezposrednia konsekwencja whasnosci (4).
Udowodnimy teraz wlasno$¢ (6), ktdra méwi, ze wyznacznik iloczynu dwu macierzy
jest iloczynem ich wyznacznikéw. Zauwazmy najpierw, Ze
Sabc.“,,detA = 8a'b'c'...n'4aa’Abb* ce Apprs (3.183.)
poniewaz gdy wskazniki a, b, ¢, ..., n s3 odpowiednio réwne 1, 2, 3, ..., N, to rOwnanie
(3.18a) sprowadza si¢ do definicji detd (3.16a). Jezeli jakie§ nieprimowane wskazZniki
sa réwne, to z uwagi na to, Ze prawa strona powyzszego réwnania przedstawia wowczas
wyznacznik macierzy z jednakowymi wierszami, obie strony réwnania staja sie réwne zeru.
Jezeli abe ... n jest permutacja liczb (1,2, 3, ..., N), wtedy wyrazenie po prawej i lewej
stronie réwnania (3.182) da czynnik (—1)?detd4, gdzie P jest parzystoscia permutacji.
Z tego samego powodu wynika, ze
eabc...ndetA = Earprcr...n Aa'aAb’b oo Aprne (3-18b)
Rozwazmy teraz iloczyn (detA) (detB). Stoswjac do B réwnanie (3.16b) mamy
(detd) (detB) = (detA)eape...n Bar Byz - Bav;
stosujac nastepnie (3.18b), mozemy to zapisaé jako
(detA) (detB) = sa'b’c'...n’Aa'aAb'b ves An'nBal Bbz .d .B,,N =
= Ea‘b'c'...n'(Aa'aBal) (Ab‘bBbz) (An'anN) =
= topern (AB)ary (AB)prs ... (ABYpn =
= det(4B). c.b.d.o.

Ten wynik mozna przedstawié geometrycznie: w tréjwymiarowej przestrzeni objetos$é
rownolegloscianu jest okredlona przez trzy wektory A, B i C (rys. (3.3))

A, A, As
A-(BxC) = £,44;B,C, =det | B, B, B;
¢, G G
Jezeli wielko$¢ A - (B x C) jest objerosciq, to oczywiscie jest ona niezmiennicza przy obrotach
ukiadu wspolrzednych, a wiec jest skalarem. Dokladnie rzecz biorac, jest ona pseudo-
skalarem, poniewaz zmienia znak przy inwersji ukladu wspéirzednych. W rzeczywistosci
fizyczna objetoscig jest wielkosé A« (B x C)].
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To powiazanie wyznacznika z objetoscia moze byé wprowadzone w przestrzeniach
o wigkszej liczbie wymiaréw. W dwoch wymiarach objetos$é staje sie powierzchnia réwno-
legloboku okreS§lonego przez dwa wektory w plaszczyZnie. Niech I oznacza macierz,
ktora odpowiada jednostkowemu kwadratowi

r=lo 1)

Wektory wierszowe macierzy I okre§laja wierzchotki jednostkowego kwadratu z jednym
wierzchotkiem umieszczonym w poczatku ukladu wspdlrzgdnych. W wyniku mnozenia
macierzy I przez macierz T otrzymujemy macierz 7, ktéra mozemy wobec tego uwazaé
za przeksztalcenie jednostkowego kwadratu w réwnoleglobok okreslony przez wektory
wierszowe macierzy 7. Powierzchnia tego réwnolegloboku jest réwna det7.

Rys. 3.3. Réwnolegloscian wyznaczony przez trzy wektory A, Bi C

Dowoiny réwnolegilobok reprezentowany przez macierz 4 o powierzchni det 4 mozemy
podzieli¢ na kwadrary o dowolnie malej powierzchni s;, > 5; = det4. Wtedy macierz 7,
;

ktéra przeprowadza dowolng macierz 4 w macierz T4 mozemy uwazaé za operacj¢ dzia-
Iajaca na kazdy kwadrat, z ktérych zbudowany jest réwnoleglobok reprezentowany przez
macierz 4. Przy przeksztalceniu kazdy kwadrat o powierzchni s; staje si¢ réwnolegtobokiem
o powierzchni @; = (detT)s;. Dlatego tez nowy réwnoleglobok, ktéremu odpowiada
macierz T4, ma powierzchnie réwna

Dl =) @etT)s; = (@detT) () 5) = detTdetd.
H i i
Lecz powierzchnia réwnolegloboku reprezentowanego przez macierz 74 jest roOwniez dana
przez det(T4). Zatem det T4 = detT det 4.

Podstawowe idee tego dowodu dla przestrzeni trzywymiarowej sa nastepujgce:

1. Jednostkowy sze$cian przeprowadzamy przy pomocy liniowej transformacji T
w réwnolegloscian o objgtosci det 7. Wyznacznik transformacii liniowej wyznacza stosunek
konicowej objgtosci do poczatkowej objetosei szeScianu.

2. Wyznacznik macierzy przeksztalcenia liniowego okresla stosunek objetosci dwu
dowolnych réwnolegloscianéw, ktérych macierze sg zwigzane przez macierz transformacji
liniowej. Wyznacznik jest wigc skalarnym czynnikiem mierzacym zmiany objgtosci.

3. Jezeli przechodzimy z jednej objétosci do innej, a nast¢pnie jeszcze do innej, otrzy-
mujemy kolejne czynniki skalarne i w efekcie czynnik wigzacy poczatkowa objetosé z kon-
cowa jest iloczynem wyznacznikéw wszystkich macierzy odwzorowan liniowych wigzacych
rézne réwnolegloboki ze soba. Z drugiej strony, pierwszy réwnolegloscian jest zwigzany
z ostatnim iloczynem wszystkich macierzy; objeto$é réwnolegloscianu, ktéry powstaje
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w wyniku kolejnych odwzorowan jest po prostu wyznacznikiem iloczynu macierzy. A wiec
iloczyn wyznacznikdw n macierzy jest réwny wyznacznikowi iloczynu # macierzy. Dowdd
ten jest stuszny dla kazdego wymiaru. '

Waznym rezultatem kombinatorycznym, ktéry sprowadza obliczanie wyznacznika ma-
cierzy nxn do obliczania wyznacznikéw macierzy o wymiarze n(n—1) x (n—1) jest twier-
dzenie 3.10. ) :

Twierdzenie 3.10. Dla kazdego J, detd = Z Ay;Dy;. Wprowadzili§my tu sumowanie

J
po Jj explicite, aby uzmystowi¢ czytelnikowi, Ze nie sumujemy po wskazniku J. Przez Dy;

oznaczamy dopelnienie algebraiczne elementu A;;, ktére jest réwne iloczynowi (—1)’+
razy wyznacznik macierzy (n— 1) x (n—1), otrzymanej z macierzy 4 przez skreslenie J-go
wiersza i j-ej kolumny.

Dowdd. det 4 = 8,,[,‘-.",,/11“ ‘Azb ANn = ZAJJ‘[E‘,“_U)(W"AIQ A;,'Axk AN,,],
J

(3.19)
gdzie dopelnienie algebraiczne uj¢liémy w nawiasy. Teraz

D= (=1Y"e5.  x..nd1a - Ari Axx A, (3.20)

gdzie przesungliSmy wskaznik j na sam poczatek, wykonujac J— 1 przestawien. (Pamigtajmy,
Ze j oznacza J-tg literg alfabetu!). Te przestawienia produkuja czynnik (—1)’~1. Wida¢, ze
réwnanie (3.20) jest bliskie tezie twierdzenia: usungliSmy J-ty wiersz, tak wigc nie ma
czynnika Ay; i w sumowaniu po wskaznikach g ... ik ... n zaden wskaZnik nie moze przyjac
wartosci liczbowej j (pamietaé nalezy, ze w (3.20) j jest ustalong liczbg catkowitg zawarta
miedzy 1 a N), poniewaz wylgczyliSmy j-ta kolumne. R6Zni nas od zamierzonego rezultatu
jedynie wskaznik j w symbolu . Ale

Eia.,.ik...n = ('— I)j-lga...ik...n- (321)
Po prawej stronie réwnania (3.21) wskazniki a, ..., 7, k, ..., n przyjmuja wszystkie war-
tosci miedzy 1 a N, z wyjqtkiem ustalonej wartodci przyjmowanej przez j. Normalna kolej-
no$¢ wskaznikéw w symbolu & powinna byé réwna zwyklej chronologicznej kolejnosci
1,2,...,j—1, j+1, ..., N. Tak wigc dostajemy
D.Ij = (—' 1)J+j§a...£k...nA1a cee AliAKk s ANM
gdzie w zadnym z N — 1 sumowan wynikajaeych z umowy Einsteina wskazniki nie moga
przyjmowadé wartosci j. Dlatego dopelnienie algebraiczne jest po prostu réowne (—1)’*/
razy wyznacznik macierzy o wymiarach (n—1)x (r—1), otrzymany z macierzy 4 przez
skre$lenie J-go wiersza i j-tej kolumny. c.b.d.o.
Analogiczne twierdzenie dla kolumn otrzymuje si¢ dokladnie w ten sam sposéb. Ma ono
nastepujaca postaé

detd = > 4;; Dy, (3.22)
7
dla kazdej kolumny J (tzn. bez sumowania po J). -
Prostym i pozytecznym uogdlnieniem tego podstawowego wyniku jest
Twierdzenie 3.11. Dla kazdego J'i K
dxsdetd = ZAK,- Dy;. (3.23a)
7
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Dowdd. Gdy J = K, powyisze twierdzenie sprowadza sie do twierdzenia 3.10. Dla
J # K lewa strona i prawa strona réwnania znikaja, poniewaZ rozwinigcie prawej strony
jest rOwnowazne wyrazeniu jej przez wyznacznik z dwoma identycznymi wierszami. Aby to
zobaczy(¢, rozpiszemy prawa strone (3.23a)

~ o

ZAKJ'DJJ' = ZAK)’(’_1)J+J3a...ik...nAla v Ay Axy Aye =
J

= Zsja... thondig - Aridx;Axi Ann (= 1) "1 =

= Zsa...ijk...nAla v Ari A Ak - Ann.
j .

Ostatnie wyraZenie jest po prostu wyznacznikiem macierzy zawierajacej dwa jednakowe
wiersze (o numerze K) i dlatego znika. c.d.b.o.

Mamy tu dokladnie odwrotne rozumowanie do tego, ktére w twierdzeniu 3.10 prowa-
dzito do wyrazenia na Dj;. Podobnie dla kazdego Ji K mamy

(ijdetA = ZAJ:KDJ']. (3.23b)
J

Zanim zakoficzymy nasze rozwazania o wyznacznikach, chcieliby$my powiedzie¢ kilka
stéw o symbolu &, zdefiniowanym w dowodzie twierdzenia 3.10. Kazdy symbol typu ¢ jest po
prostu sposobem porzagdkowania zbioru liczb catkowitych. Symbol ¢ porzadkowal pierwsze
N liczb, podczas gdy & porzadkuje pierwsze N liczb pomijajac jednqz nich, tzn. posiada on
jedynie N—1 wskaZnikéw. Oczywiscie, mogliby§my zdefiniowaé symbol %, ktéry po-
rzadkowalby pierwsze N liczb catkowitych opuszczajac dwie z nich. We wszystkich tych
przypadkach definiowane wlasnosci symbolu sa catkowicie analogiczne do tych, ktére
podaliSmy dla symbolu ¢. Zwiazek (3.21)

Eiaritrn = (=1 8 k..
jest oczywisty, gdy przyjmiemy, Ze nalezy wykonaé taka samga liczbe przestawien przy
uporzadkowaniu wskaznikow a ... ik ... » zardwno w ¢ jak i £ Ponadto do ustawienia j
w poprawnym potoZeniu w ¢ potrzeba dodatkowo j— 1 przestawien. Stad czynnik (—1)/*
mnozacy &.

Przejdziemy teraz do zastosowania tych wynikow w teorii operatoréw liniowych.

Definicja 3.11. Macierzg sprzezonq klasycznie do macierzy A stopnia n nazywamy
macierz Zi,- tego samego stopnia, ktorej elementy sg rowne: ;f,-,- = Dj;. Bezposrednio z
réwnan (3.23a) i (3.23b) wynika, ze

' AA = A4 = (detA)]. (3.29)
Jest to réwnanie macierzowe. Macierz [(detA) I] jest diagonalna i wszystkie jej niezerowe
elementy sg rowne det 4. (Uwaga,sprzezenie klasycznerdzni sig od operatora sprzezonego,
zdefiniowanego w § 4.4). Udowodnimy teraz bardzo wazne twierdzenie.

Twierdzenie 3.12. Dla danej macierzy A istnieje macierz odwrotna 4! wtedy i tylko

wtedy, gdy det4 # 0.
Dowdd. Jezeli detA # 0, mozemy podzieli¢ réwnanie (3.24) przez detA i otrzymamy

A A
A(detA) = (\ det4 )A =7
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Na mocy twierdzenia 3.6 powyiszy wzdér implikuje istnienie jednoznacznej macierzy od-
wrotnej. Z drugiej strony, jezeli istnieje macierz odwrotna 4~1, to

A4 =TI = A“’A.
Teraz biorac wyznacznik obu stron dostajemy
det(AA™!) = detA-detA™*= detl = I, (3.25)

skad wynika, ze det4 # 0. c.b.d.o. ;

Whiosek. Macierz A jest nieosobliwa wtedy 1 tylko wtedy, gdy detd 0.

Dowéd. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to z definicji istnieje taka macierz B, Ze
AB = I. Stad wynika, Zze detAdetB = 1, a wigc detd # 0. Jezeli det4 # 0, to na mocy
twierdzenia 3.12 4 ma odwrotno$é (4~! = Ajdetd), a wigc istnieje macierz B = 4~!
taka, ze 4B = I. Tym sposobem, jak juz zauwazyliémy poprzednio, w skoficzenie wy-
miarowej przeStrzeni odwracalno$é macierzy jest rownowazna jej nieosobliwosci. Nie-
ktérzy autorzy definiuja macierz nieosobliwa jako takg, dla ktdrej det4 s O (i osobliwa,
jezeli detA4 = 0), a nast¢pnie dochodzg na podstawie trochg¢ innego logicznego rozumowa-
nia do tego samego podstawowego stwierdzenia, Ze nieosobliwa macierz ma jednoznacznie
okres§lona macierz odwrotna, dang przez

-1 "
A7 = detA4 4. (3.26)
Z réwnania (3.25) wynika, Ze
1
-1y —
det(4~™1) = detd - (3.27)

WyrazZenie 1/4 jest bez sensu, poniewaz A jest macierza—wyrazenie ,,1/banan” jest réwnie
bezsensowne. Ale 1/det4 = [det4]™* jest skalarem, poniewaz det 4 jest funkcja skalarng
macierzy A 1 oczywiscie ten zapis jest poprawny.

Skoro mamy juZz metode obliczania macierzy odwrotnej, moZzemy rozwigzywaé uklady
réwnan liniowych typu 4x = y. W tréjwymiarowej przestrzeni ten skrdcony zapis (wpro-
wadzony przez réwnania (3.9) i (3.10)) oznacza

a; a;x a3 &1 M1
Q1 42z 43 &) =|n2].
A3y 4szz 4Qss & N3

/
Wykonujgc odpowiednie mnoZenia, otrzymujemy uklad trzech réwnan na trzy niewiadome:
ay & +a6+a1383 =7y,
@216+ 02262+ 02385 = 13, (3.28)
a3, & +as 62+ a3z = ;.
Jezeli wyznacznik tego ukladu jest rézny od zera, to istnieje macierz odwrotna dana wzorem
A = [detA] ' 4.
W takim razie
A ' Ax = Ix = A~1y = [detd]"14y. (3.29)
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Powyzszy wzér przedstawia rozwigzanie uktadu réwnan, wytaza bowiem nieznane wielkosci
&; przez znane wielkosci n;. Wypisujac (3.29) explicite dostajemy

& = (@etA)t 2 (Al = @etd)y* Y Dy (3.30)
=1 j=1

i"?jpﬁ
=1

jest po prostu wyznacznikiem macierzy otrzymanej przez zastapienie i-tej kolumny ma-
cierzy A przez wielko$ci 7;. Réwnanie (3.30) nosi nazwe wzoréw Cramera. PowyZsza me-
toda nie jest najbardziej efektywna droga rozwiazywania duzych ukladéw liniowych,
istnieja znacznie wydajniejsze metody numeryczne. Sa one omawiane w podreczanikach
metod numerycznych.

Z wzoréw Cramera wynika, Ze jednorodny ukitad réwnan, dla ktérego #; sa réwne
zeru, ma dla det4 = O jedynie nietrywialne rozwiazania (tzn. nie wszystkie £; sa réwne
zeru). Wynika to bezposrednio z twierdzenia 3.7, ktére méwi, ze dla nieosobliwej macierzy
A réwpanie Ax = 0 pociaga za soba rownosé x = 0. Oczywicie osobliwo§¢ macierzy 4
jest warunkiem koniecznym na istnienie rozwiazania niezerowego (dla x # 0). Sak udo-
wadnia si¢ w ksigzkach o réwnaniach liniowych, jest to réwniez warunek dostateczny na
niezerowe rozwigzanie. Jednakze czytelnik nie powinien stagd wyciagaé wniosku, Ze jezeli
det4 = 0, to réwnanie Ax = y nie ma rozwiazania chyba, ze y = 0. Jest to niepraw-
da, co pokaze twierdzenie 3.17.

Przyklad. Obliczamy macierz odwrotna do macierzy

Wielkosé

1 3 4
A = (ai J) =. 2 1 0 .
1 2 3
Po pierwsze zauwazmy, Ze detd = —3, a wigc 4 nie jest osobliwa i posiada macierz od-
wrotng. Z réwnania (3.26) wynika, Ze
| R 1
-1 P P — oy e =
A7 = Gorg Ml = gz Do

_ 1
(—Di+idet (2

(—l)““det3 4 (—l)"’“det(3 A1
3 2 3 1 0

w]~

1)1+24 2.0 2+2 1 342, (l 4)
(-1 et:(1 3) (-1 det(l 5) (~D+detl, () |=

(—-l)‘”detG 1) (—1)2“’3det(l (—l)"“““det(1 3)
i 2 AR e )
3 -1 —4| |-1 % %
3|6 -1 s[=| 2 1 =i

EEREINE —% %
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Czytelnik moze sprawdzi¢ to wykazujac, Ze
AA ' = A"'4 = 1.

I znéw nalezy pamietal, Ze istnieja metody numeryczne odwracania macierzy, ktére sa
z wielu powodow bardziej efektywne.

3.9. PRZEKSZTALCENIE PODOBIENSTWA

Pokazemy teraz, jak zmienia si¢ reprezentacja macierzowa odwzorowan liniowych, gdy
przechodzimy od jednej bazy do drugiej. Definiujemy w n-wymiarowej przestrzeni wekto-
rowej dwie bazy:

X = {xg,..., %}

oraz
Y= {yls ---’yn}-
Zakladamy, Ze s3 one ze sobg zwigzane transformacja liniowg A:
Vi = Ax;.

Kazda transformacja liniowa prowadzaca od jednej bazy do drugiej musi by¢ odwracalna,
poniewaz dla kazdego wektora
' X=.) &x;
z réwnania
4 };(aixi) = Z“isz = Z%J’i =0

wynika, ze o; = 0, bo wektory y; sg liniowo niezaleZne. Stad x = 0. Dlatego tez, na mocy
twierdzenia 3.7 istnieje macierz 4~2.

Przypusémy, ze wyrazamy dany wektor x w dwoch bazach X'i ¥:

x=Za;x,- i x=zp’,-y,-.
i

Powstaje teraz pytanie czy «; 1 §; sa ze soba zwigzane. Innymi stowy chodzi o znalezienie
odpowiedzi na pytanie, jak przeksztalcaja si¢ wspdlrzedne wektora przy zmianie bazy.

Mamy
' x= Zﬂiy.- = ZﬂzAxs = Zﬂizajixj = Za;iﬂjxi-
i i [ J j
x= Zcxjxj;
7

[
a stad, zmieniajac niemy wskaznik, otrzymujemy
N
Dolos = Danbfxs =0 = o= aufy
T 7

Roéwnanie to méwi nam jak zmieniaja si¢ wspdlrzedne wektora, gdy przechodzimy
z jednej bazy do drugiej. Ma ono dokladnie tg¢ samg postaé co réwnanie (1.15 b) z tym, Ze

Lecz
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wystepujaca tam zmienna x; odgrywa tg sama rolg co w powyzszym rownaniu «;. MoZemy
to zapisaé w skrocie
ax = [A]xBy,

gdzie wskazniki przypominaja, ze wektory kolumnowe o i § reprezentuja x odpowiednio
w bazie X'i Y oraz Ze macierz reprezentujaca operator A jest wypisana w bazie X.
Wracamy teraz do analogicznego pytania dla macierzowej reprezentacji przeksztalce-
_ nia liniowego B. Jaki jest zwiazek migdzy macierzowa reprezentacja (b;;) operatora B
w bazie X a jego reprezentacja (c;;) w bazie ¥? Mamy

| Bx; = Zbijxi i By = szj}’i-
i

By; = BAx; = Bzamxk,
k

Wiemy, ze

gdzie (ay;) jest macierzows reprezentacja odwzorowania 4 w bazie X. Tak wigc
By; = Zaijxk = ZakJZbikxi = Z (Zbikakj)xi- (3.31)
k k i [3 k

Ale z drugiej strony

By, = Zb,(,yk = Zb,’,ijk = Zb,;jza,.,,x,. =) (Za;kb;j)xi. (3.32)
% % .k i Tk

Z powyZszych réwnan oraz z niezaleznosci liniowej wektoréw bazy x; wynika, ze

Zbikakj = Zamb{‘j, (3.33)
k

[Blx [4lx = [A]x[Bly. . (339

Wskazniki okreélajg baze, w ktorej przedstawione zostaly macierze. Poniewaz macierz 4
Jjest odwracalna, mozemy zapisaé¢ rownanie (3.34) nastgpujaco

[Bly = [d]x’ [Blx[4]x. (3.35)

Definicja 3.12. Dwie macierze B i C sg podobne, gdy istnieje odwracalna macierz A
taka, ze C = A~'BA. Méwimy wtedy, Zze C jest zwigzane z B przeksztalceniem podobier-
stwa. ’

Postugujac si¢ ta definicja mozemy uzyskany. poprzednio wynik sformutowaé nastgpu-
jaco: macierze podobne reprezentuja te sama transformacje liniowg w réznych bazach.

Udowodnimy teraz dwa wazne twierdzenia o macierzach podobnych.

Twierdzenie 3.13. Jezeli B i C sg macierzami podobnymi, to detB = detC.

Dowdd. Na mocy twierdzenia (3.27)

lub w zapisie macierzowym:

detC = det(4~'BA4) = det4~'det Bdet 4 = detB, c.b.d.o.

Definicja 3.13. Slad macierzy A4 jest rowny sumie jej elementéw diagonalnych

Tr(d) = Zaﬁ.

l
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Twierdzenie 3.14. JeZeli B i C s3 macierzami podobnymi, to TrB = TrC.
Dowad.

TrC = > en = DA™ BAL = 3 A7 1Bl =

i,k

D ALl A (Bl = Z[AA TusBlx =

iJsk

y ak} [B]ﬂ» = Z [Bl = TrB. c.b.d.o.

Il

II

Stad wynika, ze wyznaczmk I $lad sa niezmiennicze wzglgdem transformacji podobien-
stwa. Czytelnik moze udowodnié, Zze dla dowolnych macierzy 4 i B stopnia n Tr(4B) =
= Tr(BA). Korzystajac z tego mozna tatwo udowodnié twierdzenie 3.14 bez koniecznosci
postugiwania si¢ wskaznikami.

3.10. WARTOSCI I WEKTORY WEASNE

Definicja 3.14. Skalar 2 jest wartoscig wlasnqg, a niezerowy wektor x jest wektorem wia-
snym odwzorowania liniowego A, jezeli

Ax = ix.

Gdy 41 x sa wartosciami i wektorami wiasnymi odwzorowania A, dziatanie operatora 4
na wektor x ogranicza sie do mnoZenia go przez stala. Operator ten moze wigc zmienic
dtugos¢ tego wektora, ale nie jego kierunek.

W mechanice kwantowej zaklada sig, ze kazda obserwabla* wystgpujaca w przyrodzie
moze by¢ reprezentowana przez operator liniowy 4, a wynik kazdego fizycznego pomiaru
obserwabli musi by¢ jedna z wartosci wlasnych operatora 4. Na przykiad, dla ukiadu
o hamiltonianie H dopuszczalnymi wartosciami energii E sg te wartosci, ktére spetniaja
réwnanie Hu = Eu, gdzie u oznacza wektory wlasne opisujace fizyczne stany zwiazane
z odpowiednimi energiami E. Powyzsze réwnanie nosi nazwe niezaleznego od czasu réwna-
nia Schrédingera. ‘

Zajmiemy si¢ teraz znajdowaniem wartosci 1 wektoréw wilasnych danego operatora.
Macierzowe réwnanie Ax = 2x mozna inaczej zapisaé¢ w postaci Ax—2lx = 0 lub (4~
—ADx = 0. Wiemy, Ze jezeli macierz A— AJ jest nieosobliwa, to réwnanie ma jedynie
trywialne rozwigzanie, x = 0. JeZeli wicc x jest niezerowym wektorem wiasnym, to macierz
A— AI musi b'yé macierza osobliwa, czyli

ag,— 4 ag, tec o Qyp
azy Qyp—F o ov Gy
det(4— Al) = det} -~ : ‘ = 0. (3.36)
_Cny Ay st Qpp— ;'_

Roéwnanie (3.36) nazywamy rownaniem charakterystycznym** macierzy operatora 4, zas
wielomian det(A — Al) — wielomianem charakterystycznym. Wartosci wlasne badanej ma-

* W mechanice kwantowej nazwg obserwabli obejmujemy mierzalne wielkosci fizyczne (przyp. thum.).
** Rwnanie to nosi rowniez nazwe réwnania wiekowego lub sekularnego (przyp. thum.).
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cierzy, ktoére oznaczamy zazwyczaj przez 7;, sa pierwiastkami .(niekoniecznie réznymi)
wielomianu charakterystycznego. Zbidr wartosci wlasnych 2; nazywamy widmem (spektrem)
macierzy A. Jezeli dana wartos¢ wlasna jest wiclokrotnym pierwiastkiem wielomianu cha-
rakterystycznego, méwimy, ze widmo jest zdegenerowane.

Z algebry wiadomo, ze kazdy wielomian stopnia #» ma # (niekoniecznie réznych) pier-
wiastkdw zespolonych. Udowodnimy to podstawowe twierdzenie w rozdziale 6. Oczywiscie,
nie jest prawda, ze kazdy wielomian ma picrwiastek rzeczywisty (na przyklad wielomian
x2+1 ma jedynie pierwiastki zepolone +i). Z tego powodu bedziemy odigd zajmowaé
sig cialem liczb zepolonych, chyba Zze wyraZnie ograniczymy nasze rozwaZania do ciala
liczb rzeczywistych.

Wstawiajac wartoSci wlasne z powrotem do réwnania Ax; = Z;x; mozemy znalezé
wektory wlasne x;, przynalezne do kazdej wartosci Z;. Zauwazmy, Ze kazda liniowa kom-
binacja wektoréw wlasnych odpowiadajacych tej samej wartosci wlasnej 2; jest rowniez
wektorem whasnym, odpowiadajacym tej wartosci wlasnej. Jezeli x; i x; sa wektorami wia-
snymi nalezacymi do tej samej wartosci wlasnej 2, to

Ax,- = ;"’\.i i A)Cj B Z.’Cj
oraz
A(ax;+Bx;) = adx;+pAx; = adx;+fAix; = A(ax;+px)).

Definicja 3.15. Geometryczng krotnosciq wartosci wlasnej nazywamy liczbe liniowo
niezaleznych wektoréw wiasnych nalezacych do tej wartosci*.

Innym typem krotnosci jest krotno$¢ algebraiczna. Krotno$é algebraiczna pierwiastka
jest to liczba okreélajaca, ile razy dany pierwiastek pojawia si¢ w rozwigzaniu réwnania
algebraicznego. Nalezy wyraZnie odr6Znia¢ te krotnosci.

Twierdzenie 3.15. Wartosci wlasne macierzy podobnych sg takie same i maja te
sama krotno$¢ gcometryczna.

Dowdd. Niech 4 i B beda macierzami podobnymi, to znaczy P~! AP = B. Badamy réw-
nanie Ax; = 2;x;. Wtedy

P lAx; = ;P 1x
oraz
PrAPP I x; = /P x;,
gdzie po lewej stronic réwnania wstawiliémy po prostu [ = PP -1, Tak wiec
By; = Aiyi, gdzie  y;= P7lx
i stad wynika, Ze B ma takie same wartosci wlasne A; jak A4.

Wektor wlasny macierzy B nalezgcy do A7 jest-rowny y; = P~'x;. Musimy teraz wy-
kazac, ze jezeli istnieje k liniowo niezaleznych wektorow wiasnych x;, spelniajgcych réwna-
nie Ax; = 7x; (tzn., ze geometryczna krotnosé 7 jest réwna k), to istnieje k& liniowo nie-
zaleznych wektoréw wiasnych y;, spetniajacych réwnanie By; = 4y;. Zbadajmy teraz linio-
wa kombinacje wektoréw wlasnych y; nalezacych do 4:

x 5 k
Sﬂ.yi}’i = }j‘xiP—lxi = P-l{zdi-\‘i)-
™= =1 i=1

* Geometryczna krotno$¢ wartosci wlasnej nosi réwniez nazwe krotnosci zwyrodnienia (przyp. thum.).
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A wigc jezeli zalozymy, Ze

to stad bedzie wynikaé, ze

Poniewaz macierz P nie jest macierza zerows, wiec
. k
;X = 0.
i=1
Z liniowej niezaleznosci wektorow wiasnych x; (i = 1, 2, ..., k) wynika, ze o; = 0. A po-
niewaz mamy nast¢pujace wynikanie >
y X

Z%)’i=0 =o; =0,

i=1
wigc wektory wiasne y; (i = 1, 2, ..., k) musza by¢ liniowe niezalezne. ¢.b.d.o.
Inny, alternatywny dowéd powyiszego twierdzenia polega na zauwazeniu, Ze

(B—AM)= P 1AP— A = P~Y(A—- AP,
a stad
det(B— AI) = det(4— Al).
Poniewaz dwie podobne macierze 4 i B maja takie same wielomiany charakterystyczne,
muszg mie¢ réwniez takie same wartosci wlasne o tych samych krotno$ciachalgebraicznych.
Nie jest to jednak rownowazne twierdzeniu 3.15. Z tego, ze macierze podobne majg takie
same wielomiany charakterystyczne wynika, ze wspolczynniki stojace przy kazdej potedze
A sa réwne: w szczegblnosci wspolczynnik przy A° (jest to staly wyraz wielomianu) jest
réwny det 4, wiec det 4 = det B. Wspdlczynnik przy A"~ ! jest réwny Tr 4, co daje Tr4 =
= TrB. Jest to alternatywny dowdd niezmienniczodci wyznacznika i §ladu przy przeksztat-
ceniach podobiefistwa ; co wiecej, wskazuje na istnienie calej klasy tego typu niezmiennikéw,
a mianowicie n wspolczynnikow stojacych przy réznych potegach 4, (A%, A, A2, ..., A"71)
w wiclomianie charakterystycznym n-tego rzedu. Niebawem przekonamy sig, dlaczega
sposréd wszystkich tych niezmiennikéw specjalne znaczenie przypisujemy wyznacznikowi
i sladowi macierzy.
Jezeli A jest macierza diagonalng

d; 0 0 ... 0 ]

0 dy O 0

0 0 dys O
p=|. 1L

0.0 0 o |

wtedy réwnanie Dx = ix ma zawsze rozwigzanie. W tym przypadku bowiem réwnanie
charakterystyczne

det(D—il) = [ [ (-4 =0
i=1
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ma nastepujgce rozwigzania
}'izdiia i=1,2,..,n;

warto$ci wlasne sg tu po prostu réwne elementom diagonalnym. Jezeli wiec mozemy
znaleZ¢ transformacje podobiefistwa diagonalizujaca macierz A4 - (p6éZniej zobaczymy,
ze taka transformacja zachowuje wartosci wlasne), moZzemy jednoczesnie znalezé wartoséci
wlasne macierzy 4. ) .

Twierdzenie 3.16. Niech X; = (py;, ..., pm) bedzie wektorem wlasnym macierzy A4
(zdefiniowanym w V,) odpowiadajagcym wartosci wlasnej 2; (i = 1, ..., n), AX; = 4, X,.
Jezeli wektory X; rozpinaja przestrzen V,, to macierz P = (p;;) diagonalizuje macierz 4,
czyli :

-3, 0 =i
Az
P 4P = C =D = (46) = (d)).
0 n_
I odwrotnie, jezeli A mozna zdiagonalizowaé przy pomocy transformacji podobienstwa,
to zbiér wektorow wiasnych rozpina przestrzen V.

Dowéd. Wektory kolumnowe macierzy P sa wektorami wlasnymi (X;) macierzy A.
Jezeli wektory te rozpinaja przestrzei ¥, to sa one liniowo niezalezne, czyli detP # 0
i istnieje macierz odwrotna P~*..

Mamy wiec

AX; = LX;

Zaikpkj = )vjpij = Zpikakj}*j = Zpikdkj,
% P

k

lub

gdzie 7,j = 1, ..., n. Tak wigc, z uwagi na to, ze macierz P jest odwracalna, mamy
AP = PD=D = P7'AP.

Dowdd twierdzenia odwrotnego polega na zastosowaniu powyZszego rozumowania
w odwrotnej kolejnosci. ¢.b.d.o.

Tak wigc, jezeli zbiér wektoréw wilasnych rozpina przestrzen V, to jest to warunek
konieczny i dostateczny, by transformacja podobiefistwa diagonalizowata macierz. Macierz

o]

jest przykladem macierzy, ktérej wektory wlasne nie rozpinaja przestrzeni (patrz zadanie
18).

Zauwazmy, ze zawsze.mozna znaleZ¢ macierz P spetniajaca réwnanie AP = PD nawet
wtedy, gdy nie istnieje macierz P, dla ktérej P~*4AP = D,

Poniewaz kazda macierz 4 ma przynajmniej jedng warto$¢ wlasng (nazwijmy ja 2)
i jeden wektor wlasny (nazwijmy go p), macierz P zbudowana z n kolumn, z ktérych
kazda jest wektorem p, speinia rownanie A P = PD. Istoinie mamy AP = iP,wiec D = /1.
Lecz ta macierz P jest nieodwracalna, poniewaz jej wszystkie kolumny s3 rowne.
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W rzeczywisto$ci twierdzenie 3.16 nie jest bardzo pomocne w obliczeniach, poniewaz '
pozwala ono na konstruowanie macierzy diagonalizujacej P jedynie w przypadku, gdy
znamy wektory wlasne, a zwykle mozna je znalez¢ dopiero po znalezieniu wartosci wias-
nych. Tak wigc, aby znalezé wektory wlasne macierzy A poprzez zbudowanie macierzy
diagonalizacyjnej P, musimy zwykle znaé wartosci wlasne macierzy 4. Znaczenie tego
twierdzenia polega raczej na tym, ze dostarcza eno warunku koniecznego i dostatecznego
na diagonalizowalno$¢ macierzy.

Przyklad 1. Obliczymy wartoSci wlasne, wektory wlasne i macierz diagonalizujacy
P dla spinowej macierzy Pauliego

01
we=] ol

W mechanice kwantowej operator x-owej skladowej spinu jest réwny
o

Réwnanie charakterystyczne dla o, ma nastgpujgca postaé:
det(o,— A = [(=D*—11=0=> 4= +1;

a wiec s, ma dwie wartosci wlasne +#/2. Aby znaleié wektory wlasne odpowiadajace
tym warto$ciom wlasnym, wstawimy je teraz z powrotem do réwnania o.x = Ax. Dla

= +1
0 1711¢, £,
[1 0] _52] = M Sh=&=a

a wiec wektor wlasny, odpowiadajacy wartosci 2 = +1, ma postaé

a
I:]’ a#O.
a

Podobnie wektor wlasny nalezagcy do wartosci A = —1 jest postaci
| 2] so
-b)’ # 0.

a b
P=l ] i detP = —2ab # 0.
a —b

Zatem

Dlatego tez istnieje macierz odwrotna P~1!

poi 1 P -1 [—b —b]

—-a al’

P-1g.p { [b b][()l a b [l 0 A, O
=2 la —all10]la =6] T 0 1] T {0 A}

W tym konkretnym przypadku mozna latwo znaleZé warto$ci wlasne, jezeli zauwazy sig,
ze kwadrat kazdej macierzy Pauliego jest réwny macierzy jednostkowej (zadanie 12).
W szczegé6lnosci, dla macierzy o, mamy

Stad

X =IXx = 02X = 0,0.X = G AX = A0ex = 12x'= 12 = 1
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Poniewaz x # 0, wnioskujemy, ze 4 = +1. Obliczenie to pokazuje, ze wartosci wlasne
macierzy, ktérej kwadrat réwna si¢ I, sa réwne +1.

Réwnania typu Ax = 0 odgrywaja tak wazna role w fizyce, Ze czgsto ma sig¢ wrazenie,
Ze skoro rdéwnanie Ax = 0 ma rozwiazanie jedynie wtedy, gdy det4 = 0, to jezelidet4 = 0,
réwnanie postaci Ax = b nie ma rozwiazan z wyjatkiem przypadku, gdy & = 0. Jest to
nieprawda! Oczywiscie, rdwnanie Ax = b nie moZe mie¢ rozwigzan dla wszystkich wek-
toréw b, istnicje jednak duza klasa wektoréw, dla ktérych powyzsze réwnanie posiada
rozwigzanie. Jak si¢ okazuje, mozemy udowodni¢ nastepujace twierdzenie, ktore bedzie
szczegllnie uzyteczne w rozwijaniu rachunku zaburzen (rozdziat 4).

Twierdzenie 3.17. Jezeli det4 = O i jezeli wektory wlasne operatora 4 rozpinaja
przestrzen V (na ktérg dziala operator 4), to rownanie Ax = b ma rozwiazanie wtedy
i tylko wtedy, gdy & jest liniowa kombinacja wektoréw wlasnych operatora 4 odpowia-
dajacych niezerowym wartosciom wlasnym. O takim wektorze bedziemy nieraz méwic,
ze lezy on w podprzestrzeni V rozpigtej na tych wektorach wlasnych operatora 4, ktére
odpowiadaja niezerowym wartosciom wlasnym.

Dowéd. Dowédd rozpoczniemy uwaga, Ze wyznacznik macierzy A jest rowny iloczynowi
wartosci wlasnych tej macierzy (patrz zadanie 3.19). Poniewaz det4 = 0, wigc macierz 4
musi mieé przynajmniej jedna warto$é wlasna réwng zeru. Bedziemy oznaczaé wartosci
wlasne przez A,, A,, ..., 4,, @ odpowiadajace im wektory wlasne przez xi, xs, ..., Xu.
Jezeli jaka$ warto$¢ wlasna jest zdegenerowana, to wystapi ona w naszych rachunkach
tyle razy, ile wynosi jej krotno$¢; przyjmujemy dodatkowa umowe, Ze zerowe wartosci
wlasne beda wystepowaé na poczatku, na przykiad, jezeli mamy m zerowych wartosci
wlasnych, to 4, =0, 1, =0, ..., 4, = 0. PoniewaZ x; rozpinaja przestrzefi, mozZemy

zapisac
n
b= Zﬂix,-.
=1

n
X = Z Eixis
i=1

wigc réwnanie Ax = b moze by¢ przedstawione w postaci

A 2,‘: Eixi = iﬂi%‘ﬁ i(zifi_,gi)xi =.0-
i=1 =1 =1

Poniewaz x; rozpinaja przestrzed V, wiec dla kazdego i 4;&,—p8; = 0. Zatem, jezelirozwia-
zanie istnieje, to f; =0dle i =1,2,...,m (bo A, =0dlai=1,2,..,m). Czyli, w tym
przypadku, wektor b moze by¢ przedstawiony w postaci kombinacji liniowej tych wek-
tordéw x;, ktére naleza do niezerowych wartosci wiasnych. Tym sposobem zostata udo-
wodniona potowa twierdzenia.

Z drugiej strony, jezeli §; =0dlai=1,2,...,m, to zmienne & dla i = 1,2, ...,m
sg dowolne. Pozostale &; moZemy wyliczy¢

&=, i=m+l,..,n.

Podobnie

Tak wigc kazdy wektor postaci

x=&xi+Exo+ oo F X+ Xy X,
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jest rozwiazaniem rownania Ax = b. Mamy wigc dla kazdego b m-platowa nieskoriczong
rodzine rozwiazan speiniajaca zalozenia twierdzenia. c.b.d.o. '

Ta mnogo§é rozwiazah nie powinna dziwié. Wezmy bowiem rozwigzanie x (Ax = b)
i pomnézmy przez dowolng liczbe kazde rozwigzanie réwnania Ay = 0, a nastepnie dodajmy
te wektory do siebie. Suma x+ay jest rdwniez rozwigzaniem, gdyz

A(x+ay) = Ax+ady = Ax = b.

Lecz jezeli 4 ma m wartosci wlasnych, réwnych zeru i m odpowiadajacych im liniowo
niezaleznych X, X3, ..., Xm, t0 OCZywidcie

Axi=0x;'=0, i=1,...,m,

wigc wektory wlasne xy, x,, ..., X» S4 rozwigzaniami jednorodnego réwnania Ay = 0.
Zatem ich wspélczynniki w rozwinigciu x bgda dowolne. To wyjasnia réwniez i fakt,
ze rdwnanie typu Ay = 0 moze mieé¢ wigcej niz jedno liniowo niezalezne rozwigzanie.

Zbidr wszystkich wektoréw y; speiniajacych réwnanie Ay = 0 nazywamy jodrem
odwzorowania A lub przestrzeniq zerowq odwzorowania A, wymiar tej przestrzeni nazy-
wamy zerowosciq odwzorowania. Rzedem macierzy odwzorowania nazywamy réznice
wymiaru przestrzeni, w ktorej jest ono zdefiniowane, i zerowoéci odwzorowania.

Przejdziemy teraz do drugiego przykladu ilustrujacego metode rozwigzywania zagad-
nienia wilasnego, przykladu, ktdry ma ogromne znaczenie w fizyce wspdlczesnej.

Przyklad 2. Obliczanie wartosci i wektoréw wlasnych prostego oscylatora harmonicznego
metody operatorowq. Problem ten w przypadku jednowymiarowego oscylatora harmonicz-
nego sprowadza si¢ do znalezienia dozwolonych energii E, oraz odpowiadajacych im
stanéw wlasnych dla ukladu kwantowomechanicznego o hamiltonianie

H = (p*2m) +%mw2x2. (3.37)

Stala sprezystosci k zostala tu zastapiona przez zmienng w = (k/m)“?. Mamy rozwigzaé
réwnanie ) '

Hu, = Eu,, (3.38)
nazywane réwnaniem Schrédingera, dla wartodci wlasnych energii E, i odpowiadajacych
im wektoréw wlasnych u,.

Jedna z metod rozwigzania tego problemu polega na wykorzystaniu podstawien
D~ —ih——;}—c-, x—x, A (3.39)
z regulg komutacyjng

[p, x] = —ih (3.40)
i rozwiazaniu powstatych w ten sposéb zwyczajnych réwnan rézniczkowych przy zalozeniu
odpowiedniego zachowania rozwiazan w nieskonczonosci. Wartoéci wiasne moga byé
jednak wyznaczone inna, bardziej elegancka metoda, gdy postuzymy si¢ algebra operato-
rowg lub macierzowg. Metoda ta odgrywa wazna role w kwantowej teorii pola. Zbadajmy
dwa opefatory ,
a = (xmw + ip) Qmeh)~112, (3.41)

al = (xmw—ip) Qmoh)~ 2. (3.42)
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W literaturze podaje si¢ rozne definicje tych operatoréw. Wiaza sie one z hamiltonianem
uktadu poprzez iloczyn aa, istnieje wiec pewna dowolno$é w wyborze czynnika mnozacego
i fazy. lloczyn a i at jest réwny

ata = Qmoh)~(xmw—ip) (xmew +ip) =

Qmoh)y  [m?w?x? +p® — imw(px— xp)] =
= (hw) (H—(i0[2)[p, x]) = (hw) ' (H—ho/2),

gdzie w ostatnim przeksztalceniu zastosowaliSmy regule komutacyjng (3.40). W zwigzku
zZ tym moZemy wyrazi¢ za pomoca @ i af hamiltonian

H = ho (aTa + %) (3.43)
Analogiczne rachunki pokazujg, Ze
aa’ = (hw) '(H+ho(2). (3.44)
W efekcie
[a, at} = aat—ata = I. (3.45)

Potrzebna nam bedzie réwniez znajomos$¢ komutatora H z at i a.

[H,al] = ho [(aTaa'f + T,lz—a’f) - (aTa’fa+ %af)] = hwat[a, a'] = hwat. (3.46)

Podobnie
[H, a] = —hwa. ’ (3.47)

Z zasad fizycznych wynika, Ze oscylator harmoniczny moze znajdowac si¢ tylko w stanach
o energii wigkszej od zera. Mozna to réwniez pokaza¢ przy pomocy rachunku operatoro-
wego. W § 4.4 wykorzystamy fakt, Ze operatory p i x sa hermitowskie i w zwiazku z tym
maja rzeczywiste wartosci wlasne, aby wykazadé, ze ich kwadraty moga mie¢ jedynie dodatnie
(rzeczywiste) wartosci wlasne. W zwigzku z tym hamiltonian moze mie¢ jedynie dodatnie
lub zerowe rzeczywiste warto$ci wlasne (m, w > 0). Niech E, > 0 oznacza najmniejszg
energie oscylatora harmonicznego, tzw. stan podstawowy 1 niech wu, bedzie wektorem
wlasnym odpowiadajacym E,*. Wtedy
Huy, = Equg.

Teraz dzialamy operatorem a i dostajemy

aHuO = Eodllo.

Stosujac relacje komutacyjne (3.47), otrzymujemy
aHu, = (Ha+hwa)u, = Eyaug,
lub
Hau, = (Eo—hw)aug.
Powyzsze réwnanie ma ksztatt rdwnania na wartoSci wlasne z nowa wartoscia wilasna
*Eo—hw 1 nowym wektorem wilasnym au,. Z uwagi na to, Ze E, jest najnizszag dozwolona

* Zauwazmy, Ze zostalo tu zalozone, Ze uo jest jedynym wektorem wlasnym nalezacym do E,. Dla
operatora a to zaloZenie jest stuszne, o czym przekonamy si¢ pozniej. Jednak ten fakt nie wynika z relacji
komutacyjnych. :
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energia ukladu, réwnanie to moze mieé jedynie trywialne rozwigzanie, tzn. auo = 0.
Jezeli na to réwnanie podziatamy teraz operatorem af, to

atauy, = (ho)y ' (H—hw/[us = C
lub

Huy = (ho/2)u,.

Stad E, = hw/[2 jest najniZsza dozwolona energia, najnizszym dozwolonym poziomem
energii. Aby otrzymaé inny poziom energetyczny, dzialamy na réwnanie Hu, = Eouo
operatorem at

atHuy = (Hat—hwat)uy = Eyatu,
lub

H(atuy) = (Eo+hw)atu,.

A wige, Eg+hw jest wartoscia wlasng energii hamiltonianu H odpowiadajaca wektorowi
wlasnemu atu,. Jezeli znéw zadzialamy operatorem o' na to réwnanie; otrzymamy

atHatuy = (Eo+ho) (@H)%u,.
Stosujac reguly komutacyjne operatoréw at i H otrzymamy

(Hat—hwat) (atup) = (Eo+hw) (@h)?u,
lub
H(aT)zuo = (Eo +2ha)) (af)zuo .
Zatem E,+ 2hw jest wartoscig wlasng energii odpowiadajacg wektorowi wlasnemu at?u,.
Dzialajac » razy operatorem at dostajemy

H(aY'uo = (E,+nhw) (aH)u,.
Wielokrotne stosowanie operatora af pozwoli otrzymaé wszystkie wartosci wlasne i wektory

wlasne (zadanie 23). Operator ten nosi nazwe¢ operatora kreacji. Oznaczajac n-ta wartosé
wlasna przez E, i n-ty wektor wlasny przez u, mamy

E, = (n+%) ho 1 s = cx(@) o, (3.48)

gdzie ¢, jest dowolna stala. Zauwaimy, Zze ¢, = 1.
Wektor u, mozemy explicite wypisaé wykorzystujac réwnos¢ au, = 0 i stosujac zwykle
podstawienie na p i x (3.39). Mamy wigc
auy = (2moh)~ 2 [xmo+h(d/dx)]u, = 0
lub
du, mw
d—x+——h——xuo =0.

Roéwnanie to mozna latwo rozwiazaé przez catkowanie. Daje ono
Uy = Noe——(mwlzh)xz’

gdzie stala calkowania N, jest wyznaczona przez warunek normalizacyjny

-]

1= S Juo|?dx = |N,|?(An [mw)'/2.

)
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Stad
No = (mwfhw)t

oraz
Uy = (ma)/hﬁ)'ll%e—(mwfzﬁ)xz'
Stosujac rownanie (3.48) mozemy teraz obliczy¢ inne funkcje wilasne. Przy pomocy prostych
algebraicznych przeksztalcen mozemy wyznaczyé nawet stale c¢,. W § 4.4 pokazemy; Ze
¢ = (1/nl)t2, (3.49)
Dla dopelnienia obrazu zauwazmy, ze funkcje wlasne generowane przez réwnanie
(3.48) sa proporcjonalne do wielomianéw Hermite’a H,(y) mnozonych przez funkcje
exp(—y?/2). Tak wigc
U (X) = N, H,(0x)e***2 (3.50)
gdzie

i yv1/2
sz . _ o ) .
e*=mwh 1 N,= {\_—RI’ZZ"T!,
Podajemy wyrazenia dla pierwszych trzech wielomianéw Hermite'a
Ho(y)=1, H,(») =2, H()=4-2
Nie przedstawilismy tu dowodu, Ze rozwigzanie moze by¢ przcdstawione przy pomocy
wielomianéw Hermite’a. MoZna to latwo wyprowadzi¢ zapisujac rownanie (3.38) w postaci
rownania rdzniczkowego drugiego rzedu i rozwigzujac je metodg rozwinigcia w szereg

potggowy. ‘
Zakonczymy ten przykiad omowieniem dziatania operatora a na funkcje wlasne u,.

Pamigtajac, Ze auq = 0 i zapisujac (at)” jako ai” otrzymujemy
au, = cyaat™u, =
cn{la, atlat" Yuy+ataat1uy} =
cn{at™ tug+ataat 1uy} =
ex{at" tup+atll, ailat™ 2u,+ at(ata)at" 2u,}) =
ca{at tup+at" " lug+at2aat "2y} =
= ¢,{2at" "' +at?aat"~ 2} y,.

]

It

Il

Powtarzajac ten proces » razy otrzymujemy w kofcu
au, = ¢,(nat" " ug+at"auy) = c,nat" " lu,
i dalej

Cn

e C , -
(Co-10"""ug) = n—"— 1y = 0%y, _,. (3.51)
n—1 n—1

au, = n

Mozemy -takZe opisaé¢ dziatanie operatora gt na wektor u,. Stosujac réwnania (3.43)
i (3.48) otrzymamy

kY

1 ( 1
= i —_— = 1} —_ .
Hu, = ho (a a+ 3 ) u, = ho \n + 5 )u,,

Stad
atau, = nu,,
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stosujac nastepnie réwnanie (3.51) dostajemy
at(n!u,_,) = nu,
ktére przy zan;ianie n — n+1 przybiera posta¢
atu, = (n+DY?u,, .. | (3.52)

Z uwagi na réwnania (3.51) i (3.52) operatory at i @ sg nazywane operatorami kreacji
i anihilacji.

3.11. ILOCZYN KRONECKERA

W tym paragrafie chcemy omoéwié skladanie operatoréw liniowych dziatajacych
w réznych przestrzeniach wektorowych. Do tej pory widzieliSmy, jak buduje si¢ iloczyn
dwu liniowych operatoré6w B, i B, dzialajacych w tej samej przestrzeni wektorowej U.
Zalézmy, Ze mamy liniowy operator B dzialajacy na n-wymiarowa przestrzen U, ktéry
odwzorowuje wektory nalezace do U w wektory nalezace do U. Innymi stowy B rzutuje
U w U lub symbolicznie
B:U->U.

Podobnie, niech 4 dziala w m-wymiarowej przestrzeni V:
AV->V.

Inna wazng klase operatordw stanowig operatory liniowe, ktore odwzorowuja U w V
zachowujac przy tym operacje liniowe. To znaczy, jezeli C jest takim operatorem zadamy,
by

C(ax; +px;) = aCxy+ BCx,.

Zauwazmy, ze aby powyzsze roOwnanie mialo sens, przestrzenie U i ¥ musza by¢ przestrze-
niami wektorowymi nad tym samym cialem skalarnym.

Tak jak w wypadku operatoréw odwzorowujacych U w siebie mozemy operatory
typu C przedstawié¢ w postaci macierzy skalarnej. Niech {u;} bedzie baza przestrzeni U,
a {v;} baza przestrzeni V. Wtedy Cu; jest wektorem z przestrzeni V i musi byé liniowa
kombinacja wektoréw o;

m
Cuj=2ckj'vk, ]= 1,2,...,}1.
k=1

Zauwazmy, Ze macierz ¢; w ogolnosci jest prostokatna. Zalézmy, ze macierz ta ma m
wierszy i n kolumn. Wtedy, jezeli x jest wektorem nalezagcym do U, to

- "
X =) a;u,

iNM=

a jezeli y jest wektorem nalezacym do V, to

m
y = Zﬁi‘vs-
i=1

126




Czyli, jezeli y = Cx, wspdlczynniki f§; i «; s3 zwigzane réwnaniem
) n
ﬁl':ZcijaJ’ i= 1,2,...,m.
j=1
Chcemy rozpatrywaé zbiér liniowych operatoréw odwzorowujacych U w ¥V jako
przestrzeri wektorow§. Wektorami tej nowej przestrzeni wektorowej sa operatory. Teraz
niech C reprezentuje macierz mxn, o mn elementach. Nasza przestrzen wektorowa jest
mn-wymiarowa, poniewaz kazda macierz mxn mozna zapisaé w postaci kombinacji
liniowej mn macierzy

100 010 .
000 000
Pyy=1" , Pipa=1| - , itd.
lub innymi slowy, mn macierzy zdefiniowanych przez
Piu = u by (3.53)

Sa one liniowo niezalezne 1 rozpinaja przestrzen, stanowia wigc baze przestrzeni macierzy
m X% n. Poniewaz jest ich mn, mamy mn-wymiarowa przestrzen wektorows, ktora bedziemy
oznaczaé przez 1. (Tworzac te przestrzenn wektorowa pamictamy o warunkach liniowosci
typu (4d+B)x = Ax+ Bx dla kazdego x ¢ U itd.)

Dla przyk—ladu zbadajmy macierz 2x 3 odwzorowujaca tréjwymiarowa przestrzen
wektorowa w przestrzen dwuwymiarowg

123
C=lsss|

W tym przypadku 1, jest szeSciowymiarowa i jeZeli przyjmiemy powyisza baze, mozemy
zapisaé C w postaci

o[t oo 001
& =1x1500]t2%10 0 0| ™3*]0 0 o] T

MLEE 000 000
T4l 0 0] o 1 0/ 0 0 1)’

gdzie w nawiasach przedstawiliSmy elementy przestrzeni I.. W tym przypadku {C} moze
byé reprezentowane w tej szczegdinej (lecz bardzo naturalnej) bazie przez kolumne

1

{C} -

WV h W

6

Po tej wstepnej- dyskusji mozna latwo wprowadzi¢ definicie iloczynu Kroneckera
(iloczynu prostego). Niech 4 i B bedg operatorami okreslonymi w Vi U, ktére odpowiednio
odwzorowujg V' i U w siebie i niech C bedzie operatorem, ktéry odwzorowuje U w V.
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Dla naszych operatoréw A i B istnieje inny operator, odwzorowujacy U w ¥, ktéry chcie-
libySmy zwiaza¢ w naturalny sposéb z C, mianowicie

C' = ACBT?,
Tak wiec BT przeksztalca przestrzen U w siebie, C rzutuje przestrzen U w przestrzen V,
a na koniec 4 odwzorowuje V' w V. Aby ilcczyn Kroneckera miat wlasnosci symetrii, musi
w powyzszym wzorze wystapi¢ BT zamiast B.

Zbadajmy teraz {C} i {C’}, traktujac je jako elementy przestrzeni L. Definiujemy
iloczyn Kroneckera operatoréw 4 i1 B, AQ B, jako operator dzialajacy w przestrzeni [,
przeprowadzajacy {C} w {C'}

(4®B){C} = {C'} = {4CB"}, (3.54)
dla kazdego C €1,.

Z réwnania (3.54) mozna latwo wyprowadzi¢ wlasnosei iloczynu Kroneckera. Mamy
wiec

IRl =1, (3.55)
gdzie I oznacza operator jednostkowy. Z réwnania (3.54) wynika rowniez, Ze
(4, +4)QB = A,QB+A4,Q8B, (3.56)
a takze :
AR(B1+B;) = AQB, +ARB,. (3.57)

Teraz zbadajmy
(4,®B,) (A:’.@B;) {C} = (4,®B,) {A2CB§} =
= (Al A4, C(B, Bz)T) =
= (A1A2®Bx Bz) {C}'-
ZnalezliSmy wiec wazng wlasnosé

(41®B,) (4,8B8,) = (4, 4,@ B, B,), (3.58)

gdzie 4,,4, € ViB,, B, € U.To, ze prawa strona réwnania (3.58) jest réwna A, A,@ B, B,,
a nie 4,4, B, B,, jest spowodowane wystgpowaniem operatora BT (a nie B) w naszej
definicji iloczynu Kroneckera. Pozostawiamy czytelnikowi dowéd, Ze jezeli istnieja operacje
odwrotne 4~t'i B~ to

(ARB) ! = 4"1QB~L (3.59)

Na zakoriczenie zobaczmy, jak wyglada 4®B w bazie (3.53). ChcielibySmy wpierw
zwrdci¢ uwage na dragorzedny problem zwigzany z przyjeta notacja. Nasze wektory bazy
P;; sq indeksowane przez dwa wskaZniki zamiast zwykle stosowanego jednego wskaznika.
Jest to zwiazanc z tym, ze wektorami bazy sa macierze. Bedziemy wiec méwié o ij-sktadowej
wektora. Podobnie bgdziemy moéwi¢ o (jj), (kI)-elemencie macierzy operatora (4QB).

Tloczyn Kroneckera mozemy wiec zapisaé w nastepujacy sposob

(A®B) {Py} = Z AR By iPy},

gdzie (i), (kI)-clement operatora AQ B oznaczyliémy przez [AQ B} s - Lecz z uwagi
na réwnanie (3.54)

(A8 8) {Pu} = {APyB"},
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dostajemy wigc
{APuB™} = " [4@Blyu{Py}.
i'.’
Innymi stowy liczba [A®B];;, . jest pe prostu ij-tym elementem macierzy 4 P, BT,
wiec
[A®Bliyu = Y APl B
7R3

Lecz z réwnania (3.53) wynika, ze

[A®Bliju = Z A3,04,00,BY; = AuBT;.
v

Poniewaz B}; = By, otrzymujemy w korncu, Ze
[A® Blij,iu = AuBj, (3.60)

czyli znajac elementy 4 i B mozna latwo otrzymad elementy operatora AQB.
Zauwazmy, ze §lad A® B jest réwny

TrH(A®B) = > [A®Bly,; = > AuBj; = (Trd) (TrB),
ihJ i,
wiec
Tr(AQB) = (TrA) (Tr B). (3.61)

Zwiazek ten okaze si¢ bardzo pozyteczny w teorii grup.

Warto zobaczy¢, jak te wielkosci zapisuje si¢ w postaci macierzowej. Aby to zrobic,
musimy sie uméwi¢ co do kolejnosci wskaznikéw (if). Bedziemy wypisywaé wektor ko-
lumnowy, reprezentujacy element z przestrzeni [,, w nastepujacym porzadku

Coi]
C12

C22

C2n

Cha
sz
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Tak wigc nasze macierze reprezentujace obiety typu A® p przybiora postaé

[A®Bli1,11 [A®Blisgz - [A®Blig1a [A®B]“’21 e [ARB) 1 T
[A®Bliz11 [4®Bliziz - [A®Blizan [4®B],, . [-A®B]12:,,,,,

[A®Blin11 [A®Bligiz ... [A®Blinin [4®B8],,,, ... [A® Bl nmn
[ARBly,11 [A®BLiiz - [A®Blay,1m [A®B]2,’21 oo [A®Blag.mn

L [A®B]mn,1 1 [A ®B]mn.12 eee [A ®B]mn.ln [A ®Blnm,2 1 .- [A ®B]mn,mn_1
Stosujac réwnanie (3.60) dostajemy

"A11Byy Ay Biz oo Ay Bin Ag2Byy ... A B, ... Aim By, |
Ay By A By ... Ay3Byn A32Bay .. A13B,, ... AymBan

Ay By Ay By ... A1y Buw A12Bn ... A1,B,, ... AypBa,
A21B11 A21Biz ... A2 Bin Az Biy ... Ay By, ... AymBin

AZIBRI A21Bn2 e AZIB?"R AZZBHI e AzzB,", aee Asz,m

L_Amanl Amanz eve Amlex Amz nl .- Amz nn e AmmBrm

Aby sprawdzié ten wynik, zapiszemy macierz reprezentujagca A®B w postaci blokow
o wymiarach nxn (jest ich m?) zaczynajac z gérnego lewego rogu

Ay B A;,B ... A,B
AQB -

Ay B AmzB ... AwmB

Zastapiliémy ij-element macierzy 4, 4;;, przez macierz 4;; B o wymiarach nx n. Zauwazmy,
. 7z¢ korzystajac z tej postaci tatwo wyprowadzié twierdzenie o $ladzie (réwnanie (3.61)).

Zbadajmy teraz dla przykladu macierz 2 x3

12 3
C=456f
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Macierz ta, jezeli bedziemy ja uwazaé za wektor z przestrzeni [, moze by¢ reprezentowana
przez

- l -
2

(cy-|2

FoS

Zatdézmy teraz, ze

a=[i3)

Operator B odwzorowuje U w siebie, a operator 4 odwzorowuje V w siebie, Zatem

C' — ACBT 4 710
- 124 45 60f
czyli
- 4
7
, 10
€1
45
[ 60
Macierz A®B fozna latwo wyliczyé, na przyklad z réwnania (3.60). Otrzymamy
10100 0]
211000
131000
ABB=11 01202
211422
(1 3126 2]

Pozostawiamy czytelnikowi pokazanie, Ze rzeczywiscie

(A®B) {C} = {C'}.

ZADANIA

1. Udowodni¢, ze n zespolonych pierwiastkéw n-tego stopnia z jednosci tworzy grupe
abelowy ze wzgledu na mnozenie liczb zespolonych. '

Wskazéwka: Ze wzoru de Moivre’a wynika, ze pierwiastki n-tego stopnia z jednosci
sa rowne

2kx . 2k= . -
e = cos—nz+z'sm nr = Mk =0,1,..,n-1,
gdzie i = —1.
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2. Udowodnié, ze trzy wektory w przestrzeni tréjwymiarowej sa lintowo zalezne wtedy
i tylko wtedy, gdy A- (BxC) = 0.
3. Wykazaé, ze przestrzeni wektorowej uporzadkowanych ciggdw » liczb rzeczywistych,
wektory
x =(,1,...,1,1},
x,=@0,1,..,1,1),
x;3=(0,0,1,...,1, 1),

x, =(0,0,...,0, 1)
sa liniowo niezalezne.

4. Udowodnié, ze w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej zbidr kazdych n+ 1 wektordw
jest liniowo zalezny.

5. Udowodnié, ze jezeli zbidr n wektoréw {x;} jest baza przestrzeni V, to zbiér {¢;x;}
jest takze baza przestrzeni V, gdy ¢; sa dowolnymi staltymi réznymi od zera. Podaé inter-
pretacje geometryczng.

6. Udowodni¢é, Zze baza jest najwigkszym zbiorem liniowo niezaleznych wektorow.

7. a) Udowodnidé, Ze dwie macierze diagonalne stopnia n sg zawsze przemienne (komu-
tuja), a ich iloczyn jest takze macierza diagonalna.

b) Jezeli 4 komutuje ze wszystkimi macierzami diagonalnymi, to macierz 4 jest diago-
nalna.

8. Udowoc ai¢, Ze macierz idempotentna, ktéra nie jest macierzg jednostkows, jest
osobliwa.

9. Defini' jemy komutator dwoch macierzy [4, Bl = AB— B4 oraz antykomutator
{4, B} = AB+BA. Pokaza¢, ze zachodza nastepujace zwiazki

ay[s,B) = —[B,4], b) [4B,C]= A[B,Cl+[4,C]B,

o). B,Cl=A4{B,C}—-{4,C}B, 4d)[4,[B,Cl]+[B,I[C, 4A]]+[C, (4, B]] = 0.

10. Pokazaé, Ze jezeli odwzorowanie liniowe A posiada lewq odwroinos¢ (to znaczy
BA = I), to posiada réwniez prawq odwrotnosé¢ (to znaczy AB = I).

Wskazéwka: Zbadaé odwzorowanie C = AB—I+ B, ktdre jest réwne odwzorowaniu
B, jezeli powyisze twierdzenie jest prawdziwe (nalezy to udowodnic).

11. Udowodnié, Ze kazda antysymetryczna macierz nieparzystego stopnia jest osobliwa.
Macierz spinowa Pauliego

I'O —i
oy =

i 0

jest macierzg antysymetryczng drugiego stopnia. Poniewaz o3 = I, o, posiada odwrotno$é
-1 __
oy = 0.
12. Spinowe macierze Pauliego sg zdefiniowane nastgpujgco

01 1 0
0y = 1 0 2

o i
© %10 -1

Oy = | .
s 210
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gdzie i = )/ —1. Udowodni¢, ze macierze te antykomutujg:
3
O'iO'j’i'O'jO'i = 260-, 0iGj— Gj0; = ZiZSijkak-
k=1

13. Udowodnié, ze dla dowolnych macierzy nxn Tr(4B) = Tr(BA). Wykorzystaé to
przy dowodzeniu, Ze jeZzeli macierze C i D s§ podobne, to Tr(Cp= I'r(D).

14. Niech A4 bedzie rzeczywista macierza n-tego stopnia. ‘Udowodnié, ze macierz
A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Tr(474) = 0.

15. Niech 4 bedzie idempotentna macierza n-tego stopnia (tzn. 4% = 4).

a) Udowodnié, ze wartosci wlasne tej macierzy sg réwne O lub 1.

b) Mozna latwo pokazaé, Ze macierz idempotentng mozna zawsze sprowadzi¢ do
postaci diagonalnej przy pomocy przeksztalcenia podobienstwa. Opierajac sic na tym
udowodnié, ze TrA jest liczba calkowitg oraz, ze 0 < Tr4 < »n. )

16. Pokazaé, ze wartoéci wlasne macierzy

3 5 8
M=]-6 —10 —16
4 7 U
sa rowne 4 = 0, 1, 3, a odpowiednie wektory wiasne sa nastepujace
17 1 4
11, =21, -81.
| —1 1 5

Zbudowaé macierz diagonalizujaca P, udowodnié, ze istnigje macierz odwrotna P~%,
wyliczy¢ ja i sprawdzié, Ze macierz P~ MP jest diagonalna i ze na diagonali ma wartosci
wlasne. Zauwazmy, 2ze detM = 0. Czy jest prawda, Zze kazda dajaca si¢ zdiagonalizowaé
macierz o zerowej wartosci wlasnej jest osobliwa?

17. Zapiszmy dwuwymiarowa macierz obrotu dla obrotu osi wspolrzednych o kat @
w postaci

{ cos® sin®@
—sin@ cos@]'

Znalezé wartosci 1 wektory wlasne tej’ macierzy. Znalez¢ macierz diagonalizujaca macierz 4,
to znaczy macierz P, dla ktérej P7'AP jest macierza diagonalna. Wykazaé, ze P jest
wiasciwa macierza znajdujac odwrotno$é P! i tworzac iloczyn P~1AP,
18. Pokazaé, ze dla macierzy 4
1 a
4= [0 ¥

nie istnieje nicosobliwa macierz P stopnia 2-go taka, ze P~'AP = D, gdzie D jest macierza
diagonalna. Przykiad ten ilustruje fakt, Zze nie kazda macierz moze by¢ diagonalizowalna
przez przeksztalcenie podobienstwa.

19. Pokaza¢, ze wyznacznik kazdej macierzy jest réwny iloczynowi jego wartosci
wlasnych i, ze $lad macierzy jest rOwny sumie jego wartoéci wlasnych. Opierajac si¢ na
tym wykazaé, ze macierz, ktéra ma zerowa warto$¢ wlasng, nie jest odwracalna.

133




20. Pokazaé, ze przez systematyczne dodawanie i odejmowanie od siebie wierszy kazdy
wyznacznik moze by¢ sprowadzony do wyznacznika przedstawionego na rys. 3.4, w ktérym
nad diagonalg wystepuja same zera. OczywiScie ten sam proces mozna teraz zastosowac
do kolumn, co sprowadza problem do trywialnego obliczania wyznacznika macierzy
diagonalnej. Jednakze obliczanie staje si¢ trywialne juz po pierwszym kroku. Dlaczego?

0

N\

Rys. 3.4.

21. Wyrazi¢ macierz odwrotna do danej macierzy A przez wartosci wlasne i wektory
wlasne tej macierzy. Zatozyé, ze macierz odwrotna istnieje i ze wektory wlasne macierzy A
rozpinaja przestrzen, na ktora dziala 4.

22. Zbadaé macierz n-tego stopnia, ktérej elementy sa dane przez Q;; = »v;, gdzie »
jest wektorem w przestrzeni n-wymiarowej. Znalez¢ wartosci i wektory wlasne macierzy Q.
Czy wszystkie wektory wiasne s3 jednostkowe?

2

Wskazéwka: Zalozy¢, ze istnieje wektor wlasny y i warto$¢ wlasna A zwigzane réwna-
niem Hy = iy i korzystajac z komutatora [a, H] = hwa, wygenerowaé wartosci wlasne
A—hw, A—2hw, itd., a nastepnie wykazac sprzecznos¢.

24, Pokazaé, ze jezeli istnieja macierze 4= i B™!, to A™'QB~! = (AQB)~L

25. Wykazad, ze jezeli macierze 4 i B sa podobne, to macierze 4” i B” tez s3 podobne.

26. Pokazaé, ze (C+D)™' = C™'—C~1D(C+ D). Jezeli C jest ,,male” to mozemy
iterowaé¢ (C+D)~! = C™1+C1DC1+ C~*DC-*DC~* ..., co jest operatorowa analogia
znanego rozwinigcia (x+ )™, gdy y jest ,,male”.

27. Macierze Diraca. Zalozyé, ze dla ustalonego n istnieja cztery macierze n-tego
stopnia, spelniajace regule antykomutacyjna y;y;+y;v: = 216y, gdzie i,j=1,2,3, 4.

a) Udowodnié, ze y7 = I (macierz jednostkowa) dla i = 1,2, 3, 4,

b) Udowodnic, ze dety; = +1dlai=1,2,3,4.

c) Pokazaé, ze jezeli A jest wartoscia wlasng ktorej§ z macierzy y;, to 4 = +1.

d) Pokazaé, ze Try; =0, dla i = 1,2, 3, 4. Ostatnia cz¢$é tego zadania polega na
pokazaniu, Ze nie istnieje zbidr czterech macierzy stopnia # mniejszego niz 4, spelniajacych
powyzsze reguly antykomutacyjne. Mozna to zrobi¢ na wiele sposob6w. Jeden polega na
wykonaniu nastgpujacych dwu krokow.

e) Pokazaé, ze nie mozna znalez¢ czterech macierzy stopnia niepanzystego spetniajacych
reguly antykomutacyjne. ,

f) Pokazaé, ze kazde cztery macierze stopnia 2 nie moga spetniaé¢ regut antykomuta-
cyjnych.

[Wskazéwka. Trzy macierze Pauliego stopnia 2 spelniaja zwigzki

, . . . . 1
23. Pokazad, ze wartosci wlasne operatora harmonicznego maja postaé E, = fAw (n +—) 3

O';O'j+0"j0’i = 21(5;}, l,] = 1,2, 3
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i kazda macierz 2-go stopnia moze byé przedstawiona w postaci liniowej kombinacji trzech
macierzy Pauliego i macierzy jednostkowej stopnia 2.]

Uwaga: Istnienie czterech niejednostkowych macierzy 4 x4 speiniajacych te reguly
dowodzi sie¢ przy standardowym wyprowadzeniu réwnania Diraca. Zadanie to pokazuje,
ze nie nalezy si¢ niepokoié, gdy widzi si¢ cztery macierze stopnia niZszego niz 4, ktdre
spelniaja reguly antykomutacyjne.

28. Pokazaé, ze operator
(xD)2

2!
gdzie D = d/dt, dziala jak operator przesunif;cia w przestrzeni wielomianéw (w zmiennej ¢)
stopnia < n, to znaczy, ze

(xD)

T= I-l' + ... +‘——,—‘,
n:

Tf() = ft+x),

gdzie f(¢) jest wielomianem stopnia n. Tu konczy si¢ zadanie. Teraz opiszmy zastosowanie
tego wyniku, typowego dla rozwiazaf réznych zagadnien fizyki przy uzyciu symbolicznych
operatoréw (np. metoda Blankenbeclera otrzymywania catek funkcji rozktadu Fermiego-
Diraca*). Prezentowane tu zastosowanie zawdzigczamy przede wszystkim L. N. Handowi.
Takie same wyniki osiggnal przy zastosowaniu innej metody Jacob Bernoulli (1654-1705).

Zauwazmy wpierw, ze w przestrzeni funkcji cigglych, nieskonczenie razy rézniczko-
walnych, operator przesuni¢cia jest dany wzorem

T = e*P,
Przy pomocy tego wzoru mozna otrzymaé kilka ciekawych wynikéw. Na przykiad,

mozna otrzymaé ogdlne wyrazenie na Z k™ dla kazdej stalejn > 0im > 0. Niech F,,(n) =
E=0

= Z k™. Oczywiscie F(n) — Fu(n—1) = n™. Poniewaz F,,(n) jest wielomianiem**, mozemy
k=0
zapisaé e~ PF,(n) = F,,(n—1) oraz
Fr(n)—Fp(n—1) = (1—e"D)F,(n) = n™

Fam) = ( I—Ie’l’ )n"‘.

1 - =1 ( 1y BJ+1 x2J+1
=% *7 +Z PN

lub symbolicznie

Teraz

gdzie B; sa liczbami Bernoulliego

1 1 B 1 .
= — B = — —_ e— = — .
‘Bl 6) 2 30 ) B3 42 » B4. 30 ’ ltd
(Patrz tablice matematyczne). Jezeli zastosujemy ten szereg dla x = D (interpretujac D~*
jako catkowanie) i zauwazymy, ze Dfn™ = [m![(m—p)!]n™"*, to mozemy obliczyé F,(n).

J -
- (= 1Y Bj+ym! m—(2j+1)

* Patrz Kittel, Elementary Statistic Physics, New York, Wiley 1958, § 20.
** Patrz Stewart, Theory of Numbers New York Macmillan 1952, p. 19.

= m+1
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gdzie J jest réwny liczbie catkowitej (m—1)/2 lub (m—2)/2. Stala calkowania C,, moze
by¢ okredlona z warunku F,(0) = 0. Stad natychmiast widaé, ze¢ C,, = 0, jezeli m jest
parzyste i Cp = (= D™*2B 1\ ,j(m+1) gdy m jest nieparzyste; innymi sfowy wy-
bieramy C, tak, by w F,(n) nie wystgpowal staly wyraz. Na przykfad

2 2
Fin) = Lk= L +C1+—'21+—§-‘-.
k=0

Aby spetni¢ warunek F,(0) = 0, musimy wybraé staly réwng —8,/2, co prowadzi do
nastepujacego wyniku

1
F,(n) = —2—(n2+n).
Podobnie znajdujemy wzory

. - n® 2% n 1 .
Fy(n) = zkz =gty te= —6-n(n+l) @2n+1),
k=0

n . 2
nt n* n? n(n+1)
= ; k¥ =— = T
Fi(n) k 7 -+ + ) 1 5 s
=0
& ns ont B oa
F, = k= — 4 — -
a(n) }o SR R a7
Fi(n) = —".‘ks_ nj+n_5+_§_ 4 "
e T 2" "1

Oczywiscie ,,$cistod¢” tego wyprowadzenia pozostawia wiele do Zzyczenia. Jednakze
fakt, ze udalo si¢ to otrzymaé w ten sposdb, nasuwa przypuszczenie, Ze te same wyniki
mozna otrzymad stosujac poprawniejsze z matematycznego punktu widzenia rozumowanie.
Bardzo czesto nowe osiggnigcia matematyki wynikajg z formalizacji tego typu ,,wypraw
w nieznane”. Teoria dystrybucji, ktéra formalizuje funkcje symboliczne takie jak funkcja
delta, byla stosowana przez fizykdw o 5 lat wezesniej zanim jg sformulowano Scisle. Przed-
stawiony przyklad jest jednakze opisem wynikoéw znanych od dawna i §ciSle wyprowa-
dzonych. Prezentujemy go czesciowo jako antidotum na bardziej $cisty material zawarty
w tym i w nastgpnych rozdzialach.
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ROZDZIAL 4

PRZESTRZENIE WEKTOROWE W FIZYCE

WSTEP

W naszej dotychczasowej analizie przestrzeni wektorowych nie wystgpowaly pojecia
dhugosci i kata. Stad tez niewiele mozna bylo znalezé¢ konkretnych zastosowan tego for-
malizmu w fizyce. W niniejszym rozdziale struktura przestrzeni wektorowych zostanie
wzbogacona przez dodanie funkcji skalarnej, tzw. iloczynu wewnetrznego (skalarnego),
przy pomocy ktérego mozna zdefiniowaé dlugoéé wektora i kat pomiedzy dwoma wekto-
rami. Przestrzenie wektorowe, w ktorych zostat zdefiniowany iloczyn wewnetrzny, nazywa-
my przestrzeniami z iloczynem wewnetrznym. Badanie przestrzeni z iloczynem wewnetrznym
pozwoli nam powiazaé nasz formalizm z fizyka, totez w nastgpnych paragrafach tego
rozdziatu przedyskutujemy kilka przykiadow z fizyki klasycznej i kwantowej.

4.1. ILOCZYN WEWNETRZNY

W § 1.3 zdefiniowaliSmy iloczyn skalarny dwdch wektoréw w rzeczywistej przestrzeni
trojwymiarowej. Zgodnie z uZywang tu notacja, zapisywaliémy iloczyn skalarny wektoréw
X = (xl » X2, x3) l y= (y.l, Va2, y3) jako

X y= ix.%-
=1

W notacji tej diugos¢ wektora x jest oznaczana przez [x| i dana réwnaniem

3
IN Y 1/2
x| = (x* x)*2 = xH .
(2 %)
Kat © pomigdzy dwoma wektorami x i y dany jest wzorem
O = arccos Ii—!—]
x| 1y]
W abstrakcyjnych przesirzeniach wektorowych bedziemy oznaczali diugosé, czyli

warto$¢ bezwzgledna wektora x, symbolem ||x||, rezerwujac pojedyncze kreski pionowe
dla oznaczenia wartosci bezwzglednej liczby zespolonej. W teorii przestrzeni wektorowych
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przyjeto nazywac iloczyn skalarny iloczynem wewnetrznym i zapisywac iloczyn wewnetrzny
dwoch wektorow x i y jako (x, y). W notacji tej dlugo§é wektora x jest réwna

lixll = (x, x)'72, (4.1
a kat O miedzy dwoma wektorami
(x,»)
O = arccos [———:-—- . 4.2
T ¢2

Dopodki ogramczamy si¢ do rzeczyw1stych przestrzem trojwymiarowych, mozemy
zdefiniowagd w1elkosc (x, y) doktadnie tak, jak deflmowahsmy x-y. To znaczy, Jezeh

x=(,5%5,8),ay = (9,,12,73), 10
3
(x,y) = Z&m. 4.3)
i=1

Uogdlnienie na przypadek rzeczywistych przestrzeni wektorowych n-wymiarowych jest
natychmiastowe — musimy tylko rozszerzy¢ sumg¢ po i do wartosci n. Niemniej jednak,
jesli sprobujemy przyjaé te¢ definicje iloczynu wewnetrznego w przypadku zespolonej
przestrzeni wektorowej, natychmiast napotkamy na pewne trudnosci. Rozwazmy na
przykiad ,,dtugo$é” jednowymiarowego wektora ix. Zgodnie z podana wyzej definicja
jest ona rowna

lix|l = @x, ix)'? = (=x*)'/2,

a wiec czysto urojona, jesli x jest rzeczywiste. Ale funkcja majaca reprezentowaé odlegtosé
musi przyjmowac wartoéci rzeczywiste. MoglibySmy przezwycigzy¢ t¢ trudno$é, ograni-
czajqc sie do rzeczywistych przestrzeni wektorowych, ale tylko za ceng straty wielu waznych
zastosowan w fizyce. W szczegdlnosci w teorii kwantowej wystepuja przestrzenie rozpigte
nad cialem liczb zespolonych.
Mozna znalezé proste, cho¢ pozornie nieco sztuczie wyjscie z tej sytuacji. Niech x 1 y
beda wektorami, ktdre w danej bazie maja zespoione skladowe (&1, &,, ..., E)1 (g5 Y2y ---»
.» ). Zdefiniujemy iloczyn wewnetrzny tych wektordw nie przy pomocy (4.3), a poprzez
réwnanie

(x,) = ) &mi. (44)
i=1

Gwiazdka (¥) oznacza sprzezenie zespolone liczby &; nalezacej do ciala liczb zespolonych*.
Przy tej definicji iloczynu wewnetrznego diugo$¢ wektora x jest

lixll = Cx, 22 = Ls*s )" = (21& 2, (4.5)

gdzie & jest bezwzgledng wartoscig &;. Poniewaz |£]? = 0, wiec ||x|| jest zawsze wielkoécia
rzeczywista. Ponadto, jeSli przestrzen wektorowa jest rzeczywista, &; = &¥ i definicja ta
sprowadza sie do znanej definicji (4.3).

* Jesli = = a+ib, gdzie i = Y =1, to z* = a—ib. Wartosé bezwzgledna z jest |z = (z2*)'/? = (@*+
+bH2,
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W zespolonej przestrzeni wektorowej iloczyn wewngtrzny nie jest symetryczny tak jak
w rzeczywistej. Znaczy to, Ze
(x, ) # (v, x),
zachodzi natomiast zwigzek
(x,5) = (0, )" (4.6)

Niemniej, w zastosowaniach definicja ta okazuje si¢ zadowalajgca.

Podamy teraz formalng definicje przestrzeni z iloczynem wewngtrznym.

Definicja 4.1. Hoczynem wewngtrznym w przestrzeni wektorowej (rzeczywistej lub
zespolonej) jest funkcja o wartosciach liczbowych, ktérej argumentem jest uporzagdkowana
para wektoréw x i y, przy czym

L (x,3) = (¥, X)*;

2. (ax+ By, 2) = a*(x, 2)+B*(y, z), gdzie « 1 B sa skalarami z ciala, nad ktérym

rozpigta jest przestrzen wektorowa;

3. (x,x) = 0 dla kazdego x; (x,x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.

Przestrzerr z iloczynem wewnetrznym jest przestrzenia wektorowa, w ktorej zostat
zdefiniowany iloczyn wewnetrzny. Rzeczywista przestrzen wektorowa z iloczynem we-
wngtrznym nazywamy przestrzenia euklidesowq; zespolona przestrzen z iloczynem we-
wnetrznym nazywamy przestrzenia unitarng.

W rzeczywistej przestrzeni wektorowej sprzezenie zespolone w (1) i (2) nic nie zmienia
i moze byé¢ opuszczone. W kazdym przypadku, czy to rzeczywistym, czy zespolonym,
(1) implikuje, Ze (x, x) jest rzeczywiste, a wigc nieréwno$é (3) ma sens. Wielkosé (x, x)!/? =
= ||x]] jest czgsto nazywana normq wektora x. Zauwazmy, Ze

llax]] = (ax, ax)'* = [a*a(x, x)]'? = |a] - ||x]|.
Z (1) i (2) wynika, ze (x, apy) = a(x, y).

Warunek (3) méwi, Ze iloczyn wewngtrzny jest forma dodatnio okreslong — jest dodatni,
o ile wektor x nie jest rowny wektorowi zerowemu; w przeciwny razie przyjmuje dokfadnie
warto$é zero. W dalszym ciagu czytelnik przekona sig, ze pewne twierdzenia bedzie mozna
dowie$é bez korzystania z tej wlasnosci.

Przyklady iloczynu wewnetrznego
1. Jak widzieliSmy, jeshi
X = (51;---: ‘Sn) i y = (771:---37711):
to funkcja

n
(x,y) = Z &
i=1
spetnia wszystkie aksjomaty iloczynu wewngtrznego.
2. Je§li x(t) i y(f) sa wielomianami w zespolonej przestrzeni wektorowej P, zdefinio-
wanymi na odcinku domknietym [0, 1], to ich iloczynem wewngtrznym moze byé
1

x,) = Sx(t)* w(r)de.

4]
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3. Jeslix =45, .. &)1y = (. .-, s} 2 wektorami kolumnowymi nad cialem liczb
rzeczywistych, a P jest maciciza diagonalng, ktérej clementy diagonalne sa liczbami
rzeczywistymi dodatnimi. to mozemy zdcfiniowac¢ iloczyn wewngtrzny jako

Pll 0 | 1'771"

=

. o . B
(v, )= xTPr=(5.....8) . )= }_’ E Py,

: \ i=1
0 Pl“l "nn'
Jesli x jest wektorem jednokolumnowym, x¥
wierszowy.
4, Jesli x = (£, &1, &5, So) L v = (%1, 92, N3, 4) S2 kolumnowymi czterowektorami
nad ciatem liczb rzeczywistych oraz

oznacza jego transpozycje, wektor jedno-

100 0
010 0
"”“0010’
000 —1

to wielko$¢ (x, ») = xTMy = &0, + &9, + &393— £,9, spelnia warunki (1) i (2), ale nie
spetnia warunku (3) —iloczyn wewngtrzny nie jest dodatnio okreslony. Zatem wielko$é
xTMy nie jest iloczynem wewnetrznym. Wielkos§¢ ta gra wazng role w szczegdlnej teorii
wzglednosei; M nazywana jest metrykq Lorentza.

4.2, ORTOGONALNOSC I ZUPEENOSC

Po zdefiniowaniu dlugoéci i kata teoria przestrzeni wektorowych zaczyna si¢ Scislej
wigzaé z fizyka. Jednym z najbardziej fundamentalnych pojeé matematycznych w fizyce
jest pojecie zupelnych ortogonalnych zbioréw wektoréow lub funkcji. W paragrafie tym
podajemy podstawy teorii takich zpioréw.

Definicja 4.2. Dwa wektory x i y sa ortogonalie wtedy 1 tylko wtedy, gdy (v, y) = 0.

Dwa wektory w przestrzeni tréjwymiarowej sa ortogonalne, jezeli kat miedzy nimi
wynosi 90°; nasza definicja jest po prostu uogélnieniem tego pojecia na przypadek prze-
strzeni n-wymiarowych lub nawet nieskonczenic wymiarowych. Jak mozna oczekiwac,
jesli (x,y) = 0, to réwniez (x, y) = (¥, x)* = 0, a wigc (¥, x) = 0. Tak wigc, chociaz
iloczyn wewngtrzny jest asymetryczny, ortogonalno$¢ jest relacja symetryczna. Zauwazmy,
ze wektor zerowy jest ortogonalny do kazdego wektora.

Definicja 4.3. Zbior wektoréw {x,, x,, ...} jest ortonormalny, jezeli (x;, x;) == ;;
dla kazdego i oraz j.

Znaczy to, Ze zbidr wektordw jest orfonormalny, jezeli kazdy wektor jest ortogonalny
do kazdego innego w tym zbiorze i dlugos¢ kazdego wektora jest unormowana do jednoscel.
Wektor x mozna unormowacd, dzielge go przez jego diugo$¢ i tworzac nowy wektor x/||x}].
Przykiadem ortonormalnego zbioru wektordw jest zbior trzech wektoréw jednostkowych,
{e;}, wprowadzonych dla przestrzeni kartezjaniskiej w § 1.3.

Definicja 4.4. W skonczenie wymiarowe] przestrzeni wektorowej zbiér ortonormalny
jest zupetny, jesli nie jest zawarty w zadnym wiekszym zbiorze ortonormalnym.
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Podamy teraz dowody kilku podstawowych twierdzen dotyczacych wprowadzonych
pojec.

Twierdzenie 4.1. Zbiér ortonormalny jest liniowo niezalezny. (Stad dowolny zbidr
ortonormalny » wektoréw tworzy baze w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej).

Dowdd. Jesli {xy, ..., x,} jest dowolnym skoticzonym zbiorem ortonormalnym, to dla
kazdego ;i

Zaixi =0=0= (xj, Za;x,») = Z o (x;, x;) = z %0; = ;. cb.d.o.
[ i i i

Twierdzenie 4.2. Nierownos¢ Bessela. JeSli X = {x,, ..., x,} jest dowolnym skoiiczonym
zbiorem ortonormalnym w przestrzeni z iloczynem wewnetrznym, a x jest dowolnym
wektorem, to

el 2 > o, “.7)

gdzie o; = (x;, x). Ponadto wektor x’ = vacxixi jest ortogonalny do kazdego x;.
z

Dowdéd. Dowodzimy najpierw nieréwnosci

WAl
0 < I = (¢, ¥) = (¥= > o, x— D oyxy) =
i 7 ’

= (x’ X) - ", a?(xia x) - Sﬁ ij(x, xj)+ , a?‘aj(xi’ xi) =
7 5

i

= IIxli? - Z Joaf? = }; o2+ Z logl? = IIxl12= > fal?,
~ gdzie skorzystaliSmy ze zwigzku (x;, x;) = §;;. Stad
EEDNR

Dla dowodu drugiej czesci twierdzenia wystarczy wykonaé proste obliczenie
¥, x) = (r,x) = Y abCr, %) = af —af = 0. c.b.d.o.
i

Jest wiele mozliwych sposobéw scharakteryzowania zupelnego ortonormalnego zbioru.
P. R. Halmos zebral je i podat dowdd ich réwnowaznosci w formie twierdzenia.

Poniewaz twierdzenie to w sposéb obrazowy ilustruje wazna technike logiczng, poda-
Jemy je w sformulowaniu autora, zachowujac réwniez jego droge logiczna dowodzenia*.

Twierdzenie 4.3. Jesli X = {x;} jest skoficzonym ortonormalnym zbiorem m wektoréw
w przestrzeni z iloczynem wewnetrznym, V, to nastgpujace warunki sa wzajemnie rowno-
wazine:

1. X jest zupelny;

2.je8li (x;,x) =0dlai=1,...,m,tox = 0;

3. X rozpina przestrzen V;

n
4.jeflixeV,tox =Y (x;, X)x;
i=1

* Patrz Halmos, P. R., Finite-Dimensional Vector Spaces, wydanie drugie. Princeton, N. J.: D. Van
Nostrand, 1958, s. 124.
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m
S.jesli x,yeV, to (y,x) = > (r, x;) (x;, x) — réwnoé¢ Parsevala;

i=1

m m
6.jeSli xeV, to ||x]|*> = 'Z [(eis ¥)12 = S_' Jo;|2, w notacji uzywanej w twierdzeniu

i=1 i=1
4.2; oznacza to, Ze w nierownosci Bessela zachodzi réwnosé.
Dowéd. Dowiedziemy, Ze zachodza kolejne implikacje
M==0C)= == )= ().
Zatem, majac dowolny z szeScin warunkow, mozZemy kazdy z pieciu pozostatych otrzymac
poprzez lancuch logiczny zapewniajacy ich rownowazno$¢ logiczna. Na poczatek zalozymy
prawdziwos¢é (1) i wyprowadzimy stad (2).

(1) = (2). Podamy dowdd implikacji rtGwnowaznej: nie (2) = nie (1)*. Jesli (x;, x) = 0
dla kazdego i oraz x # 0, to mozemy wektor x/||x|| dodaé do x i w ten sposéb otrzymamy
zbidr ortonormalny wigkszy niz X. Stad, w mys$l definicji (4.4), zbioér X nie jest zupeiny.

(2)= (3). Znéw dowodzimy implikacji nie (3) = nie (2). Jesli X nie rozpina V, to
istnieje element x € V, nie bedacy kombinacjg liniowg x;, a wigc nie istniejg dla niego stale
o; takie, Ze

X = Z ;X
W szczegblnoéci zbidr stalych «; = (x;, x) bedzie taki, ze

X # Zaixi.

X' = x— z (x;, X)x; # 0,

Stad

a jednocze$nie, na mocy drugiej czesci twierdzenia 4.2, x’ jest ortogonalny do kazdego x;.
Stwierdzenie to jest rOwnowazne ,,nie (2)”.
(3) = (4). Jeshi kazdy wektor x moze by¢ zapisany w postaci

X = Z x; X,
J

(xi, x) = Z 2;j(xi, X5) = Z “jaij = ai,

J J

X = Z(x,-, X) X;.
x = zaixi i y= Zﬁ,x,-,
7

i

to
a wigc

@) = (5). Jesli

gdzie «; = (x;, x), a f; = (x;, ), to

00 = (DB, D wm) = D o, ) = D Bres = »_ (0, %) ().

* Symbolem ,,nie p” oznacza¢ bedziemy zdanie powstajace przez zaprzeczenie logiczne ze zdania p
(przyp. tlum.).
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(5) = (6). Wystarczy polozyé w (5) x = y.

(6) = (1). [W gruncie rzeczy dowodzimy nie (1) => nie (6)]. Zalézmy, ze X nie jest
zupelny. Jest on wéwczas zawarty w wigkszym zbiorze ortogonalnym, tzn. istnieje nie-
zerowy wektor x, ortogonalny do kazdego x; w X; oznacza to, ze (x;, x,) = 0 dla kazdego
i. Zatem

Ilxoll? zl(x,-, X2,

poniewaZ prawa strona znika, a lewa nie. Stwierdzenie to jest dokladnie réwnowazne
»hie (6)”. W ten sposéb dowdd réwnowaznosci podanych szesciu warunkéw zostal za-
konczony.

Twierdzenie 4.4. Nieréwnos¢ Schwarza. Jeshi x, y sa wektorami w przestrzeni z iloczynem
wewnetrznym, to

1 < M- Uil (4.8)

Dowéd. Jesli y = 0, to obie strony znikajg. Jesli y # 0, to zbiér skladajacy si¢ z jednego -
wektora y/||y|| jest ortonormalny, a wiec z nierdwnosci Bessela

y—|2 2 = .
("’Tnyn ) < Il Kw)lsnx_n Ivil. c.b.d.o.

Przyklady nierownosci Schwarza.

1. W dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej nieréwno$¢ Schwarza méwi tylko,
Ze jcos@| < 1,

2. W n-wymiarowe]j przestrzeni unitarnej nier6wno$¢ Schwarza znana jest jako nie-
réwnosé Cauchy’ego. Méwi ona, ze dla dowolnych dwéch ciagéw liczb zespolonych

(alx seeo %,) oraz (ﬁl’ AR ] ﬂn),

[Z | < Z lad’-ilﬁil’. (4.9)

)
3. W przestrzeni P nieréwno$¢ Schwarza przechodzi w
1

[§ x50 < Jixord-Jiyopa. (4.10)
(]

4]

4.3. ZBIORY ORTONORMALNE ZUPELNE

Bardzo wygodna jest sytuacja, gdy baze w przestrzeni wektorowej stanowi zbior orto-
normalny. PokaZemy teraz przez indukcj¢, jak moZna z dowolnej bazy skonstruowac
bazg ortonormalna przy uzyciu techniki znanej jako proces ortogonalizacji Grama—Schmidta.
Z twierdzenia 4.3 [(3) = (1)] wynika, Ze ta ortonormalna baza bedzie zbiorem ortonor-
malnym zupelnym.

Niech X = {x,, ..., x,} bedzie pewna baza w V. Skonstruujemy zbidr ortonormalny
zupelny Y = {y,, ..., ya} taki, Ze kazdy wektor y, jest kombinacja liniowa x,, ..., x;.
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Poniewaz X jest liniowo niezalezny, wige x, # 0; dzigki temu mozna przyjac y, = x,/||x|].
Poldzmy teraz y, = (xa—oy yy)/|lx,— oy y1ll 1 wyznaczmy x; z warunku (y,, y,) = O:

1, X2)— 0ty

(i, p2) = e =0= o, = (y, x5}
Zatem
Yy = X2 = (V15 X2)V1 )
2= (o> x2) ¥l
Zauwazmy, Ze
Xa— (Y1, X)) Y1 = X2— *(}‘/'l‘; %2‘)‘}31 # 0,
HXy

poniewaz X jest liniowo niezalezny. OtrzymaliSmy wigc dwa wektory y, i y, takie, Ze
(,Vn yj) = éija I‘j = 17 2.

Przedyskutujemy teraz krok indukcyjny: przypusémy, ze znaleZliSmy takie y,, ..., ¥
(m < m), ktére tworzg zbi6ér ortonormalny i kazdy y; (j= 1, ..., m) jest kombinacjg
liniowg wektoréw x,, ..., x;. Niech

_ Xmpr =yt o A V)

Ymp1 = T

) Hxmer =iyt oo A ym)ll '

Wéwczas dla j < m

(Bis Fme1) =0
S Vimay) = — =0=0; = (P;, Xmsi)»
(}’; ymTl) lem+1 (alyl F .o T “mym)” ’ (yJ +1)

skad wynika, Ze o; = (¥;, Xn,1). Zatem

Xmer = (V15 Xma ) V1 oo+ Fms Xmy 1)Vl
”xm+l" [(}'x > xnz+1)y1 + + (}’m, xm-}-l)ym]”

Liniowa niezalezno$é bazy X gwarantuje, Ze y,,; # 0. Po powtérzeniu tego procesu
n razy wygenerujemy ortonormalny zbidr n wektoréw bazy.

Niech macierz 4 bedzie zdefiniowana jako reprezentacja przeksztatcenia liniowego 4
w pewnej bazie X = {x, ..., x,}. Je$li baza X jest zbiorem ortonormalnym (lub zortorma-
lizujemy jg metodg Grama-Schmidta), to istnieje prosty zwiazek (czgsto uzywany w me-
chanice kwantowej) pomigdzy elementami macierzy i iloczynami wewnegtrznymi. Z roéwnania
(3.7) mamy

Ymer =

(4.11)

Sﬁ
Ax,- = L—Jak"xk.
k

Przy zaloZeniu, Ze x; tworzg ortonormalng baze, dostajemy na iloczyn wewnetrzny (x;, Ax)
wyrazenie
(xi, Ax;) = (xi: Zaijk} = Zakj(xia X)) = Zakjéik = Aij.
Stgd elementy macierzowe przeksztalcenia liniowego w bazie ortonormalnej sg dane
réwnaniem
a;; = (x,~, A.’Cj). (4.12)
Cala metoda Grama-Schmidta sprowadza sig¢ do tego, ze wybieramy pewien wektor x;,
normalizujemy go, po ¢zym od nast¢pnego wektora x, odejmujemy jego skladowag w kie-
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runku znormalizowanego x,. Po znormalizowaniu tak zmodyfikowanego wektora x,
wybieramy kolejny wektor xyi odejmujemy od niego jego skladowe w kierunkach uprzednio
znormalizowanych wektordw. Proces ten mozna powtarza¢ dowolnie diugo, choé¢ oczywiscie
w przestrzeni skonczenie wymiarowej musi si¢ on kiedy$§ zakoticzyé. Przy kazdym kroku
tej operacji zmniegjszamy (lub pozostawiamy bez zmiany) norm¢ wektora, poniewaz
odejmujemy czgsé jego sktadowych. Fakt ten jest podstawa prostego zastosowania procesu
Grama~Schmidta w teorii wyznacznikéw. Oznaczmy macierz 4 symbolem {a,, a,, ..., a,},
gdzie a, jest pierwszym wierszem, a, — drugim itd. Jesli teraz wektory a; tworzg zbior
ortogonalny, to oczywiscie det(4A4%) = ||a||?||azll? ... ||a.l|>. Poniewaz, zgodnie z (3.17),
det At = (det A)*, wynika stad, ze

[detA| = [la;ll [lall .- llaall-

Tutaj norma wektora ¢; uzyta jest w zwyklym sensie, to znaczy

n

{ 142
lladl = (> afay)

i=1
[patrz (4.5)].

Rozwazmy teraz dowolna macierz B = {b,, b,, ..., b,}. Wiemy, Ze przy dodaniu
do ktdregos z wierszy macierzy B jakiegokolwiek innego wiersza pomnozonego przez skalar,
warto§¢ wyznacznika nie ulegnie zmianie. Zatem metoda Grama-Schmidta mozemy
z wektoréw wierszy macierzy B utworzyé nowa macierz C, ktdrg oznaczymy

{ﬂlcla 18262: sty :Bncn}a

gdzie {c,, cs, ..., ¢,} jest zbiorem ortonormalnym wektordw, a {B;,B,, ..., Bu} Jest
zbiorem skalaréw, z ktdérych kazdy jest mniejszy lub réwny odpowiednio |)b,]], |12}, ---»
w5 [|8a]] [na mocy réwnania (4.11)]. Poniewaz dodaliémy do jednych rzedéw kombinacje
liniowe innych, wigc detC = detB. Ponadto ¢; sg unormowane dol,a wiec stwierdzamy
(tak jak poprzednio dla detd), ze

ldet B = [detC| = 18] |l ... 184l

Dzieki temu, ze |§;| < |{bi]|, dostajemy
Nieréwnes$é¢ Hadamarda. Jesli b; oznacza i-ty wiersz macierzy B, to

[det B] < |1B4]] 110l - {16l

Z wyniku tego korzysta si¢ w teoril réwnan catkowych.

Zakonczymy ten paragraf prosta, ale waing uwaga, majaca szerokie zastosowanie
przy dowodach nastepnych twierdzen.

Twierdzenie 4.5, Przeksztalcenie liniowe A4 okres§lone w przestrzeni z iloczynem we-
wnetrznym jest przeksztalceniem zerowym wtedy i tylko wtedy, gdy (x, Ay) = 0 dla
kazdego x, y.

Dowdid. Jesli A = 0, to (x, Ay) = (x,0) = 0 (z wlasnosci 2 definicji iloczynu we-
wnetrznego). Na odwrét, jesli (x, Ay) = 0 dla wszystkich wektordw x i y, mozemy przyjaé
x = Ay. Wowczas (4y, Ay) = 0= Ay = 0 dla kazdego y (dzigki temu, Ze iloczyn we-
wnetrzny jest dodatnio okreslony), a wige 4 = 0. c.b.d.o.
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4.4. OPERATORY SAMOSPRZEZONE (HERMITOWSKIE I SYMETRYCZNE)

Najwazniejszymi operatorami liniowymi w fizyce kwantowej sa tzw. operatory samo-
. sprzgzone, ktdrych definicj¢ teraz podamy. Wezesniej jednak musimy zdefiniowaé operator
sprz¢zony. .
Definicja 4.5. Niech 4 bedzie operatorem liniowym okreslonym na przestrzeni wekto-
rowej V. Dla kazdego 4, operator 4% spelniajacy réwnanie

(Ax,y) = (x, Aty) dlakaidego x,y (4.13)

nazwiemy operatorem sprzezonym do A.
Poniewaz

(x, Ay) = (dy, x)* = (y, 4Tx)* = (41x, y),
mozna podaé réwnowazna definicje operatora sprzezonego
(x, Ay) = (4*x, y) dla kazdego x, y. 4.14)
Dla pelnej $cistosci powinni§my w tym miejscu dowie$é, ze zawsze istnieje operator
sprz¢zony do danego. Pozostawiamy jednak ten dowéd czytelnikowi (zadanie 18), poniewaz
nie jest on bardzo istotny dla naszych celéw. Zainteresowanych czytelnikéw odsylamy
do dowodéw niezaleznych od wspoélrzednych w ksigzkach poswigconych przestrzeniom
wektorowym*.
Ponadto operator sprzezony At jest wyznaczony jednoznacznie przez 4. Przypusémy,
Ze
(x, By) = (dx,y) = (x, Cy)
dla kazdego x, y. Wéwczas (x, [B—Cly) = 0 dla kazdego x, y, skad na podstawie twier-
dzenia 4.5 wynika réwnos¢ B = C.
Dla pokazania, Ze A% jest istotnie operatorem !iniowym, policzmy

(x, Aty +B2]) = (dx, [ay+Bz]) = (4x, wp)+(4x, fz) = a(dx, p)+B(dx, z) =
= a(x, ATY)+P(x, A12) = (x, xdip)+ (x, A12).
Zatem
(x, Atlay+pz]—adty—BA1z) = 0= AY(ay+B2z) = adty+pAiz,

a wiec A? jest operatorem liniowym. Podamy teraz dowody kilku prostych wlasnosci
operatora sprzezonego.

Twierdzenie 4.6.

1. (4+B)t = AT+ Bt,

2. (AB)t = BiA*. _

3. (xA)t = a*At, gdzie o jest skalarem.

4. (ANt = 4.

Dowdéd

1. Dla kazdego x, y

(x, [A+Blty) = (I4+B]x, y) = (4x+Bx, y) = (Ax, y)+(Bx,y) =
= (x, Aty)+ (x, Bty)= (x, [4T+ B]y).

Reszta wynika z twierdzenia 4.5.

* Np. K. Hoffman i R. Kunze, Linear Algebra, str. 237.

146




2. (x, [ABlty) = (ABx,yy = (Bx, A'y) = (x, Bt4ty) 1 znowu teze otrzymujemy
w oparciu o twierdzenie 4.5. c.b.d.o.

Pozostawiamy czytelnikowi dowody wlasnosci (3) i (4), bardzo podobne do podanych
wyzej.

Twierdzenie 4.7. Niech macierz 4 bedzie réwna (a;;) w pewnej ortonormalnej bazie X.
Wowcezas macierz 4% w tej samej bazie X jest [AY]; = af, to znaczy [A1] = [47]*

Dowéd. Z (4.12) mamy

a;; = (x‘-, AXj). ‘
Stad
a;; = (Atx;, x;) = (x;, Atx)* = [AT]f;= [4%]; = af. c.b.d.o.

Tak wigc definicja operatora sprzgzonego sprowadza sie do definicji macierzy sprzezonej,
podanej w paragrafie 3.7.

Definicja 4.6. Jesli A = Af, to operator A jest swoim wlasnym sprzeZeniem i nazy-
wamy go operatorem samosprzezonym. W rzeczywistych przestrzeniach z iloczynem
wewnetrznym operator samosprz¢Zony nazywamy operatorem symelrycznym, a W zespo-
lonych — operatorem hermitowskim.

Operatory odpowiadajgce obserwowalnym fizycznie wielkoSciom w mechanice kwanto-
wej sa wszystkie operatorami hermitowskimi.

Z twierdzenia 4.6 wynika natychmiast, ze jezeli 4 i B sa samosprzgzone, to ich suma
rowniez. Podobnie, jesli A jest samosprzgzony, to operator a4 bedzie samosprzgzony
wtedy i tylko wtedy, gdy « jest rzeczywiste. Wyprowadzamy réwniez nastgpujacy prosty
wniosek :

Twierdzenie 4.8. Jesli A i B sa samosprz¢zone, to AB jest samosprzezony wtedy 1 tylko
wtedy, gdy 4 i B komutuja (tzn. gdy ich komutator [4, B} znika).

Dowdd. Niech AB = BA. Wdwczas

(AB)t = BiAt = BA = AB,
a wiec AB jest samosprzgzony. Jesli (AB)T = 4B, to
AB = (AB)t = BiAt = BA, awiec [4,B]=0. ¢.b.d.o.

Powéd, dla ktérego operator samosprzezony w przestrzeni rzeczywistej z iloczynem
wewnetrznym nazywany jest operatorem symetrycznym, staje sig oczywisty dzigki twier-
dzeniu 4.7. Gdy A = A%, reprezentacje operatora spelniaja zwigzek

a; = [AT); = af; = a;,

bowiem elementy macierzowe nalezg do ciata liczb rzeczywistych. Tak wigc 4 = 47 i 4
spelnia warunki narzucane przez nas dawniej na macierz symetryczna.

Podamy teraz dowody dwdch twierdzefi typu twierdzenia 4.5, ktére beda odgrywad
wazng rolg, podobng do odgrywanej przez to twierdzenie w wielu dotychczasowych do-
wodach. W zasadzie podamy silniejsza postac¢ tego samego twierdzenia. Zakres jej sto-
sowalnosci ogranicza si¢ jedynie do operatoréw samosprzg¢zonych.

Twierdzenie 4.9. Niech 4 bedzie operatorem samosprzgzonym Ww przestrzeni rzeczy-
wistej z iloczynem wewngtrznym. Wowczas 4 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (x, 4x) = 0
dla kazdego x. :
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Dowdd. Jesli A = 0, to (x, Ax) = 0. Zatem dowodd koniecznosci warunku jest try-
wialny. Inaczej ma sie sprawa z dostatcczno$cia. Dla jej dowodu rozpatrzmy wyraZenie

(x+y, Alx+y]) = (x, A0)+ (¥, Ap)+(x, AY)+ (¥, Ax).
Dostajemy stad
(x, A+, Ax) = (x+y, AIx+y)—(x, Ax)— (¥, 4y)
dla kazdego x, y. Poniewaz kazdy czlon po prawej stronie jest postaci (x, 4x), co jest
z zaloZenia zerem, wiec
(x, A9)+(y, 4x) = 0.
Ale

(y, Ax) = (Aty, x) = (4Ay, x) = (x, Ay)* = (x, 4y),

jako Zze AT = A i iloczyn wewnetrzny jest liczba rzeczywista. Zatem (x, Ay) =0 dia
kazdego x, y, co na podstawie twierdzenia 4.5 implikuje, Ze 4 = 0. c.b.d.o.

Jesli wiemy, Ze przestrzen z iloczynem wewngtrznym jest zespolona, jak to jest w wiek-
szodci przypadkéw w fizyce, mozemy sformufowaé twierdzenie jeszcze ostrzej.

Twierdzenie 4.10. Jesli A jest operatorem liniowym na przestrzeni unitarnej, to 4 = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy (x, Ax) = 0 dla kazdego x.

Dowdd. Tak jak w poprzednim twierdzeniu, koniecznoéé jest oczywista, Dowdd dosta-
teczno$ci wynika z rezultatéw otrzymanych w trakcie dowodu poprzedniego twierdzenia.
Pokazalismy, Ze

(x, 49)+(y, 4x) =0

dla kazdego x, ¥, jedli tylko (x, Ax) = 0 dla kazdego x. Poniewaz nie narzucali§my wowczas
zadnych dalszych warunkéw na 4, moZzemy skorzystaé teraz z tego wyniku. Zwigzek
ten jest stuszny dla wszystkich y, a wiec moZemy zastapi€ y przez iy, otrzymujac

(x, Aiy)+ @iy, Ax) = i[(x, Ay)—(y, Ax)} = 0.
Wynika stad, Ze
(x, Ay)—(y, 4x) = 0,

dla kazdego x, y. Dodajac to do poprzedniego réwnania, dostajemy (x, Ay) = 0 dla
kazdego x, y. Stad, na mocy twierdzenia 4.5, 4 = 0. c.b.d.o.

W konsekwencji twierdzen 4.9 i 4.10 mozna wysnué nastepujacy wniosek.

Whiosek. Je§li 4 jest samosprzezonym operatorem liniowym w przestrzeni z iloczynem
yewnetrznym (rzeczywistej lub zespolonej), to 4 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (x, 4x) = 0,
dla kazdego x.

Bardzo wazne w imechanice kwantowej jest

Twierdzenie 4.11. Operator liniowy 4 w przestrzeni unitarnej jest hermitowski wtedy
i tylko wtedy, gdy (x, Ax) jest rzeczywiste dla kazdego x.

Dowdd. Je§li 4 = AT, to (x, Ax) = (Atx, x) = (x, Ax)*, a wiec (x, Ax) jest rzeczy-
wiste. Na odwrdt, jesli (x, Ax) jest zawsze rzeczywiste, to

(x, 4x) = (x, Ax)* = (4x, x) = (x, ATx).

Stad 7x, [A— A1 x) = 0 dla kazdego x i z twierdzenia 4.10 wynika, ze 4 = A%, c.b.d.o.
Zauwazmy, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe w przestrzeni rzeczywistej z iloczynem
wewnetrznym, tzn, gdy (x, Ax) jest rzeczywiste, 4 nie musi by¢ symetryczny. Oczywidcic
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(x, Ax) jest zawsze rzeczywiste w przestrzeni rzeczywistej z iloczynem wewngtrznym,
ale dopiero w przestrzeni zespolonej rzeczywisto$¢ tego iloczynu dla kazdego x nabicra
duzej wagi, implikujac hermitowsko$¢ operatora 4.

Wielko$é (x, Ax) nazywa sie w mechanice kwantowej wariosciq oczekiwanq operatora
A.Dla znormalizowanych funkcji falowych ma ona znaczenie wartoéci $redniej wynikow wie-
lokrotnych pomiaréw obserwabli w ukladzie znajdujacym si¢ w stanie opisywanym przez
wektor x. Oczywiscie wielko$é ta musi by¢ rzeczywista, Dlatego w mechanice kwantowe;j
operatory odpowiadajace obserwabiom fizycznym musza by¢ hermitowskie.

Wiaze sie z tym fakt, Ze wartoSci wlasne macierzy hermitowskiej sa liczbami rzeczy-
wistymi. Poniewaz w mechanice kwantowej jedynym mozliwym wynikiem pomiaru fizycz-
nego moze byé warto$¢ wlasna odpowiedniego operatora hermitowskiego rezultat, ktory
teraz podamy, ma dla niej olbrzymie znaczenie.

Twierdzenie 4.12. Warto$ci wlasne operatora hermitowskiego sa rzeczywiste.

Dowdd.

(x, 4x)

Ax = ;.x=> (x, Ax) = 7.Hx“2$ A= —”—xli'z——,

co na podstawie twierdzenia 4.11 jest rzeczywiste dla 4 hermitowskiego. c.b.d.o.
Przyklad. Hamiltonian jednowymiarowego oscylatora harmonicznego ma postaé

H = (p*2m)+ —;— mw’x?,

Poprzednio (przyklad 2, § 3.10) twierdziliSmy, Zze wszystkie jego wartosci wlasne sa dodatnie,
Stwierdzenie to mozemy teraz poprze¢ obrazowym dowodem. Niech Hu = Eu, gdzie

wektory wilasne u sa unormowane, to znaczy |jul| = 1. Wdwcezas

= |, 2~ L eezul = Lot A w2t =
E = (u,Hu)—(u, 3m u)+(u, 5 Mw?x u) = 2m(pu,pu)+2mw (xFu, xu) =

1
= 5, (pu, pu) + %f me*(xu, xu),
bowiem zaréwno p, jak x sa hermitowskie. Zatem
E = (12| pul*+ o mao?l el > O,

poniewaz m, w > 0.

Widaé z tego przykladu, ze wartosci wlasne kwadratu dowolnego operatora hermi-
towskiego musza byé dodatnie lub réwne zeru. Wynika to réwniez z twierdzenia 4.12.

Przyklad. W naszych poprzednich rozwazaniach wartosci i wektoréw wilasnych dla
oscylatora harmonicznego stwierdzilismy, Ze n-ty unormowany wektor wlasny ma postaé

) Uy = cu(@h)"uo, (4.15)

gdzie ¢, = (1/n))'2 [wzory (3.48) i (3.49)]. Mozemy teraz podaé prosty dowdéd tego
faktu przy pomocy tej samej techniki z zakresu algebry operatorow.

Operatory kreacji i anihilacji '

at = (xmw—ip) Qmowh)~2,  a = (xmw+ip) 2mwh)~112

sa do siebie sprzezone, jak zreszta sugeruje to notacja; p i x sa hermitowskie.
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Normalizacja wektorow wlasnych u, wymaga, zeby (4, 4,) = 1. Poniewaz

Uy = ¢nrat(@)~"up = atu,_y,
n-1 n-1
mozemy ten iloczyn zapisaé¢ w postaci
¢ ¢ bog '
1= (“‘"—"""aTun-n g a"un..x) = ‘ 2| (@tUn_y, Gt ) =

Cny Cn_y n—1 |

I Cn 2 -1 ha)

=1 “i (un-la adtu,_,) = (hew) Nty y, \H +——)ttyo o],
| Cnot | Caoy 2

gdzie skorzystaliémy z (3.44). Przy uzyciu (3.48) dostajemy

! 12 2

| Cp Cn
1= o N(Up_ gy Un_y) = v || n.
Stad
2 1 2
lcrxl = —icn-ll .
n
Przez kolejne iteracje tej réwnosci dostajemy
1 1 1 1 1 1 1
2 —— —_— 2 = —- 2 =
leal? = bl = — e gl = = el = o

bowiem ¢, = 1. Zatem wybér

1 12
-3
n!

zapewni nam poprawna normalizacj¢ funkcji wlasnych generowanych przez (4.15).

4.5. IZOMETRIE — PRZEKSZTALCENIA UNITARNE I ORTOGONALNE

Wprowadzimy teraz inna bardzo wazna klas¢ przeksztalcen liniowych.

Definicja 4.7. Jesli przeksztakcenie liniowe U zdefiniowane na przestrzeni z iloczynem
wewnetrznym spetnia warunek UtU = 7, to U nazywamy izometrig (lub przeksztalceniem
izometrycznym). Je$hi dodatkowo UUT = I, to izometria U jest nazywana przeksztafceniem
unitarnym. Przeksztalcenie liniowe A, spelniajace réwnanie 474 = I, nazywa si¢ prze-
ksztatceniem ortogonalnym.

W przestrzeniach skonficzenie wymiarowych z istnienia lewostronnej odwrotnosci,
Ut (UtU = 1), wynika, ze U7 jest rOwniez prawostronng odwrotnoscia (UUT = I).
Tak wigc w przypadku przestrzeni skoficzenie wymiarowych niepotrzebne jest rozréznianie
lewostronnej i prawostronnej odwrotnosci, pojawiajace si¢ w naszej definicji. Wynika
stad, ze jezeli U jest izometriag w przestrzeni o skoficzonym wymiarze, to U jest odwracalne,
a wigc unitarne. Ponadto w tym przypadku zachodzi

U Dt=(UHY=U= U

Przedyskutujemy teraz kilka aliernatywnych sposobdw charakteryzowania przeksztalcen
izometrycznych, formulujac je w jednym twierdzeniu w taki sposéb, aby byly poprawne
w przypadku przestrzeni zaréwno o skonczonym, jak i nieskoiczonym wymiarze.
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Twierdzenie 4.13. Nast¢pujace trzy warunki na przeksztalcenie liniowe U w przestrzeni
z iloczynem wewngtrznym sg sobie wzajemnie réwnowazne:

1. UtU = I.

2. (Ux, Uy) = (x, y) dla kazdego x, y.

3. U]l = l]x|| dla kazdego x.

Dowdd. Jesli UtU = I, to (Ux, Uy) = (x, UtUy) = (x, y) dla kazdego x, y, a w szcze-
goélnosci dla y = x, ||Ux|]?> = ||x]|* dla kazdego x. Dowodzi to, ze

M=@=0).

Aby pokazaé, ze (3)= (1), a tym samym dowie$sé réwnowaznosci trzech warunkéw,
zauwazmy, Ze

1Ux]|* = (Ux, Ux) = (UtUx, x) = (x, x) = ([UtU~I]x, x) = 0,

dla kazdego x. Poniewaz operator [UtU—1I] jest samosprz¢zony, moZemy skorzystad
z wniosku z twierdzenia 4.10 dla otrzymania réwnosci UtU = I, co koficzy dowdd.
Poniewaz

[UtU—I]t = (UtUY =TIt = UKUNH—T = [UtU-1],

wiec [UtU—1I] jest samosprzeZony. c.b.d.o.

Twierdzenie to wyjaénia genez¢ nazwy ,,izometria”. Wilasno$é (3 yméwi, ze przeksztalcenia
te zachowuja dhugos¢ wektora. Pamigtajac, Zze cosinus ka<ta @ pomiedzy wektorami x i y
jest dany wzorem

(x, )
TR

widzimy, Ze izometrie zachowuja rowniez kat pomigdzy wektorami, poniewaz zachowuja
one iloczyn skalarny (wlasnos¢ 2) i dlugo$é (wlasno§é 3). Wniosek ten jest prawdziwy
takze w przestrzeni n-wymiarowej, gdzie definicja ,,kata’ miedzy wektorami jest formalnie
identyczna z powyZszg.

Twierdzenie 4.14. Jesli {x;} jest zbiorem ortonormalnym zupelnym, to t¢ sama wlasnosc
ma zbiér {Ux;} dla kazdej izometrii U.

Dowdéd

cos@ =

Ux;, ij) = (x;, UTij) = (x;, xj) = 6ij»

a wigc zbiér {Ux;} jest ortonormalny.
Dla dowodu zupelnosci {Ux;} pokazemy, ze zbiér {Ux;} spetnia réwno$é Parsevala
(warunek 5 twierdzenia 4.3). Dzigki zupelno$ci zbioru {x;} zachodzi zwiazek

D0, Ux) (Usi, ) = D (Uty, %) (i, Utx) = (Uty, Ut).

Ale
(Uty, Ulx) = (y, UUtx) = (¥, x).

Zatem réwnos¢ Parsevala jest spelniona, czyli zbidér {Ux;} musi by¢ zupelny. c.b.d.o.

Izomctrie sa, jak widaé, przeksztalceniami liniowymi, ktore przeprowadzaja jedna
baz¢ ortonormalng w druga. Widzieliémy poprzednio przyklad takich przeksztalcen w § 1.4,
gdzie rozwazaliSmy obroty wektoréw bazy w tréjwymiarowej przestrzeni kartezjanskie).
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Zdefiniowalismy tam wektor jako trojke liczb x;, ktéra pod wplywem obrotu wektordw
bazy transformuje si¢ zgodnie z prawem

7
X; = E.a,-jxi,
t

gdzie wspolczynniki a;; spelniaja zwiazki

Y‘W N\
Lk_‘aikajk = Qb = (sij'

k

[Patrz réwnania (1.13)]. Niech teraz [Ul; = u;;, a wigc [UT]; = uf;. Reprezentacja
macierzowa réwnania operatorowego UUT = UtU = I ma postaé

[UUt], = }:u;ku};‘ = [UtU); = Xu,ﬁukj = 5. (4.16)
k K

W przestrzeni rzeczywistej z iloczynem wewngtrznym i4; = uf; i réwnanie (4.16) spro-
wadza sie do podanych wyzej zwiazkéw ortogonalnosci. W pewnym sensie przewidzieliSmy
ten wynik, nazywajac obroty wektoréw w trzech wymiarach transformaciami  ortogona-
inymi,

ZwréciliSmy réwniez uwage na fakt, Ze wszystkie wyznaczniki macierzy obrotdéw
z § 1.4 przyjmowaty wartos¢ 1. Uogdlnimy teraz ten wniosek.

Twierdzenie 4.15. Jesli A jest macierzg ortogonalng, to detd = + 1.

Dowdd. Jedli A jest macierza ortogonalng, to z definicji 474 = 7. Zatem

det(ATA) = detA7detd = (det4)? = 1 = detd = +1,

gdzie skorzystalismy z (3.17). c¢.b.d.o.

Warto$¢ + | odpowiada obrotowi, a — 1 odpowiada obrotowi polaczonemu z inwersja.
tzn. zamiang ukfadu wspéirzednych z lewoskretnego na prawoskretny. Jesli U jest macierza
unitarna, to podobny dowéd pokazuje, ze |detU| = 1, czyli detU = €', gdzie ¢ jest
dowolng liczba rzeczvwista (zadanie 1).

4.6. WARTOSCI I WEKTORY WLASNE PRZEKSZTALCEN
SAMOSPRZEZONYCH I IZOMETRYCZNYCH

Znalezlismy sig teraz w sytuacji dogodnej dla podania dowododw kilku ogdlnych twier-
dzeni dotyczgcych widm pewnych operatoréw liniowych. Twierdzenia te majg zasadnicze
znaczenic w mechanice kwantowej, gdzie czesto szukamy wartoSci wiasnych i wektordw
wlasnych operatoréw hermitowskich.

Twierdzenie 4.16. Jesli 4 iest przeksztatceniem liniowym samosprzezonym, to wszystkie
wartosci wlasne A4 sa rzeczywiste.

Dowdd. Wartosci wlasne A4 sg liczbami 2 spetniajgcymi 4x = Ax, gdzie x # 0. Zatem
(x, 4x) = (x, Ax) = A(x, x), a poniewaZ A jest samosprzezone, wigc

(x, Ax) = (Ax, x) = (x, x) = 7*(x, x).

Ponicwaz x jest wektorem wlasnym, x # 0, a stad (x, x) ¢ 0. Zatem A = /¥, co dowodzi
rzeczywistosci 4. ¢.b.d.o.
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Wynik ten jest trywialnym uogdlnieniem twierdzenia 4.12. Podaliémy oba twierdzenia
dla zademonstrowania alternatywnego dowodu, przytaczanego zwykle w mechanice
kwantowej i dla zebrania w jednym paragrafie wszystkich najwazniejszych wynikéw
dotyczacych widm zbadanych operatoréw. Przechodzimy teraz do widm izometrii.

Twierdzenie 4.17. Wszystkie wartoSci wlasne izometrii majg wartosci bezwzgledne
rowne 1.

Dowdd. Jesli U jest izometrig i Ux = Ax (x # 0), to

[xll = [|Ux]] = |Al lIx]l = [4] = 1,
poniewaz ||x|| # 0. c.b.d.o.

W dowodzie tego twierdzenia przyjelismy |[x]| = (x, x)2 5 0, bo x # 0, a iloczyn
wewnetrzny ma te wlasnosé, ze (x, x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.

Podamy teraz dowdd najwazniejszego twierdzenia dotyczacego wiasnosci widm roz-
wazanych przeksztalcen.

Twierdzenie 4.18. Jesli A jest operatorem samosprzgzonym lub izometrycznym, to
wektory wlasne 4 nalezgce do roZnych wartosci wlasnych sa ortogonalne.

Dowdd. Przypusémy, ze Ax; = A;x, 1 Axy = 2y%5, Ay # A5.

a) Jesli 4 jest samosprzezony, to

(x1, A%5) = Ax(xy, X3)
i jednoczesnie
(1, Ax) = (Axy, x3) = A1 (x5, X2) = A,(xy, X3),

bowiem 4 = A'ima wartosci wlasne rzeczywiste (twierdzenie 4.16). Stad (4; — 4,) (x, x,) =
= 0, a wigc zwazZywszy, ze A, # A,, musi zachodzi¢ (x, x;) = 0.
b) Jesli A jest izometrig, to

(o1, x2) = (Axy, Axy) = A (xy, X5) = (A2/21) (x4, X2),

poniewaZ na mocy twierdzenia 4.17 |A|* = A4* = 1 dla izometrii. Zatem, skoro 1; # 0,

mamy
(A= 42) (x4, x3) = 0.

Ale i, # 2,, co nam daje rownosé (x, x,) = 0. c.b.d.o.

Rozwigzujac réwnanie charakterystyczne dla przeksztalcenia samosprze¢zonego lub
izometrycznego n x n, dostajemy 72 warto$ci wlasnych. Jesli dowolne dwie z nich sa rézne,
odpowiadajace im wektory wlasne sg ortogonalne, a jesli wszystkie sa roézne, wszystkie
wektory wiasng sa ortogonalne i rozpinaja przestrzen, na ktdrej zdefiniowany jest operator.
Jesli k (k < n) sposrdd nich jest réwnych (= 4y), mozna pokazaé (twierdzenie 4.20), ze
istnicje wOwczas k liniowo niezaleznych (choé niekoniecznie ortogonalnych) wektoréw
whasnych nalezacych do A,. Oczywiscie wszystkie spoSréd tych k wektoréw wiasnych
sq ortogonalne do wszystkich (n— k) wektor6w wlasnych nalezacych do wartosci wlasnych
réznych od 4,. Metoda Grama-Schmidta mozna z tych k liniowo niezaleznych wektorow
wlasnych nalezacych do 7, utworzyé zbidr ortogonalny. Procedura ta jest czesto stosowana
w mechanice kwantowej w przypadku zdegenerowanych wartosci wiasnych. Podsumowujac
mozna powiedzie¢, ze dla przeksztalcen liniowych samosprzezonych i izometrycznych
algebraiczna krotnosé (liczba wskazujaca, ile razy dany pierwiastek powtarza si¢ w roz-
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wigzaniu rownania charakterystycznego) jest réwna krotnosci geometrycznej (ilosci
liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych odpowiadajacych temu pierwiastkowi). Dlatego
wekrory wilasne przeksztalcen liniowych samosprzgzonych i izometrycznych rozpinajq prze-
strzen 1 moina je wybraé w postaci zbioru ortonormalnego zupelnego. W nastepnym paragrafie
podamy dowdd tego podstawowego twierdzenia.

Spdjrzmy teraz na przyklad zastosowania poprzednich twierdzen.

Przyklad. Macierz obrotu i macierz Lorentza. Chcemy zbadaé macierz obrotu i macierz
Lorentza z punktu widzenia podanych twierdzert dotyczacych wartodci 1 wektorow wias-
nych. Dwuwymiarowa macierz obrotu, ktoéra oznaczamy symbolem R, ma postac

R={ cos¢ sinq';]

—sing  cos¢

Jak widzieliSmy w § 1.4, opisuje ona efekt wywolany obrotem bazy w przestrzeni wekto-
rowej. Macierz Lorentza opisuje wplyw transformacji Lorentza. Czytelnik z pewnoscia
dobrze zna réwnania Lorentza wiazgce ze sobg wspdlrzedne czasoprzestrzenne dwaoch
obserwatoréw poruszajacych sie wzgledem siebie ze stala predkoscia wzdluz wspolnej
0st x5 x3. W tym przypadku mamy

y e
;o T R @.17)
x3 = p(x3—vt), ' =p({t—ovxy/c?
gdziey = (1=p3)"12 |1 B=v/c.
Trensformacja opisywana réwnaniami (4.17) moze by¢ takZe wyrazona w postaci
macierzowej. Wykorzystuje sig przy tym podstawienie x, = ict. Jest ono o tyle uzasadnione,
ze wowcezas

4
Z x? = X3+ x2+x3—c?t?, 4.18)
i=1

a wielko$¢ ta jest niezmiennikiem w szczegdlnej teorii wzglednosei, wyrazajacym fakt
statosci predkosci $wiatlta w roznych ukladach odniesienia. Wspdlrzedne (x,, x5, X3, X4 =
= ict) sa nazywane wspolrzednymi w przestrzeni Minkowskiego. Jesli teraz zdefiniujemy
transformacj¢ Lorentza wzorem

u' = Lu,

gdzie u = (u,, up; us, tty) jest dowolnym czterowektorem w przestrzeni Minkowskiego,
a L jest macierza Lorentza

10 0 0
01 0 o0
= ; 4.19
L 00 y iyl (4.19)
0 0 —ify v

1o czytelnik moze latwo sprawdzi¢, ze wektor Lx jest doktadnie réwny przeksztalconemu
wektorowi x’, ktérego skladowe podane sa w rdwnaniach (4.17).
Wykonujgc podstawienie

y = —eee = cosha, (4.20)
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dostajemy prostg postaé parametryczng macierzy Lorentza. Zaréwno p, jak cosho przyj-
mujg wartosci z przedziatu od 1 (8 = 0) do o (w = ¢, f = 1). Stad

sinho = (COShza— 1)1/2 = ‘_:ﬂ:_:-
v/ l _ﬁz
oraz
x = artghfB.

Macierz L przechodzi przy tym podstawieniu w

10 0 0
01 0 0
0 0 cosha isinha
0 0 —isinha coshe

L=L = @.21)

Zbadajmy teraz ogdlne wlasnosci R i L. Zauwazmy najpierw, ze RTR = I'i LTL = 1,
tzn. macierz odwrotna do kazdej z nich jest r6wna transponowanej. Dla macierzy obrotu
wiasno$¢ ta wyraza fakt, Ze obrét odwrotny do obrotu R o kgt ¢ mozna otrzymaé zastepujac
¢ przez —¢, co jest rbwnowazne transponowaniu R. W przypadku transformacji Lorentza
z jej sensu fizycznego wynika, ze branie odwrotnosci polega na zastgpieniu v przez —v
(tzn. o przez —a) w macierzy L, co jest r6wnowaZne jej transponowaniu. Podsumowujac
mozemy powiedziel, Ze zaréwno R, jak L sa macierzami ortogonalnymi. Niemniej jednak,
wszystkie przytoczone twierdzenia odnosza si¢ wiasciwie do macierzy unitarnych, a wiec,
jesli chcemy wyciggnaé jakie$ ogélniejsze wnioski na temat R i L, musimy sprawdzié,
czy R i L maja silniejszg wlasno$¢ unitarnosci. Poniewaz elementy R sa rzeczywiste, R =
= Rt, a wiec natychmiast dostajemy RIR = 7, tzn. R jest istotnie macierza unitarna.
Natomiast LT # L, poniewaz elementy L s3 zespolone. Zwykle mnozZenie pozwala
stwierdzié, ze LTL # Ii L nie jest macierzg unitarng. Tak wiec nasze twierdzenia o trans-
-formacjach unitarnych nie dajg nam Zadnej informacji o L. Méwig nam jednak, jesli
chodzi o obroty, ze R musi mie¢ wartosci wlasne o module réwnym jednosci i wektory
wlasne wzajemnie do siebie ortogonalne (je$li wartosci wlasne sa rézne). Proste obliczenie
pokazuje, ze dwie warto$ci wlasne R s3 44+ = €®i A~ = e~ ¢ Odpowiadajace im wektory
wlasne sg x4 = (1,7) oraz x- = (1, —i). Tak wiec

(151 = le*®] = 1,
zgodnie z teza twierdzenia 4.17 i
(x+,x) =0,
zgodnie z twierdzeniem 4.18.

Cheac uzyska¢ podobne informacje na temat L musimy oprzec si¢ na twierdzeniach
nie bazujacych na unitarnoéci. Nie trzeba daleko szukaé, jako ze Lt = L, tzn. L jest
macierza samosprzezong. Natychmiast mozemy stad wywnioskowa¢, ze wartosci wlasne L
sg rzeczywiste (twierdzenie 4.12) 1 ze wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom
wlasnym sa ortogonalne (twierdzenie 4.18). Bezposredni rachunek (zadanie 16) wykazuje,
ze wartosci wlasne L sg A, =1, A, =1, A+ = cosha+sinha i Z- = cosha—sinh«.
Wszystkie one sg rzeczywiste, jak mozna bylo oczekiwa¢ na podstawie twierdzenia 4.12.
Odpowiadajgce im wektory wlasne, x, = (1,0,0,0), x, = (0,1,0,0), xo. = (0,0, 1,1)
oraz x_ = (0, 0, 1, —i), sg ortogonalne, zgodnie z twierdzeniem 4.18. Tak wigc, zZ hermi-
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towskosci macierzy L wynikaja wszystkie jej wlasno$ci spektralne. Natomiast ortogo-
nalno$¢ L nic nam dotychczas nie dala. Jedyny uzyteczny zwigzek wynikajacy z ortogo-
nalnosci — to det L = +1 (twicrdzenie 4.15). Zwigzek ten jest prawdziwy réwniez dla R
(tzn. detR = =+ 1), poniewaz R jest nic tylko unitarne, ale i ortogonalne. Zauwazmy,
Ze wyznacznik tak macierzy obrotu, jak 1 macierzy Lorentza rowny jest iloczynowi wartosci
wlasnych, czego nalezalo oczekiwal zwazywszy, Ze wyznacznik jest niezmiennikiem
transformacji podobiciistwa (twierdzenie 3.13). Czytelnik moze tatwo sprawdzi¢, ze w tym
przypadku $lad jest réwnicz niczmiennikiem transformacji podobiesistwa (twierdzenie 3.14).
Poniewaz wydaje si¢, zc pomiedzy macierzami unitarnymi i ortogonalnymi jest nie-
wiclka roznica, nicktdrzy czytelnicy mogy by< zaskoczeni, Ze tak niewiele waznych wnios-
k6w dalo sie wyciggnaé z ortogonalnosci L. Mozna by mysleé, ze klopoty z zespolonymi
macierzami ortogonalnymi w rodzaju L biorg si¢ z uzywanej przez nas postaci iloczynu
wewngtrznego (zawicrajacego asymetryczng operacje sprzeZenia zespoloniego) 1, ze gdy-
bySmy wprowadzili zwykly iloczyn wewnctrzny typu euklidesowskiego, na przykiad
n
Lo, 0] = > &t 4.22)
i=1
mogliby$my zachowa¢ niektdére twicrdzenia. Przy braku sprzezenia zespolonego rezygnu-
jemy z pewnych wlasnosci zwyklego iloczynu wewnetrznego, w szczegélnosci z dodatnie;j
okreslonosci. Jednakize pseudoitoczyn wewnetrzny zdefiniowany réwnaniem (4.22) ma
pewne atrakcvine wiasnosci. Jest liniowy

[x+y, 2] = [x, 21+ [y, z], (4.23)

jest symetryczny:
[x, 3] = [y, x] (4.24)

1 jest jednorodny:
[ox, ¥] = afx, y]. (4.25

Zauwazmy, ze W rzeczywistej przestrzeni wektorowej wlasnosci te niczym si¢ nie rdznig
od otrzymanych z aksjomatow (1) i (2) w definicji 4.1. Opicrajgc sig na tych ogbéinych
wlasno$ciach, czytelnik mozZc zbadaé przestrzenic z pseudoiloczynem wewnetrznym, ko-
rzystajac z naszego schematu postepowania przy przestrzeniach z iloczynem wewnetrznym.
W przestrzeniach z pseudoiloczynem wewngtrznym mozna znalezé wicle bliskich analogii
z wynikami tego i poprzednich paragraféw.

Podstawowym problemem geometrycznym w takich przestrzeniach jest wyjasnienie
roli wektora o zerowej dlugosdci, tzn, wektora x # O speiniajacego [x, x] = 0. W teorii
operatoréw kluczowg wage ma definicja operatora transponowanego, AT, dla ktérego
[x, Ay] = [A"x, y] dla kazdcgo x, v. W reprezentacji macierzowej 4 ma dokladnie taka
postaé, jakiej nalezaloby oczckiwaé i badanie macierzy symetrycznych (ST = §) i ortogo-
nalnych (¢7€¢ = I) przebiega w sposob podobny do zademonstrowanego w tym paragrafie,
z wyjatkiem pewnych klopotdéw zwigzanych z istnieniem wektordw o zerowej diugosci.
Jednym z wynikéw jest fakt, ze wektory wlasne macierzy symetrycznej nalezace do réznych
wartoéci wiasnych sg pseudoortogonalne, tzn. jesli wektory te oznaczymy przez x, i x,,
to [x;, x.] = 0. Zauwazmy, Zc wartosci wlasne operatcra symetrycznego nie muszg byc
rzeczywiste w dowolnej (zespolonej) przestrzeni wektorowej. Réwniez, jesli € jest macicrza
ortogonaing (tak jak macicrz Lorentza), to kazda jej warto$é wlasna nalezaca do niczero-
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wego wektora wlasnego jest rowna 1 lub —1. Wyprowadzenie tych i innych wnioskow
pozostawiamy czytelnikom w formic zadania (zadanie 4.27). Przy jego rozwigzywaniu
okazuje si¢, Zze twierdzenia otrzymywane dla operatoréw ortogonalnych w przestrzeni
z pseudoiloczynem wewnetrznym sa duzo stabsze niz twierdzenia dotyczace operatordw
unitarnych w przestrzeni z prawdziwym iloczynem wewnegtrznym.

Zamykamy ten paragraf poswigcony teorii spektralnej ciekawym uogélnieniem, zawie-
rajgcym poprzednic twierdzenia jako przypadki szczegblne. Wykazuje ono, 7¢ w gruncie
rzeczy wyniki dotychczasowe zalezaly tylko od tego, czy badane przeksztalcenie liniowe
komutowalo z przeksztalceniem sprzezonym do niego.

Definicja 4.8. Przeksztalcenie liniowe nazywamy normaluym wtedy i tylko wtedy, gdy
AAT = At4.

Wszystkie przeksztalcenia liniowe samosprze¢zone (hermitowskie i symetryczne) oraz
izometryczne (unitarne i rzeczywiste ortogonalne) sa normalne. Ponadto operatory anty-
samosprzezone [antysymetryczne (A4 = —AT) i antyhermitowskie (4 = —4%)] sa nor-
malne.

Twierdzenie 4.19. Jedli A jest normalne, to jego wektory wiasne nalezyce do réznych
wartosci wlasnych sa ortogonalne.

Dowdd. Pokazemy najpierw, Ze je$li A jest normalne, to

Ax = ix < Alx = F*x.
Z normalnosci 4 wynika, ze
[|4x]]? = (dx, Ax) = (A14dx, x) = (A4tx, x) = (4A%x, ATx) = ||4%x]|>

PoniewaZ A jest normalne, to i (4~ 2) jest normalne i zwazywszy, ze (4 —2)F = A*= )%,
zastepujac 4 przez (4—7) w powyzszym zwigzku, dostajemy
dx—Zix|]? = ||ATx = 2%x]|2.
Wynika stad natychmiast, Ze
Ax = ix o Alx = 2¥x

Mozemy teraz podaé dowdd samego twierdzenia. Niech Ax, = 2;x,, Ax, = A,x,.
Wowczas
(x1, Ax;3) = 4,0y, X3)

(1, Ax) = (Afxy, xp) = (2fxy, x3) = £,(xy, X2).
Zatem
(Ar—42) (x¢, x3) = 0= (x,, x2) =0,
jezeli Ay # 4,. c.b.d.o.
Dowoing macierz 4 mozna rozlozy¢ na sum¢ macierzy samosprzgZonej i antysamo-
sprzezonej, dzieki tozsamosci

I 1
A= (A+ AN+ --(4- 4Y):
5 (A AY -5 (4—47)
. . . 1 . .
tutay 7(A+A’f) Jest samosprzezone, i = (4 — AT) — antysamosprzgzone. Mozemy réwnieZ
roztozy¢ A nastgpujgco:

A= i(AT— A); . (4.26)

SN B
Z(ATAT)}-H 5
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1 W 1
Wéwcezas zarowno B = 7(A+A1‘), jak i C = —2—1'(A*-—A) s3 hermitowskie. Zauwazmy,

ze Bi C komutuja ze soba wtedy i tylko wtedy, gdy 4 1 4t komutuja, tzn. gdy A4 jest nor-
malne. Rozklad ten jest operatorowym analogonem rozkladu liczby zespolonej na czgs¢
rzeczywista i urojona.

4.7. DIAGONALIZACJA

Zdiagonalizowanie macierzy jest rownowazne znalezieniu jej wartosci wilasnych —
sa one po prostu elementami diagonalnymi. Tak wigc rozwiazanie problemu fizycznego
czesto wymaga diagonalizacji pewnej macierzy. W mechanice klasycznej mozna diago-
nalizowac tensor momentu bezwladnosci (1.98), a w mechanice kwantowej po zdiagonali-
zowaniu reprezentacji macierzowej operatora odpowiadajacego jakiej$ obserwabli elementy
diagonalne odpowiadaja mozliwym wynikom pomiaru tej obserwabli.

Widzielismy, Zze n wektorow wiasnych normalnej macierzy 4 o wymiarach # x n majacej
niezdegenerowane widmo (tzn. n réznych wartosci wlasnych) jest ortogonalnych. Sa one
zatem liniowo niezalezne i rozpinaja przestrzen, a wigc na mocy twierdzenia 3.16 mozna
zbudowaé macierz diagonalizujacag P, biorgc i-ty wektor wlasny jako i-ta kolumne P.
Wdowezas

(P1AP);; = 2;6;;.

Latwo zauwazyé, ze macierz diagonalizujaca, P, jest macierza unitarng. Niech

P11 P12+ Pin
p= P?1 P22 P:zn
pnl an"-pnn

W notacji uzywanej w twierdzeniu 3.16, X; = (py;, ..., Pni) jest i-tym wektorem wlasnym.
Mamy prawo zalozy¢, Ze jest on unormowany. Poniewaz wektory wlasne sa ortogonalne,
wiec

X, X5) = pripkj = 51‘,',
k=1

co w zapisie macierzowym ma posta¢ PtP = I, a wigc P jest unitarna.

Fakt, ze macierz normalna o réznych wartosciach wlasnych moze byé zdiagonalizowana
przez unitarng transformacj¢ podobienstwa, stanowi bardzo wazny wynik. Natomiast
ograniczenie jedynie do widm niezdegenerowanych jest ograniczeniem silnym, bowiem
w wigkszoscl sytuacji w fizyce mamy do czynienia z widmami zdegenerowanymi. Bytoby
zatem korzystne usungé to ograniczenie, a przy tym sa przestanki, Ze istotnie moZna je
usunal, pozostawiajac resztg twierdzemia bez zmian.

Rozwazmy przypadek macierzy hermitowskich. Jesli wartosci wlasne macierzy hermi-
towskiej 4 nie sg rézne, mozna nieco zaburzy¢ elementy 4, dodajac macierz hermitowska
84 taka, zeby wypadkowa macierz hermitowska 4+ 84 miala rézne wartosci wlasne.
Sytuacja taka jest znana w mechanice kwantowej, gd.ie uwzglednienie zaniedbanego
poczatkowo zaburzenia (np. pola magnetycznego) usuwa zdegenerowanie widma.
Po usunigciu degeneracji wszystkie wartosci wlasne sa rézne, stosuje si¢ cale poprzednie
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rozumowanie I wiemy, Ze istnieje transformacja podobiefistwa diagonalizujagca macierz
A+384. Dopdki 04 jest rézne od zera i wartoéci wlasne s3 rézne wiemy, ze odpowiadajace
im wektory wlasne sa ortogonalne, poniewaz 4+ JdA4 jest hermitowskie. Skoro wektory
wlasne musza by¢ ortogonalne dla dowolnie malych, ale niezerowych 84, sensowng rzecza
Jest przyjaé, ze gdy z 64 przejdziemy do zera, nie stana si¢ one nagle liniowo zalezne.
Dlatego mozna oczekiwacé, ze przy 64 — 0 mamy nadal petny zbiér & liniowo niezaleznych.
wektorow wlasnych dla k-krotnego picrwiastka wielomianu charakterystycznego, a zatem,
Ze istnieje unitarna transformacja podobienstwa diagonalizujgca A*.

Podamy teraz dowdd, Ze unitarna macierz diagonalizujaca da si¢ skonstruowaé dla
dowolnej macierzy hermitowskiej niezaleznie od tego, czy jej wartosci wlasne powtarzajg
si¢, czy nie.

" Twierdzenie 4.20. Kazda macierz hermitowska 4 moze byé sprowadzona do postaci
diagonalnej przez unitarng transformacje podobienstwa, tzn. istnieje unitarna macierz
U taka, ze U"'AU jest macierza diagonalna (o elementach diagonalnych bedacych
wartosciami wlasnymi 4).

Dowdd. Podamy dowéd indukceyjny, zaczynajac od przypadku 2x2, Innymi stowy,
dowiedziemy explicite prawdziwosci twierdzenia dla macierzy 2 x 2, a nastepnie, zakladajac
prawdziwos$¢ dla przypadku (n—1) x (n—1), pokazemy, Ze twierdzenie jest réwniez stuszne
dla nxn. Taka procedura gwarantuje stuszno$¢ twierdzenia dia kazdego ». Moglibyémy
oczywiscie rozpoczaé dowdd indukcyjny od macierzy hermitowskiej 1x 1 (tzn. macierzy
skladajacej si¢ z jednego elementu rzeczywistego). WybraliSmy macierz 2 x 2, poniewaz
jest najmniejsza macierza mogaca mie¢ warto$¢ wlasna o krotno$ci wickszej niz 1, a wiec
przyklad ten jest bardziej obrazowy.

Wiemy, Ze twierdzenie jest stluszne ogdlnie, a w szczegblnoéci dla macierzy 2x 2,
gdy wartosci wlasne sa rézne. W przypadku zdegenerowanym 2 x 2, jesli wartosci wlasne
nie sa réZne, to musza by¢ rowne sobie. Oczywiscie sytuacja taka moze zaj$c jedynie, jezeli
macierz A jest postaci diagonalnej

a 0
|

(Jesli czytelnik ma ochote to sprawdzié, moze rozwigza¢ réwnanie charakterystyczne
najogolniejszej macierzy hermitowskiej 2 x 2

a b
A=_b* cl’

gdzie a 1 ¢ sa rzeczywiste). Wowczas dowolny wektor jest wektorem wlasnym macierzy
a 01[x, Xy
=a .
0 ajflx, X,

* Z fizyki wiemy, Ze je$li zaburzenie 64 zostaje wylaczone powoli i ostroznie, tzn. adiebatycznie,
to liczby kwantowe nie ulegna zmianie; sa one tzw. niezmiennikami adiabatycznymi. (W rzeczywistosci
ten wlasnie fakt doprowadzit Bohra i Sommerfelda do skwantowania klasycznych calek dzialania. o ktorych
wiedziano, Zze sa niezmiennikami adiabatycznymi). Fakt, Ze liczby kwantowe nie zmieniaja si¢, oznacza

stalos¢ wektorow wlasnych przy adiabatycznym wylaczaniu zaburzenia. Nie ma zatem niebezpieczenstwa,
7e wektory wlasne, ortogonalne caly czas przy 84-# 0, stana si¢ liniowo zaleine przy 64 — 0.
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Tak wigc mamy prawo wybraé¢ dwa ortonormalne wektory, na przyklad

S
o-fs |

jest operatorem unitarnym, ktéry ,,sprowadza” A4 do postaci diagonalnej przez transfor-
macj¢ podobienstwa. (Oczywiscie 4 mialo od poczatku postaé diagonalng). Innych mozli-
woscei w przypadku 2 x 2 nie ma. Podamy teraz dowéd przez indukcje dla macierzy nxn.

Zatozmy, ze kazda macierz hermitowska (n—1)x (#—1) moze by¢ zdiagonalizowana
przez unitarna transformacje podobienistwa. Niech A, bedzie dowolna wartoscia wlasna 4
a odpowiadajacy jej unormowany wektor wlasny oznaczmy

a stad operator

‘vl = ('vll:z"ZIa ..-,'U,u)'

Utwoérzmy teraz operator unitarny ¥, wybierajac wektor v, jako pierwsza kolumng V,
a jako pozostate n— 1 kolumn — zbidr n— 1 wektorow ortonormalnych, z ktérych wszystkie
sa ortogonalne do v,. Mamy wigc

V= (vilvip] ... |2},
gdzie v;; tworzy wektor j-tej kolumny i Ao, = A,v; (to znaczy Zaklv,, = 1,74,) oraz
7
(vis r‘."j) = (SiJ"
Obliczmy teraz macierz ¥~'4V. Elementy jej sa dane wzorem
(V-lAV)',' = (V"'AV)_“ = ‘1’;?‘ Q1045 (4.27)
e 0= Y

a w szczegdlnosci

y-1avy, = Z‘Uﬂzau‘vu = Z‘vz‘izl‘vkl = A, 0;y.
k

k [}
Poniewaz

V1AV = Vigi(V-O)t = V=14V,
wigc ¥ ~' AV jest hermitowskie 1
V14V) = (A, 6,)* = 2,65
dzieki rzeczywistosci wartosci wlasnych. W rezultacie macierz V=14V ma postaé

0 0..0

Ay
0
0

V7IAV =

I
NS

0 |
gdzie A’ jest macierza hermitowska (n— 1) x (n— 1) o elementach danych rownaniem (4.27).
Z zalozenia indukeyjnosci 4’ mozna zdiagonalizowa¢ macierza unitarng ¥’ o wymiarach
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(n—1)x@m—1), tzn. (F')"*A'V’ jest diagonalne. Zatem (n X n)-wymiarowa macierz B =
= V14V moze by¢ zdiagonalizowana.

Pozostaje jedynie problem, czy istnieje pojedyncza unitarna macierz diagonalizujaca
dla 4. Dla dopeinienia konstrukcji definiujemy macierz unitarng

1 0..0
()

W= -
0

Wéwczas, poniewaz (V') 14'V’ jest (z zatozenia) diagonalne, wigc
W-1BW = WiBW
bedzie diagonalne. Ale
WBW = WIV-IAVW = (VW) AVW) = U-14U,
gdzie U = VW. Unitarno$¢ U wynika z unitarnosci ¥V i W, bo
Ut= (YWt = Wivt = W-iV-1 = YW) ! = UL,

PodaliSmy zatem explicite konstrukcje unitarnej macierzy U, diagonalizujgcej dowolna
macierz hermitowska przez transformacje podobiefistwa. Tym samym dowodd zostat
zakoniczony.

Wynika stad, ze zawsze mozna znaleZ¢ zbiér ortonormalny zupeiny wektoréw tworzacy
baze, w ktorej macierz hermitowska przeksztalcenia liniowego A jest diagonalna. Dowéd
nasz wskazuje réwniez na fakt, Zze dla kazdej zdegenerowanej wartosci wlasnej 4, o krot-
nosci algebraicznej & (k < #) mozna znalezé k liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych
nalezacych do niej. Mozna sig o tym przekona¢ albo bezposrednio, badajac proces kon-
strukcji przedstawiony w twierdzeniu, albo teZz spostrzegajac, ze wyznacznik macierzy
unitarnejy ma zawsze warto$¢ bezwzglgdna réwna jeden, a wigc nigdy nie jest zerem. Zatem
wektory utworzone z kolumn przeksztalcenia A4, ktore sa jego wektorami wiasnymi,
musza by¢ liniowo niezalezne na mocy wlasnosci (8) wyznacznikéw (§ 3.8). Tak wigc
krotno$é algebraiczna jest réwna geometrycznej dla operatoréw hermitowskich; wektory
wlasne operatora hermitowskiego tworza uklad zupeiny.

Twierdzenie to sformulowali$my dla macierzy hermitowskich i unitarnych transformacji
podobienstwa. Niemniej jednak, jak mozna sprawdzi¢, dowdd da si¢ zmodyfikowaé (przez
ominigcie jedynie sprzezen zespolonych i zastgpienie krzyzy przez symbole transpo-
zycji), dajac nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.21. Kazda (rzeczywista) macierz symetryczng mozna sprowadzi¢ do
postaci diagonalnej poprzez rzeczywistg ortogonalna transformacje podobieristwa.

Pokazalismy juz, Ze kazda macierz 4 mozZna zapisaé jako sume dwéch macierzy her-
mitowskich: 4 = B+iC (réwnanie 4.26). DowiedliSmy teraz, ze kazda macierz hermi-
towska moze by¢ zdiagonalizowana przez unitarng transformacj¢ podobienstwa. Stosujac
ten wniosek do Bi C, chciatoby si¢ zapytaé: Dlaczego nie mozna dowie$é, ze kazda macierz
(4), hermitowska lub nie, moZe by¢ ta droga zdiagonalizowana? OdpowiedZ brzmi,
ze diagonalizacja B jest dokonywana w specjalnej bazie — bazie wektoréw- wlasnych
B — a nie ma powodu przypuszczal, ze baza, w ktérej B przyjmuje postaé diagonalng,
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sprowadzi nam réwnoczesnie C do takicj postaci lub, innymi stowy, Ze wektory wlasne B
beda takze wektorami wiasnymi C. Niemniej jednak, jesli B i C posiadajg wspdlny zbiér
wektoréw wihasnych, moina zdiagonalizowaé jednocze$nie B 1 C przy pomocy jednej
transformacji podobienistwa, a wigc 4 jest diagonalizowalne. Kaze nam to poszuka¢ wa-
runkéw na dwie macierze hermitowskie, gwarantujacych ich jednoczesng diagonalizowal-
no$é. Nastepujgce twierdzenie, rdwniez bardzo wazne w teorii kwantowej, podaje taki
warunek.

Twierdzenie 4.22. Dwie macierze hermitowskie B 1 C komutuja wtedy i tylko wtedy,
gdy majg wspdlny zbiér wektorow wlasnych i tworzy on ukiad ortonormalny zupelny,

Dowdd.

1. Przypusémy, z¢ istnieje wspdlny ortonormalny zupelny zbiér wektoréw wlasnych
{x;}. Wowcezas Bx; = b;x;1 Cx; = ¢;x;. Zatem BCx; = B(¢;x;) = ¢;Bx; = ¢:b;x; i podo-
bnie CBx; = ¢;b;x;. Stad (BC—CB)x; = 0, dla kazdego x;. Alc x; rozpinajg prze-
strzeft, a wiec (BC—CB)x = 0 dla kazdego x, skad BC = CB.

2. Czeka nas leraz trudniejsza ,,polowa’ twierdzenia: Zatéimy, ze BC = CBi1 Bx; =
= b,x;, gdzie wektory x; sa ortonormalne. Wowczas

CBx; = b,-Cx; = B(CX,') = b,-(Cx,-),

skad wynika, ze Cx; jest wektorem wlasnym B, odpowiadajacym wartosci wilasnej b;.
Sg teraz dwie mozliwosci.

i} Widmo nie jest zdegenerowane, czyli krotino$¢ wszystkich b; jest réwna jeden. Wow-
¢zas dla kazdego /, Cx; musi by¢ rowne stalej pomnozonej przez x,:Cx; = ¢;X;, tzn. x;
jest wektorem wlasnym C nalezacym do wartosci wlasnej ¢;, co koficzy dowdéd.

ii) Widmo jest zdegenerowane, tzn. istnieja wartoSci wilasne b; o krotnosci m > 1.
Zatem musi istnieé m wektoréow wilasnych, (Cx{P, Cx®, ..., Cx®, ..., Cxf™), nale-
zacych do wartosci wlasnej b;, z ktorych kazdy jest kombinacja liniowg m liniowo nie-
zaleznych wektordw wiasnych (x{, ..., xf®, ..., x{™), takie nalezacych do b;. Wybie-
rzemy x{* tak, aby tworzyly zbiér ortonormalny i zapiszemy tc kombinacje liniowe
w postaci

m
— .
1)
Cx{P = Z a; xP,
=1
m
ngk) = ajkxgj), ) (4.28)
i=1
m
(my __ (
Cxi ) = >_J aj,,,x,'n.

(.
[

Jak czytelnik moze sprawdzié, macierz wspétczynnikéw (o;;) jest hermitowska.
Gdy brak degeneracji, m = 1 dla kazdego i. Zatem badanie przypadku zdegenerowanego
zawiera juz przypadek bez degeneracji. Cheemy teraz znalezé takie kombinacje liniowe
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wektoréw wilasnych B, x{, nalezacych do b;, ktdre sg réwnocze$nie wektorami wlasnymi
C. Gdyby kombinagcja liniowa
m
‘ka;g‘)
k=1
miala by¢ wektorem wlasnym C (tak jak jest nim dla B), bytoby potrzeba, aby wyrazenie
m m
) )
Z YeXi ) Zl Vi Xi

bylo postaci

m
oY 7).
j=1

Jest to mozliwe, o ile istnieja wspolczynniki y, takie, ze

m

Zajk"/k = ¢y;. (4.29)

k=1
Ale jest to dokladnie problem wektoréw i warto$ci wlasnych macierzy hermitowskiej (o)
o wymiarach mxm. Wiemy, ze istnieje m liniowo niezaleznych rozwigzan (weklorow
wlasnych), ktére mozna tak wybraé, aby tworzyly zbiér ortonormalny. Znajdujemy wigc
m wartoSci wlasnych, ¢,, sposrod ktérych niektére mogag by¢ rowne i m ortonormainych
wektoréw wlasnych, y®, i ostatecznie mamy m kombinacji liniowych

m
W= Y AP,
k=1
ktére sa ortonormalnymi wektorami wiasnymi réwnoczesnic macierzy B i C, co czytelnik
moze fatwo sprawdzic. c.b.d.o.

W mechanice kwantowej twierdzenie to (w rzeczywisto$ci uogdélnienie twierdzenia na
przypadek nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni) dowodzi na przykiad, ze operatory
H (hamiltonian), L? (kwadrat catkowitego momentu pedu) i L. (zetowa skfadowa momentu
pedu), komutujace ze sobg parami, posiadajg wspdlny zbidr wektoréw wlasnych, a wigc
odpowiadajgce im obserwable moga by¢ zmierzone jednoczesnie. Wynika z niego réwnieZ,
Ze px 1 x nie moga by¢ jednocze$nie zmierzone.

Chociaz podaliSmy dowdd twierdzenia dla dwoch macierzy hermitowskich ze wzgledu
na ich duze znaczenie w teorii kwantowej, jest ono oczywiscie stuszne rowniez dla (rzeczy-
wistych) macierzy symetrycznych. Wystarczy tylko opusci¢ sprzgzenia zespolone i stowo
,,hermitowski”® zastgpowaé wszedzie przez ,,symetryczny”.

Uog6lnimy teraz poprzedni wynik dotyczacy diagonalizowalno$ci macierzy hermi.
towskie. (twierdzenie 4.20), a jednocze$nie scharakteryzujemy S$cisle klas¢ macierzy,
ktére mozna zdiagonalizowa¢ unitarna transformacja podobienstwa.

Twierdzenie 4.23. Maciecrz A moZe by¢ sprowadzona do postaci diagonalnej przez
unitarng transformacje podobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalna.

Dowdd. Kazdg macierz A mozna roztozyé na sume¢ dwoch macierzy hermitowskich;
zgodnie z (4.26)

A = B+iC,
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gdzie B i C sa hermitowskie. 4 moze by¢ zdiagonalizowana przez unitarna transformacje
podobiefistwa wtedy i tylko wtedy, gdy mozna nig zdiagonalizowa¢ jednoczesnie macierze
Bi C, a warunkiem koniecznym i dostatecznym na to jest komutowanie B i C (twierdzenie
4.22). Ale, jak zauwazyliémy w zwiazku z (4.26), B i C komutuja wtedy i tylko wtedy,
gdy A4 1 At komutyja, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy A4 jest normalna. Zatem warunkiem
koniecznym i dostatecznym diagonalizowalnosci macierzy unitarna transformacja podo-
bienistwa jest jej normalno$é. ¢.b.d.o.

Twierdzenie to mdowi nam, ze kazda macierz unitarna moze by¢ zdiagonalizowana
uunitarng transformacja podobienistwa. Rzeczywista macierz ortogonalna jest oczywiscie
magcierzg unitarng, a wigc powyZsze stwierdzenie takze ja obejmuje. Zauwazmy jednak,
ze macierz diagonalizujaca bedzie na ogdt macierza unitarng, a nie rzeczywista ortogonalna.
Na przykiad macierz obrotu jest rzeczywista i ortogonalna, ale moze by¢ zdiagonalizowana
tvlko przez macierz unitarng.

Sytuacja jest tu przeciwna niz dla macierzy symetrycznych. Macierz symetryczna jako
hermitowska moze by¢ zdiagonalizowana macierza unitarng. Ale poniewaZz wartoscl
wlasne macierzy symetrycznej sg rzeczywiste, diagonalizujaca ja macierz unitarna jest
w- gruncie rzeczy rzeczywista ortogonalna. Niemniej jednak, wartosci wlasne rzeczywistej
macierzy ortogonalnej sg na og6l zespolone, a wiec diagonalizujacej ja macierzy unitarnej
nie da sig zwykle wybraé w postaci rzeczywistej ortogonalnej.

4.8. O ROZWIAZALNOSCI ROWNAN LINJOWYCH*

W kilku ostatnich paragrafach omawiali§my do$¢ szczegélowo operatory samosprz¢-
zone. W tym paragrafic chcemy otrzymaé zwiazki pomigdzy wlasnosciami operatora
liniowego A i sprzezonego do niego operatora AT. Bedziemy z wynikow tych korzystac
w teorii rownan catkowych (rozdziat 8). Zacznijmy od prostego spostrzezenia:

Twierdzenie 4.24. Je$li A4, operator liniowy w skonczonej przestrzeni wektorowej,
ma wartosci wigsne 2;, to At ma wartoéci wilasne Af.

Dowdd. “Jezeli A nalezy do widma A4, to det(4d—Al) = 0. Z ogdlnego zwigzku

det[(4—AD1} = [det(4 - 2D}*
wynika natychmiast, ze
det(At—A*I) = 0,
co oznacza, ze A* nalezy do widma A¥. ¢.b.d.o.

Ciekawszy jest wynik dotyczacy wlasnosei ortogonalnosci wektoréw wiasaych A4 1 A%,
Nastepujace bardzo pozyteczne twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia 4.18.

Twierdzenie 4.25. Niech {4,} bedzie widmem 4 (a wiec {AF} widmem At). Woéwczas,
jezeli ¢; jest dowolna funkcja wlasna 4 nalezaca do 4;, a y; — dowolna funkcja wiasng At
nalezacg do A¥, to (y;, ¢;) = 0, jesli tylko A4; # 4;.

Dowéd. Zachodzi réwnosé Ap; = A;¢;. Mnozymy ja (w sensie iloczynu wewnetrznego)
lewostronnie przez y;

(i, Ad)) = lj(‘}’i; é,),
* Material z tego paragrafu bedzie potrzebny dopiero w rozdziale 8.
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a stad
(Aty;, &) — Ai(pi, ¢;) = 0.
Ale Aty; = Afy;, a wige
(li—4)) (v, ¢)) = 0.
Jezeli 4; # A;, to (i, ¢;) = 0, zgodnie z teza twierdzenia. c.b.d.o.

Dla macierzy samosprzgzonej 4 potrafiliSmy pokazac, ze kazda warto$¢ wlasna z widma
A o krotnosici algebraicznej m > 1 ma dokladnie m liniowo niezaleznych wektorow wias-
nych. Nie jest to prawda dla dowolnej macierzy, ale zachodzi nastepujace zwigzane z tym
twierdzenie.

Twicrdzenie 4.26. Niech A bedzie operatorem liniowym w skoficzenie wymiarowe;j
przestrzeni wektorowej i niech 2 bedzie wartoécia wlasna A4, a A* odpowiadajgcy jej war-
toscig wlasng At. Wowczas, jesli istnieje 4 niezaleznych liniowo wektoréw wlasnych ¢;
nalezacych do 4, to-istnieje réwniez u niezaleznych liniowo wektoréw wlasnych y; nalezg-
cych do 2*. Zauwazmy, Zze x4 moze by¢ mniejsze niz m, algebraiczna krotno$¢ A(i A¥).

Dowdd. Przede wszystkim mozemy wybraé zbiér {¢;} tak, aby byl ortonormalny;
gdyby wybrany zbiér nie mial tej wlasnosci, zastosowaliby$Smy metode Grama-Schmidta
w oparciu o fakt, ze je$li @, i ¢, sa wektorami wiasnymi nalezacymi do 4, to ag; + B¢,
réwniez nalezy do A. To samo dotyczy zbioru {y;}. Zakladamy wigc, Ze mamy do czynienia
ze zbiorami orrenormalnymi. Oznaczmy przez o liczbg elementéw {¢;} i przez » liczbg
elementéw {y;}. Chcemy pokazaé, ze u = ».

Zalézmy najpierw, ze » > yu i zdefiniuyjmy operator B wzorem

”
Bx = Ax+ (i, X),

B jest oczywiscie operatorem liniowym. Pokazemy teraz, Ze 2 nie jest wartoScig wlasna B.
Rozwazmy réwnosé

Bx = ix,
czyli
"
Ax+ Z ¥i@, x) = Ax. (4.30)
Jj=1

Mnozac ja lewostronnie (w sensie iloczynu wewngtrznego) przez w,, dostajemy

W AX)+ D (o ) 61> %) = Apes ).

Ale (yi, v;) = i, a wige
W AX)+ (b1 X) = Myprox), k=1,2,..,u
lub
(@, x) = A(yx, X)— (A, X).
Jednakze Aty, = i*y,, a wige
(br> %) = M, )— W9, ) =0, k=1,2,...,p4. 4.31)
Powracajac do (4.30), widzimy, Ze

-

Ax = ix.
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Ale skoro x jest wektorem wlasnym A nalezacym do wartosei wlasnej Z, mozna go zapisaé
jako

"
]
x= > ;.
=1

Uzycie (4.31) wraz z warunkiem ortonormalnosci ¢; daje
G =(p,x)=0, k=1,2,..,4.
Zatem x = 0. Poniewaz pokazalismy, Ze z réwnosci (B—Al)x = 0 wynika x = 0, wigc
na mocy twierdzenia 3.7 istnieje operator odwrotny do (B— Al), a w szczegblno$ci mozna
rozwigzaé réwnanie niejednorodne
. (B—1Dx = vy,,
ktore przepisujemy w postaci

-~

un
h‘ -~
Ax + E_wj(d)j, X)— Ax = p,.

=1

Po pomnozeniu lewostronnie przez y, dostajemy

(!i"'r: Ax)_l(Ww x) = la
gdzie czton zawierajacy sumowanie znika dzigki zaloZzeniu » > u. Poniewaz Aty, = A¥p,,
wnioskujemy, Ze

(¥, x)—= A0y, x) = 1,
czyli 0 = I, co jest jawna sprzecznoscig. Stad wniosek, Ze nasze poczatkowe zatoZenie
(v > w) jest falszywe. Zatem p = v. Podobna argumentacja, oparta na operatorze C
zdefmiowanym wzorem

e

Cx = Aix+ ‘(f)j('tpj, X),

AN

-~
[

pokazuje, ze 4 > » nie mozc byé roéwnieZ speinione, a wigc pozostaje nam tylko u = ».
c.b.d.o.

Podkres$lamy przy tym powtérnie, Ze choé u = », to 4 moze byé mnigjsze (ale nic
wieksze) od m, algebraicznej krotnosci 2 i 2*. W oparciu ¢ ten wynik moZemy otrzymac
wazne uogolnienie twierdzenia 3.17.

Twierdzenie 4.27. W skoficzenie wymiarowej przestrzeni wektorowej rownanic

A-iDx =y
ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy (y;, y) = 0 dla kazdego u; spelniajacego
(At—2*Dy; = 0.
Dowdd. Twierdzenie to wynika z poprzedniego. Ustalilimy tam, Zc jezeli
Ap;= 2P, (=1,2,..., )

Aty = Ay, (=1,2,..,u),

oraz
to / nie jest wartoécia wlasna B, gdzie B jest zdefiniowane wzorem
It
B= Ax+ ; (i X).
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Stad rownanie
(B—il)x = |A X+ L%(qs,, x)— Axl ; (4.32)

ma rozwigzanie, poniewaz det(B— Al) # 0, a wigc (B— AI)™! istnieje. Zaltézmy najpierw,
ze (y;, y) = 0 dla kazdego i. Wowcezas, mnozac lewostronnie (4.32) przez y;, dostajemy

Wi AX)+ (i, )= (i, ) = (9, ), i=1,2,...,p
Poniewaz (y;, Ax) = (Aty;, x) = (Z*y;, x) = A(y;, X), wynika stad, ze
(¢:, x) = (i, ) =0 dla kazdego .
Zatem (4.32) sprowadza si¢ do
(A= Dx = y. (4.33)

Skoro (4.32) ma rozwigzanie, musi je mie¢ takze (4.33), a to wlasnie mieliSmy pokaza¢.

Implikacja przeciwna jest trywialna w dowodzeniu. Jezeli zatozymy, ze (A—~ADx =y
ma rozwigzanie x, to mnozac lewostronnic przez ¥;, dostajemy

(1/):, Ax)_)-(llf"i’ x) = (w:';y)a i= l>2, .

Poniewaz, jak niedawno pokazalismy, (y:, Ax) = A(y:, X), wiec (y;, y) = 0 dla kazdego i.
c.b.d.o.

Zauwazmy, ze o ilc zatozymy, ze A ma zupelny zbioér wektoréw wiasnych, to twier-
dzenie powyzisze daje wynik zblizony do twierdzenia 3.17. W przypadku tym, oznaczajac
przez {x;} wektory wlasne 4, mozemy napisac

L
shad
n

(A—‘).I)\’ = Z(l;—}.)&xi =y = Znixi,

i=1 i=1

gdzie A; jest wartosciag wilasna odpowiadajaca x;. Zatem

Z [O‘i— A)gi_ni]xi =0,
i=1

a poniewaz x; sa liniowo niezalezne, wiec

(A= & =
dla kazdego i. Gdy 4, = 4, rozwiazanie istnieje tylko przy n, = 0. Podobnie jesli rozwia-
zanie istnieje przy 2, = i, to 0, = 0. Oczywiscie jezeli A, = 11, = 0, to wspblczynnik &,
jest calkowicie dowolny. Zakladajac dla uproszczenia zapisu, Ze tylko 4, sprawia klopot,
dostajemy rozwiazanie na x

n
~ 77,
X = X;+ax
Z __) e v
i=1
iFv

gdzie a jest.dowolng stala. Tak wiec, przy zatozeniu zupelnosci zbioru wektoréw wilasnych
A, moZzemy otrzymaé explicite rozwigzanie réwnan, tak jak w twierdzeniu 3.17, gdzie
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dla wygody przyjmowaliémy A = 0. Zauwazmy, Ze zwiazek 7, = O oznacza, Ze y jest

postaci
n
.
y= Z ;X
i=1
iF#y

Ale, oznaczajac przez y, wektor wlasny At nalezacy do A}, dostajemy z twierdzcnia 4.25

) =0,

a wigc przyjecie %, = 0 jest rownowazne (y,, y) = 0. Znowu tutaj zakladamy brak dege-
neracji widma. Symbolike mozna jednak zmienié tak, aby obejmowata przypadek wartosci
wlasnej o krotnosci wiekszej niz jeden.

Tak wiec, praktycznic bez zadnych zaloZzedi o operatorze A, mogliSmy otrzymac
bardzo ogdlne warunki rozwigzalno$ci ukladu réwnant liniowych. Uzyskane tu wyniki
bgda bardzo istotne przy dyskusji réwnaii catkowych w rozdziale 8.

4.9. ZASADY MINIMUM

W paragrafie tym checemy pokazad, jak mozna do iloczynu wewngtrznego w przestrzeni
wektorowej zastosowaé pojeCia wystepujace w rachunku wariacyjnym i jak cickawe wyniki
uzyskuje si¢ tg droga.

W rozdziale 2 rozwazaliSmy ogdlny problem znalezicnia extremum calki przy do$é
gladkiej funkcji podcatkowej. Wyprowadzone wéwczas réwnania Eulera-Lagrange’a sg
réwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedu, na ogét nicliniowymi, a przeto bardzo skom-
plikowanymi. Rozpatrzmy dla przykiadu podstawowy problem fizyki klasycznej — drugie
prawo Newtona — dla dowolnego potencjatu:

mi = —VV().

Jak widzieliSmy w § 2.5, rownanie to mozna wyprowadzi¢ bezpoSrednio z réwnan Eulera—
Lagrange’a dla danego uktadu. Stanowi ono jednak na ogdl uklad réwnan nieliniowych,
niezwykle trudny do rozwigzania. Trudnosci tej czesto nie spostrzegamy ze wzglgdu na
fakt, ze niektdre postacie V(r) prowadza do istnienia pewnych zachowanych wielkosci.
Wdwczas rozwigzanie ukladu réwnan liniowych drugiego rzedu sprowadza sie do obliczenia
calek pierwszych.

Wystepuje jednak specjalna, choé wazna, klasa probleméw, w ktérych technika waria-
cyjna jest bardzo uZyteczna i moze byé przedstawiona w sposob znacznie ogolniejszy, niz
rozwazany dotychczas. Przypu$émy, ze mamy skonczenie lub nieskonczenic wymiarowg
przestrzenr V z iloczynem wewngtrznym i niech 4 bedzie pewnym operatorem liniowym.
przeksztalcajacym V' w siebie. Rozwaimy wielkosé

I = (x, Ax).

Wektor x zalezy w sposob ciggly od pewnego parametru ¢ tak, Ze iloczyn wewnetrzny jest
funkcja &. Zapisujemy to jako

I(e) = (x(e), Ax(5)).
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Chcemy obliczyé extrema I(g) przy okresSlonych warunkach, totez potrzebne sa nam
pochodne I(g). Przy zalozeniu, ze A jest operatorem liniowym i Ze x(¢) jest rézniczkowalng
funkcja &, mozna latwo sprawdzié, ze
£ (st
Dostajemy tak prosty wynik dlatego, Ze A jest operatorem /iniowym. Zauwazmy, Ze x jest
bardzo ogé6lnym obiektem. Moglby to by¢ uklad » liczb lub funkcja kilku zmiennych
(oprocz €) w przestrzeni funkcji z iloczynem wewngtrznym okreslonym np. przez calke
po calej przestrzeni.

Roéwnanie (4.34) sugeruje, ze technika z rozdzialu 2 moze daé sie zastosowaé do extre-
mizacji iloczynéw wewngtrznych w przestrzeni wektorowej. Sytuacja taka rzeczywiscie
ma miejsce, gdy A jest hermitowskie, Rozwaimy szczegOlowo ten przypadek. Chcemy
znalez¢ extremum wyrazenia

= (x, Ax),
gdzie A4 jest samosprzg¢zone, a x jest elementem v, przestrzeni z iloczynem wewngtrznym,
Czytelnik latwo spostrzeze, ze nie postawiliSmy poprawnie tego zagadnienia, bo jezeli
dane x daje vjemna warto$¢ I, mozemy dosta¢ dowolnie duza ujemng warto$¢ f zwigkszajac
po prostu norme x. Podobnie; jezeli x daje dodatnia wartosé 7, mozemy otrzyma¢ dowolnie
duzg warto$¢ dodatnia I zwiekszajac norme x. Zatem I = 0 jest jedyna wartoécia stacjo-
narna przy takim postawieniu problemu. Dla unikniecia takiego sztucznego zwigkszania 7
ograniczmy si¢ do wektoréw x o ustalonej normie. Dla wygody przyjmiemy |lx]] = 1.
Teraz stawiamy ponownie problem jako szuxanie extremum I w klasie wektoréw x speinia-
jacych warunek
J=(,x)=1.

Dla zanalizowania tego problemu wprowadzamy dwuparametrowa rodzing wektorow*,
Xx(e;, £2), Spelniajacych

a) x(&;, &,) € V dla kazdego &, &,;

b) x(0, 0) = x (wektor odpowiadajacy wartoéci ekstremalnej);

¢) 0x/0¢, i 0x/d¢, istnieja i nalezg do V.
Nastepnie definiujemy

I(e;, &5) = (3_"(31 s £2), AX(gy, 82)), (4.352)
J(ey, &) = (X(&5, &2), X(gy, &) = 1 (4.35b)
i rozwazamy wielkosé
K(e,, &,) = Iy, 85)— AS(ey, &3), (4.35¢)
gdzie 7 jest mnoznikiem Lagrange’a. Zgodnie z warunkiem (b) podanym wyzZej
ﬁ_fﬁ] - 0= EIS] (4.36)
681 gy=£;=0 083 Jey=e,=0

jest warunkiem na extremum. Réwnania (4.35a, b, ¢) méwia, Ze
K(e,, &) = (3_5(31 s €2), [A—Ax(ey, 52)) .

* Zauwazmy, Ze argument nasz nie zalezy od liczby parametréw (poza tym, e potrzebne sa o najmniej
dwa). W praktyce, o ile zachodzi potrzeba, mozna uzy¢ wigkszej liczby parametréw.
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Dla oszczgdnosci miejsca bedziemy pisaé (4 — 2) zamiast (4 — AI). Poniewaz A jest hermi-
towskie, wige I(ey, &;) jest rzeczywiste, a wiec 4 jest rzeczywiste. Skorzystamy teraz z (4.34)
dla obliczenia dwéch pierwszych pochodnych czgstkowych K

2K ax
_5;?:(_;}_, [A-—/]x) (x [4— ] ngl—)
oK ox ox
=(_A__, [4— ;]x) (x, [4—1] 57)

Kladac ¢; = 0 = &, i korzystajac z (4.34), dostajemy

1, A=A+ (x, [A—An,) = 0, (4.37a)
2, [A=Ax)+(x, [A—A7,) = 0, (4.37b)
gdzie
ox ox

’ ] " ]
7, = — =
1 -y 3 N2
ce ey =2,=0 092 £,=¢;=0

(A—12) jest samosprzgzone, bo A jest rzeczywiste. Zatem z (4.37a, b)
(4~ 2x, 1)+ (s, [A=7]0) = 0, i=1,2.

Poniewaz dotychczas 1; byto dowolne, mozemy potozyé #; = (4— 2)x. Stad wnioskujemy,
ze
A—-Ax, [A—-2x) =0, czyi (A—-Hx=0.

Mamy zatem pomigdzy problemem wartosci wlasnych operatordw samosprzgzonych
a rachunkiem wariacyjnym cieckawy zwigzek, ktéry mozna sformulowaé nastepujaco:

Twierdzenie 4.28. Jezeli A jest samosprzeZonym operatorem liniowym, to Ax = /x
wiedy 1 tylko wtedy, gdy T = (x, Ax) osigga exiremum przy warunku (x, x) = 1. Wartos¢
ckstremalnu 7 jest réowna 2, mnoznikowi Lagrange’a.

Cickawe byloby sprawdzié, kiedy I naprawde przyjmuje warto$¢ minimalng. Przede
wszystkim, jesli Z jest ktorakolwick wartoscia wlasng poza najnizsza, extremum 7 nie bedzie
minimum. Totez tylko najnizsza wartos¢ whasna 1 odpowiadajycy jej wektor wlasny moga
dawa¢ minimum dla /.

W skoiiczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej istnieje zawsze najnizsza wartos$é
wlasna. Wowczas mamy do dyspozycji twierdzenia moéwigce o zupelnosci operatorow
samosprzezonvch (twierdzenia 4.20 1 4.21). Tak wigc, kazde x € ¥ mozna zapisa¢ jako

I

,
X = 0 X,
l

.[\

i
gdzie x; sa funkcjami wlasnymi 4 i gdzie dia wygody przyjmujemy x; rzeczywiste. (Czytelnik
latwo przeniesie te rozwazania na przypadek zespolonych w;, traktujac czesé rzeczywista
i urojona jako niezalezne zmienne). Tak wigc, oznaczajac wartoéci wlasne A symbolem /;
i ustawiajac je w kolejnodei 4, € 7, < ... € 4,, stwierdzamy, Ze

{x, Ax) = a?i;,  (x,x) = . af = 1.

DowiedfiSmy juz, Ze w kazdej przestrzeni z iloczynem wewngtrznym wartoSci wlasne
daja nam extremum wielkoéci (x, Ax). Dlatego tez nie musimy ponownie pokazywac
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tego w przypadku przestrzeni skoficzenie wymiarowej. Niemniej, dla zilustrowania anali-
zowanych idei, wyprowadzimy ten wynik jeszcze raz w tym prostym przypadku. Chcac
znaleZé extremum (x, Ax) wzgledem o; przy warunku (x, x) = 1, przyréwnujemy pierwsze

pochodne wyrazenia
n

K@) = > a?(k= 1)

i=1
do zera; 2 jest tu mnozZnikiem Lagrange’a. Mamy

dK - .
v e 20;(2;—4), i=1,..,n.

i
Zatem extrema okreslone sa przez zwiazek
a(4;—2) =0, i=1,..,n.

Jezeli 2 nie jest rowne zadnemu 4;, to jedynym mozliwym rozwigzaniem jest o; = 0 dla
kazdego i. Nie jest ono do przyjecia, poniewaz wéwczas

;a?# 1.

Zatem dla pewnego j, 1 <j<n, 2 = 1;; jednoczesnie x; =11 a; =0 dla i # j.

JeSliteraz 2 = A;,to 2, = 11 o; = 0dlai> 2. Wowczas wszystkie drugie pochodne
K wzgledem =z; dla i > 2 sa dodatnie i I osiaga minimum w tym przypadku. Wartosé 7
w minimum jest dokladnie 4,. Dla extremum przy A = /4, l <k <n, o =114;=0
dla i # k. Tym razem niektore drugie pochodne czastkowe beda dodatnie a niektdre
ujemne, a wiec mamy rodzaj punktu siodtowego. W przypadku 2 = 1, wszystkie drugie -
pochodne sa ujemne i mamy maximum; maksymalna warto$¢ I jest wlasnie 7 = 2,. Stad
otrzymujemy

Twierdzenie 4.29. Niech A4 begdzie operatorem samosprz¢zonym w n-wymiarowej
przestrzeni z tloczynem wewnetrznym. Je$li 2, jest najmniejszg wartoécia wlasng 4, a 2, —
najwigksza, to warto$¢ minimalna i maksymalna (x, 4x), dla wszystkich wektoréw x eV
takich, ze (x, x) = 1, jest odpowiednio %, i A,.

W dalszych rozdzialach powrécimy jeszcze do uogolnienia tego twierdzenia na przy-
padek nieskonczenie wymiarowy. Jak czytelnik zapewne zauwazyl, zrobiliSmy powyzej
milczace zaloZzenie o braku degeneracji widma 4. Kosztem niewielkiego wysitku mozna
pokazal, Zze zaloZzenie to jest niepotrzebne.

Rozwazmy teraz 1,, najmniejsza po A, warto$¢ wlasna 4. W klasie wektordéw x takich,
ze (x, x) = 1, A, jest punktem siodlowym, a nie rzeczywistym minimum funkcji (x, 4x).
Wszelako jezeli ograniczymy si¢ do mniejszej klasy wektordow, spelniajacych réwnocze$nie
warunki (x,x) =11 (x,x;) = 0, gdzie x; jest wektorem wlasnym nalezacym do 4,,
to (x, Ax) przyjmuje swa najmniejsza warto$¢ dla x = x, i tq najmniejsza wartoscia
jest ;. Jezeli na rozwazane unormowane wektory x narzucimy dodatkowe ograniczenie,
Ze majg one naleze¢ do podprzestrzeni V rozpigtej na wektorach {x,, xs, ..., x,}, czy tez
raczej leze¢ na zewnatrz podprzestrzeni V rozpigtej na x;, to (x, 4x) przyjmuje wartosé
minimalng dla x = x, i ta wartoscia minimalng jest wlasnie A,.

Przy formulowaniu ostatecznej postaci uogdlnienia tych rozwazan potrzebna bedzie
pewna definicja.
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Definicja 4.9. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, a U podprzestrzenia V. Zbior
wszystkich wektoréw nie lezacych w U nazywamy dopelnieniern U w przestrzeni Vi ozna-
czamy ten zbiér symbolem U,. Zachodzi wowczas

Twierdzenie 4.30. Niech A4 bedzic operatorem1 samosprzezonym w  a-wymiarowcj
przestrzeni V z iloczynem wewngtrznym o wartosciach wlasnych uporzadkowanych zgodnie
7 nierownosciami 4, < 2, € ... < 4,. Ponadto niech V; bedzie podprzestrzenig V rozpigta
na wektorach wlasnych A4 nalezacych do pierwszych i wartosci wlasnych., Wowczas w obre-
bie klasy wektoréw {x}, unormowanych do jednosci i lezacych w dopetnieniu V;, warto$é
minimalna (x, Ax) jest przyjmowana dla x = x;_; 1 wynosi 2, .

Dowdd. Teza wynika natychmiast z faktu, ze kazdy wektor x w rozwaZanej klasie
da sie zapisu¢ w postaci

”
X = Z o,
J=i+1

a wige

n n
(x, 4x) = ? wii; i (x,x)= )Y of = 1.
iSiT1 ish
Od tego punktu dowdd przebiega identycznie jak dowdd twierdzenia poprzedniego.
¢.b.d.o.

W udowodnionej przez nas formic twierdzenia 4.29 i 4.30 sa prawdziwe tylko dla
skonczenie wymiarowych przestrzeni. Jednakze twierdzenie 4.28 jest stuszne dla przestrzeni
o dowolnym wymiarze, dzieki czemu mozna si¢ spodziewaé, ze skoro funkcje wlasne A
daja extrema (x, Ax), da si¢ réwniez znaleZé twierdzenia podobne do 4.29 i 4.30 dla
przestrzeni nieskonczenie wymiarowych. W rozdziale 9 przekonamy sig, Ze tak jest istotnie.

W przestrzeniach nieskoniczenie wymiarowych musimy walczy¢é z trudnosciami dwo-
jakiego rodzaju:

1. liczba wektordw wlasnych moze byé nieskonczona,

2. widmo moze by¢ ciggle.

Rzut oka na dowody twierdzen 4.29 i 4.30 pozwala przypuszczaé, ze trudno$¢ (1) nie
jest powazna. Natomiast trudno$é (2) jest rzeczywiscie bardzo istotna. W rzeczywistosci
zmusi nas ona do zrewidowania naszego poj¢cia zupetnosci, na ktérym opieraja si¢ dowody
twierdzen 4.29 i 4.30.

Okazuje sig, ze dla wigkszoéci operatoréw wystgpujacych w problemach fizycznych
(x, Ax) przyjmuje warto$é minimalna réwna najmniejszej wartosci wlasnej A, gdy x jest
réwne odpowiedniemu wektorowi wlasnemu. W wigkszosci zagadnien fizycznych jest
intuicyjnie jasne, Ze najmniejsza wartos¢ wiasna musi istnieé. Na przyklad przy rozwia-
zywaniu nierelatywistycznego roéwnania Schrédingera dla potencjalu o okreslonej wartosci
Jest rzeczg oczywista, Ze pochodzaca od potencjalu cnergia wigzania nie moze by¢ dowolnie
duza liczba ujemng. Dlatego spodziewamy si¢ istnienia dolnej granicy na wartoSci wlasne
energii. Jednakze wszystkie te rozwazZania na temat zasad minimum stang sig nieistotne,
jesli taka najmniejsza warto$§¢ wlasna nie istnieje.

Z drugiej strony, jesli czastka nie jest w stanie zwigzanym, moze mieé¢ dowolnie duzg
energi¢ dodatnig, a wigc mozna oczekiwaé w tym przypadku, ze widmo otrzymane z réw-
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nania Schrédingera nie bedzie ograniczone z géry. Ponadto z fizyki wiemy, Ze tzw. stany
rozproszeniowe moga mie¢ dowolna energi¢ w przeciwienistwie do ograniczajacych sig
do dyskretnych pozioméw energetycznych stanéw zwiazanych, np. w atomie wodoru.
Dlatego ta czes¢ widma odpowiada stanom lezacym dowolnie blisko siebie, co z grubsza
oddaje sens tego, co okre§lamy mianem widma cigglego.

Poprawniejsza matematycznie metoda okreslenia widma ciaglego polega na powigzaniu
go z funkcjami, ktére sa ,,rozwigzaniami’’ danego réwnania operatorowego, ale nie leza
w przestrzeni wektorowej. Bardziej szczegblowo rozwazymy te problemy w dalszych
rozdzialach, ale mozemy tu wspomnie¢ o pewnych trudnoéciach zwigzanych z badaniem
przestrzeni nieskoniczenie wymiarowych. Rozwazmy kwantowomechaniczny operator
energii kinetycznej

p2 hZ d2
m = " om dx

w dzialaniu na przestrzeh wektorowa funkcji f spelniajacych warunek

(4.38)

2]

(f, )= {IffPdx < 0.
-
O funkcjach takich méwimy, Ze sa calkowalne z kwadratem; w przyszloSci pokazemy,
Ze istotnie tworza one przestrzen wektorowg.
Rozwazmy teraz zagadnienie wiasne

P>
S ® = Ed. : (4.39)

Oczywilcie ¢ = e**, E = h2k?|2m sg dla dowolnego k rozwigzaniami réwnania réznicz-
kowego wynikajacego z (4.38) i (4.39) i sg przy tym jedynymi rozwigzaniami, gdy E jest
dodatnie. Jednakze

-3

f 1o1dx = oo

-0
dla kazdego k, a wigc ¢ nie lezg w rozwazanej przestrzeni wektorowej. Niemniej jednak
okazuje si¢, ze kazda funkcja z przestrzeni moze by¢ przedstawiona w postaci kombinacji
lintowej ¢ w tym sensie, Ze jesli f(x) nalezy do przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem,
to istnieje funkcja f(k) taka, ze

o
16 = § fRyet=dk.
. -0
Jest to znane twierdzenie catkowe Fouriera. Gwarantuje ono, ze kazdy wektor w przestrzeni
funkcji catkowalnych z kwadratem da sig zapisa¢ jako ciggfa kombinacja liniowa ,,wektorow
wlasnych” z réwnania (4.39). ’

Tak wigc posta¢ wektoréw wilasnych dla cigglego widma wartoéci wlasnych pozwala
przypuszczaé, Ze mozna z nimi postgpowaé tak, jak z wektorami w przestrzeni skoniczenie
wymiarowej — o ile pojecie zupelno$ci da si¢ odpowiednio uogdlnié. Badanie takich
problemoéw stanowi centrum zainteresowania teorii nieskonczenie wymiarowych przestrzeni
wektorowych.
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Niektdre ciekawe i wazne zastosowania twierdzen z tego paragrafu pojawiaja sie przy
rozwigzywaniu zagadnien wlasnych w nieskonczenic wymiarowych przestrzeniach wekto-
rowych. Rozwazmy pewne przyklady z mechaniki kwantowej, nie przejmujac si¢ na razie
tym, ze wyniki nasze nie zostaly $ciSle udowodnione dla takich przestrzeni.

Niech 4 bedzie danym operatorem liniowym. Jedna z mozliwych metod znalezienia
jego najmniejszej wartosci wlasnej polega na wzieciu probnego wektora x zaleznego
od pewnej liczby parametréw wariacyjnych, policzeniu (x, Ax), a nastgpnie zminimali-
zowaniu iloczynu wewnetrznego wzglgdem parametréw wariacyjnych. Dodajac coraz
wigcej parametréw, mozemy wciaz zmniejsza¢ warto$¢ (x, Ax); nigdy jednak nie opadnie
ona ponizej 4, , najmniejszej wartosci wlasnej 4. Oczywiscie w takim postgpowaniu musimy
sie kierowa¢ zdrowym rozsgdkiem; na przvkiad, gdybvsmy wybrali wektor prébny w taki
sposob, Zeby byl zawsze ortogonalny do wektora wlasnego nalezacego do najmniejszej
wartosci wlasnej, to, na mocy twierdzenia 4.30, moglibySmy z wartoscig (x, Ax) zejsé
w najlepszym razie do 2, przy zwigkszaniu liczby parametrow. Analiza fizycznych podstaw
zagadnienia umozliwia zwykle uniknigcie takich bledéw.

Przyklady. Hamiltonian kwantowego cscylatora harmonicznego ma postaé
)

p2
H = W+~5mw3x3.
JeZeli wybierzemy p 1 x jak w (3.39), dostaniemy
h? l o
H = ——2;72— -d;-+—2-mw X~

Oc¢naczmy przez ¢ wektor probny 1 rozwazmy wiclkosé

I'={¢$, Hp) = °§ ¢*(x)Hp(x)dx.

-2
Ze wzgledow fizycznyeh oczekujemy, Zze rzeczywista funkcja wlasna bedzic malata dosé
szybko z odlegloscia, zwazywszy silne przycigganic w ruchu harmonicznym. Stad roz-
sadne moze by¢ zalozenie na ¢

¢ = Ce~*™2 4> 0.

[

Warunek (¢, @) = 1 = C* | e~**dx mozna speini¢ automatycznie, wybierajac C =
)

= (z,2)12, Zatem

d(x) = (G 22) %=, 4> 0
i podstawiajac to wyraZzenie do wzoru na 7, otrzymujemy
I = (h222/8m)+ (mw?|x?).

Jest rzeczq jasna, ze extremum dla 7 jest minimum; rowniez, dzieki unormowaniu ¢ do I,
nie jest potrzebny mnoznik Lagrange’a. Tak wige, Kladac dijdx = 0, stwicrdzamy, ze
minimum pojawia si¢ w punkcie
1/4
8me?
q = %y = -

R
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Wartosé przyjmowana przez J w minimum jest /(ao) = (1/ }2)he, co przekracza wartosé
wlasng 4, = %fm o okoto 409. Widzicliémy w § 3.10, ze poprawny wektor wilasny

ma postaé

mo \¢
Uy = = (moi2R 2
wh

co nie przypomina zbyt blisko naszego wyniku

m2e? |\ m2w? M ]
o~ 5wl -5 ]

Niemniej jednak, znaleziona warto$é energii jest tylko o 409, wigksza od najmniejszej
wartosci wlasnej. Ciekawym problemem byloby zalozenie funkcji prébnej w postaci
¢’ = Ce~x*2
i pokazanie, ze na drodze minimalizacji (¢', Hp') otrzymuje si¢ prawdziwg warto$¢ wiasng

i wektor wilasny.
Jako drugi przvklad rozwazmy obliczanie energii stanu podstawowego atomu helu,

Mamy hamiltonian

— hz 2 2 2( 1 1 ez
H = -~§};’—(V1+V2)—ZC ;l"f“g' + [l'l—l'zl ’

gdzie 11 2 sa wskaznikami numerujagcymi dwa elektrony krazace wokét jadra o tadunku
Z = +2e. Dzieki ostatniemu czlonowi hamiltonianu reprezentujacemu kulombowskie
odpychanie elektronéw rozwiazanie §cisle problemu jest niemozliwe. Przy zaniedbaniu
tego czlonu zagadnienie mozna rozwiazaé, otrzymujac na funkcj¢ wlasng stanu podsta-
wowego iloczyn dwdch funkeji wlasnych stanu podstawowego atomu wodoru:

3 .

o (Z e 2e523)

gdzie a = #i%[me® = promieniowi Bohra. Odpowiada temu energia —54,4 eV, co nie
zgadza sig zbyt dobrze z wartoécig doswiadczalng — 78,60 V. Jesli jednak uzyjemy funkeji
prébnej takiej postaci i zastapimy Z przez Z,, = Z— o, mozemy otrzyma¢ znacznie lepszy
wynik. Fizycznie postepowanie takie ma sens, poniewaz kazdy elektron jest cze$ciowo
zastonigty przez drugi elektron od wplywu calkowitego tadunku jadra. Chcemy zatem
zminimalizowaé

I= (¢o, Héo),
gdzie H jest pelnym hamiltonianem atomu helu, zawierajacym oddzialywanie elektrondw
ze sobg i

a

oo = [125—:1;)1] expl _ @2&&@1},

Wiemy, ze I(c) > E,, energii stanu podstawowego atomu helu. Bezposrednie scatko-
wanie pozwala stwierdzié, ze

(o) = —(e*/a) (l;— +—§~a - 02) s
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I(0) osigga minimum dla ¢ = —% Stad najlepsze oszacowanie E, przy pomocy takiej

funkcji prébnej jest
5 29,
Eg = I(-l—ﬁ‘) = —2—56(9 /a) = 77,46 eV,

poniewaz e*/a = 27,20 eV. Liczha ta jest dosé bliska zmierZonej wartosci —78,60 eV.
Mozna uzywaé funkcji prébnych zawierajagcych wiele parametréw. Prowadza one
do dobrej fenomenologicznej zgodnoéci teorii z dos§wiadczeniem™.

4.10. DRGANIA NORMALNE

Teraz, gdy juz znamy droge sprowadzania operatora do postaci diagonalnej, jest
sprawa prosta zdefiniowaé operacjg¢ potggowania dla operatoréw tworzacych szeroka
dosé klase wiréd operatoréw liniowych. Niech 4 bedzie operatorem liniowym w n-wymia-
rowej przestrzeni wektorowej i przypusémy, Ze mozna go zdiagonalizowaé transformacja
podobienstwa

S48 = D,
gdzie
Dij =4 5.';,

a Ay, Az, ..., A, 83 wartosciami wlasnymi A. Wéwczas A® gdzie « jest dowolng liczba
rzeczywista, mozna zdefiniowaé wzorem

A* = SD*S-, gdzie [D%); = 226y

Zauwazmy, ze gdy o jest ujemne, a 4 ma zerowa warto$é wlasng, to 4% nie jest dobrze
okreslone. Poniewaz SS-1 = J, widaé latwo, Ze A%4P = A@tD,

Operatorv samosprzezone mozna zawsze zdiagonalizowaé, skupimy wigc na nich
uwage. Szczegdlng klas¢ operatoréw samosprzezonych, dla ktorych zawsze istnieja ujemne
potegi, stanowig operatory dodatnio okreslone.

Definicja 4.10. O operatorze H w przestrzeni wektorowej ¥ méwimy, Ze jest istotnie
dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy (x, Hx) > 0 dla wszystkich niezerowych
x w V. Jeéli zachodzi tylko nier6wno$é (x, Hx) > 0, operator H nazywamy dodatnim.

Oczywiscie H jest samosprzgzony, poniewaz (x, Hx) jest rzeczywiste dla kazdego x.
Jednoczeénie operator istotnie dodatnio okreSlony musi mieé wszystkie warto$ci wlasne
dodatnie, poniewaz z réwnania

Hx = Ix
wynika, Ze
1= (x, Hx)
(x,%) °
a wigc jesli (x, Hx) > 0 dla wszystkich niezerowych x, to 4 > 0, jako Ze x = 0 nie moze
by¢ wektorem wiasnym.

* Patrz C. L. Pekeris, Phys. Rev. 115, 1216 (1959).
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Dla istotnie dodatnio okreSlonych H, H'/2 jest hermitowskie, co widaé z nastgpujgcych
rozwazaf:
HY? = UDM2y-t = UDY2Ut,

gdzie U jest operatorem unitarnym, ktéry na mocy twierdzenia 4.20, diagonalizuje H.
Skoro wartosci wlasne H s3 dodatnie, D2 jest macierza rzeczywista diagonalng, a wiec
D2 jest hermitowskie. Zatem

(HIIZ)T = (UD”ZU*)" = (Uf)f (Duz)tvf = UDY2yt = H?,

czyli H'? jest samosprz¢zone, podobnie zreszta jak H~1/2, W analogiczny sposéb mozna
pokazaé, ze jezeli H jest (rzeczywiste) symetryczne, to podobng wilasno$¢ maja H'/2
i H-12,

Wyjatkowo ciekawy przyklad operatora istotnie dodatnio okreSlonego pojawia sig
w mechanice klasycznej. Przypusémy, ze (x,, ..., X,) tworza uklad uogdlnionych wspol-
rz¢dnych — npiekoniecznie ortogonalny — ktéry mozna uwazaé za skladowe pewnego
wektora x*, W wielu przypadkach energia kinetyczna ukladu ma postac

1 ..
K= EZTijixj,
bj

gdzie (T;;) jest macierza stalych rzeczywistych, np. mas, ktére nie zalezg od wspéirzednych
i od czasu. Mozna je na og6t wybra¢ tak, zeby T;; = 7};. Energie kinetyczng K mozna
w naszej notacji zapisa¢ w sposdb zwarty jako

1. ...
= 7(’53 TX),

gdzie skladowe wektora x sg x;, X,, ..., x,. K jako energia kinetyczna musi by¢ dodatnia
dla kazdego niezerowego wektora x; zatem T jest istotnie dodatnio okreslone i (rzeczywiste)
symetryczne.

Energia potencjalna jest na ogdl skomplikowana funkcja wspdlrzednych. Jesli jednak
ograniczymy si¢ do rozwazania malych ograniczonych drgan wokét punktu réwnowagi,
ktoéry nie tracgc na ogllnoéci mozna przyja¢ w punkcie x = 0, mozemy zapisaé

v 1 &V
V(x) = [V]x=0+ Z [0_16.-],:0 ’C,+§L_J [m]x=oxixj+
14 )

Indeks przy kazdym nawiasie wskazuje, ze wielko$¢ w nawiasie jest obliczana dla x = 0.
Punkt réwnowagi odpowiada extremum energii potencjalnej, a wiec

oV . .
[ﬁxi ]xzo =0, dla kazdego i.

Poniewaz wyraz staly moze przesunaé jedynie zero na skali energii, moZemy go opuscic;
zaniedbujemy réwniez cziony proporcjonalne do x? i wyzszych poteg, jako ze interesuje
nas ruch o malej amplitudzie drgan. Zatem

oV

1 .
V(x) = 5 ) Uijxix;, gdzie Uy = [c"x-ax‘] o Ui
0 S

* Dla wygody nie bedziemy korzysta¢ w calym tym paragrafie z konwencji zapisu wektoréw i ich
skladowych.

12 Matematyka w fizyce 177



czyli U jest (rzeczywiste) symetryczne. W zwartej postaci
V= %—(x, Ux).

Macierz U ma elementy bedace stafymi tak jak macierz T w wyrazeniu na energie kinetyczng.
Przy ruchu ograniczonym chcemy, Zeby lokalne minimum energii potencjalnej miato te
wlasno$é, ze odchylenie od punktu réwnowagi w dowolnym kierunku wywotywato
wzrost energii potencjalnej. Matematycznie mozna to zapisaé nastgpujaco

ol 4 o
}TJ 0x;0x; x=08i€j>

123

dia wszystkich mozliwych wyboréw wektora e. Przy zastosowaniu w fizyce wygodnie jest

oslabi¢ nieco ten warunek
-
Z oV
- &; & Z 0,
C’xiO.’Cj x=0

iJj

dla wszystkich mozliwych e. Tak wigc U jest operatorem dodatnim, czyli
(x,Ux) = 0.

Korzystajac teraz z potginego aparatu matematycznego zbudowanego w tym rozdziale,
zbadamy ogblne rozwigzania dynamiczne dla ruchu takiego ukladu. Uzyskamy ta droga
podstawowe wyniki teorii ukiadéw sprzezonych bez pomocy klopotliwej nieco algebry,
do ktorej uciekano si¢ w tradycyjnych metodach badas.

Dla naszego ukladu lagrangian mozna zapisaé w postaci

1, ... 1
" L= K—V=-2~(x, Tx)——z—()», Ux).
Z r6éwnan Lagrange’a
=0, dla kazdego i,

dostajemy ukfad réwnan
Zniii'*’yvffxf =0, dla kazdego i.
7 T
Mozna to zapisaé
Tx+Ux = 0. (4.40)

W oparciz o analogi¢ z zagadnieniem prostego oscylatora harmonicznego poszukajmy
rozwigzania w postaci
x = feti“’t,
gdzie skalar w i wektor & musimy dopiero wyznaczyé. Z podstawienia tego do (4.40)
dostajemy
UE—w?TE =0, (4.41)
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co jest zagadnieniem wlasnym wybiegajacym poza ramy typéw omawianych dotychczas.
- Notacja nasza sugeruje z gory, ze w? nie powinno by¢ ujemne i tak jest rzeczywiscie,
poniewaz

wz p— (5, U&)
5]
i, 0820, (§,T8)>0.

Wiasnosci rozwigzania réwnania (4.41) mozna latwo zbadaé, korzystajgc z istnienia
operatoréw T%/2 i T-1/2, cho¢ przy rozwigzywaniu tego problemu nie bedzie konieczne ich
obliczanie. Z (4.41) wynika, Ze

T-12UE = 02TV2¢
lub tez, poniewaz T-42T%2 = I, wiec
T-12UT-12TH2E = 2 T2k,
Jesli oznaczymy
n = TY2 (4.42)

W= T-1RyT-1,
dostaniemy
Wn = oy, (4.43)
co jest juz zagadnieniem wiasnym w znanej nam postaci. Oczywiscie T-Y/2 bedzie (rzeczy-
wiste) symetryczne, gdy T jest rzeczywiste i istotnie dodatnio okre§lone, a przy tym sy-
metryczne. Zatem, skoro U jest (rzeczywiste) symetryczne, wigc

WT = (T-12UT- 12T = (T-13)TyT(T-1Y2)T = T-120T-12 = W
i W jest tez (rzeczywiste) symetryczne.
Zatem, na mocy twierdzenia 4.21, W ma r wartosci wlasnych w?, z ktérych niektore

moga mie¢ krotno$¢ wigksza od jedynki i a rzeczywistych ortonormalnych wektoréw
wlasnych 5, gdzie

9Py = 0.
Znajgc 7 obliczamy odpowiadajace im &®, bedace rozwiazaniami réwnania (4.41).
Roéwnanie (4.42) daje natychmiast

é:(i) = T—l/zn(i).
Dla £ réwnanie (4.42) daje
(¥, 5P = (TU2ED | TU2ED) = (O, TED),
a wige
(5(5), Tf(j)) = 5”’ (4.44)

Poniewaz #® sa rzeczywiste, t¢ sama wlasno$¢ maja £9. Majac £®, dostajemy jako roz-
wigzanie rownania (4.40) wektory x¥(¢):

x‘ii’(t) = §(i)etiwit'
Wielkos¢ tych wektoréw nie jest na razie okre$lona. W problemach fizycznych mdglby

nam stuzy¢ do jej wyznaczenia zbiér warunkéw granicznych, np. x;(0) = o; i x;(0) = B;
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dla kazdego i, co w naszej notacji ma postaé¢ x(0) = «, x(0) = 8. Nasze rozwigzanie ogélne
mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej x¥(¢). Zatem

x(t) = Z [Cex© (@) + D x®(1)] = Z EO[Cye™™s + Dyemioy].
k %

Dla zaznaczenia, Ze x(¢) jest rzeczywiste, moZna uzyé zamiast e+ioxt j o—iwgt kombinacji
liniowej sinw, ¢ oraz coswy . Mamy wéwczas

(@) = > EW[Aycoswyt + Bisinwg1]. (4.45)
k

Narzucajgc warunki graniczne, otrzymujemy

€ ]
A= ZE(,()A;;, ﬂ = 4 {0)1‘50‘)3/(.

Stad
(9, Ta) = ) ' (€9, TEW) 4,
Z ‘

(ED, TB) = Z w0 (£, TE®) B,
k

i, korzystajac ze zwigzku ortogonalnosci (4.44), dostajemy
4; = (D, Ta), B = (§9, TP)|w;. (4.46)

Jesli warunki graniczne sg takie, ze wszystkie 4;, B; znikaja z wyjatkiem jednej wartosci J,
to mamy do czynienia z prostym ruchem harmonicznym o jednej tylko czestosci

;. Wzgledne amplitudy, z jakimi zmieniaja si¢ wspélrzgdne, sa wowczas dane przez rézne
- sktadowe £9. Nazywamy to j-tym drganiem normalnym (modem normalnym), a o; nazy-

wana jest czestoSciq normalng j-tego modu. Kazdy ruch zlozony Jest liniowa superpozycja

drgan normalnych.
Znaczenie drgan normalnych staje si¢ ja$niejsze po przeanalizowaniu ponownie lagran-

gianu:

1, ... 1
L= -2—(x, Tx)—-z—(x, Ux).

Wprowadzajac analogicznie jak w (4.42) oznaczenia
y=T4Y2x, x=T"12,
dostajemy

(y y)—-—(y, T-HRUT2y),

gdzie skorzystalismy z faktu, ze 7-1/2 jest samosprzgzone. Przy uzyciu definicji W z (4.42)
dostajemy

= 3 G =50, W),

Z poprzednich rozwazan wiemy, ze W jest rzeczywiste, symetryczne i tym samym moze by¢
zdiagonalizowane przez ortogonalng transformacjg¢ O. Przez dziatanie transformacja
podobienstwa O na W dostajemy diagonalna macierz Q, majaca wzdluz przekatnej kwadraty
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czgstosci normalnych; O jest po prostu macierza ortogonalna, ktérej kolumnami sa %%
Poniewaz 07O = I, dostajemy

1. . .
L = (5, 00™) = 53, 00TWOO™) = (0", 075)~ £ (07, QO™).
Oznaczamy z = OTy i stad
1., . 1
L = —Z—(Z,Z)—'E(Z, QZ). (4.47)

Tak wigc, przy uzyciu specjalnie skonstruowanego wektora z, lagrangian przyjmuje prosta
postaé, co widaé najlepiej po rozpisaniu na sktadowe:

=23 G -atzd),
2 2

przy czym roéwnania ruchu sg
Zi+w?z; = 0,  dla kazdego i.
Po przejsciu do ukladu wspdlrzednych zmiennej z widzimy, Zze ziozony ruch drgajacy
rozklada sie na proste drgania harmoniczne
z; = A;cosw;t+ Bisinw;t, dla kazdego :.

Zmienne z; odpowiadaja drganiom normalnym wprowadzonym. wyzej. Wynika to z naste-
pujacych rozwazan. Znajac z mozemy odwréci¢ definicje otrzymujgc x = T~'/?0O:.
Pozostawiamy czytelnikowi dowdd, Ze kolumny macierzy O’ zdefiniowanej wzorem
O = T~20 sa po prostu wektorami £9:

O} = &5, (4.48)
O’ nic jest macierza ortogonalng, cho¢ latwo pokazaé, ze OT' TO' = I. Mamy zatem
x = O’z i rozpisujemy to na skladowe

X; = Z Oizx,  dla kazdego i.

Korzystajac z (4.48), dostajemy

X = Z EB(Aycos w1+ By sin wyt),
k

gdzie skorzystaliémy z ogdlnej postaci rozwigzania dla z,. W zapisie wektorowym

x = Z EO( 4, cos wit+ Bysinawyt),

co pokrywa si¢ z wynikiem (4.45). Widzimy wigc, Ze nasza definicja drgan normalnych
odpowiada dokladnie rozwiazaniu przeksztalconego lagrangianu (4.47), czyli prostemu
ruchowi harmonicznemu wzdluz jednej ze wspdlrzednych w szczegbélnym ukladzie odnie-
sienia!

Jak stwierdziliémy poprzednio, nigdy nie potrzebujemy naprawde oblicza¢ operatorow
T*U%; yzywaliSmy ich tylko do zbadania ogdlnych wlasnofci rozwiazan. Procedura
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obejmujaca wyznaczanie T*1/2 nie jest algorytmem praktycznym. W pfaktyce opieramy
si¢ bezposrednio na (4.41) i rozwigzujemy réwnanie

det(U—-w?*T) =0

dla wyznaczenia dopuszczalnych wartoéei w?. Wowczas wektory wiasne £ mozna znalezé
z (4.41). Warunki graniczne narzuca si¢ poprzez (4.46).
Rozwazmy dla przykiadu uklad pokazany na rys. 4.1. Energia kinetyczna wynosi

K= —;—mllzé§+-;—m212@§,

gdzie 6, i O, s3 odchyleniami katowymi ciezarkéw m,; i m, od pionu. Zatem

mil® 0
T = .
0 m,l?

Rys. 4.1. Dwa wahadla o dlugosci I polaczone sprezyna o stalej sprezystosci k, my i m, 53 masami dwéch
cigzark6w stanowiacych ich zakorczenie

Przy matych drganiach

1
V= tm gl@§+%—m2gl@§+%k12(@l —0,2,
skad
m, gl+kI? —kI?
T -k mygl+kI?]’
Z réwnania
det(U-AT) =0
wynika, Ze
[m181+k12—m, 22 —kI?
det : =0
—kl? ngl+k12——mzlzl] ’

co prowadzi do réwnania wiekowego (sekularnego)

[m, IP(A—g[D)—kI?) [my12(A—g /) —ki?]—k21* = 0.

Rozwigzaniami réwnania sg

Al=§, A, =

NIOQ

k
+_;

u
gdzie p = m, my/(my+m,). Zatem

1/2 1/2
k .
‘*’1=(§) ’ wz:(“"?*;) -

A
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Odpowiadaja temu wektory wlasne

~ l 42 w —mz

5 =N l > 5 =4 om, ’

gdzie Ni M trzeba wyznaczyé z warunku normalizacji £1) i £2. Pierwszy mod ma dokladnie
taka czgstosé, jaka mialoby pojedyncze wahadlo i odpowiada drganiu wahadel zgodnie
w fazie bez $ciskania sprezyny. Drugi mod odpowiada uderzaniu wahadet o siebie, a wigc
$ciskaniu sprezyny. Z (4.44) dostajemy normalizacjg

gy oL [1],
T my+my)t? | ]

2 = 1 _ [ — (myfmy)? ]
Im +my) 2 | +(my[mp)!/* |

Latwo sprawdzié, ze (8, Té@) = 0, jak tego zgdaliSmy.
Dla znalezienia pelnego rozwigzania musimy zna¢ warunki poczatkowe. Przypusémy,
ze wchwili 7 = 0, @, = a, 1 @, = a, okreflajag polozenie m, i m,. Wowczas w notacji

(4.46)
0,(0) o o 6,(0) 0
00 = [92(0)] = {a] = 60-= [02(0)] = [0] =F

Zatem (4.45) méwi nam, ze B, = B, = 0 oraz

1 a,1) my 2 0 ay _ aymytoamy
(m,+my)2 7 0 myPlla,] (m+m)2"

Ay = (B, To) = 1 mz)uz ﬂl)uz md® 0 A
2= S onrmy | " \my) 0 \my, 0 myl?)|ay]

= ‘ul/z(az - al)l.

Ay = (8, To) =

Réwnanie (4.45) przyjmuje w tym przypadku postaé

2
o) = Z E® 4, cos wyt,
k=1

a wige, po rozpisaniu @(¢) na skladowe, dostajemy

oMy +o,m my(ay—o

O0,() = 2122 coso t+ a(m—dg) o W, t,
my+m, my+m,
aym;+o,m my(o,—o

(-)2(() = ._bl_l___z__?;cos W, t— ___l_(_l__z_z_cos (sz-
m1+n'12 m1+m2

Zauwazmy, e jezeli a; = a, = a, to wystapi we wzorze tylko w,; jezeli a; = (u/m,)«,
o, = —{(u/my)a, to wystapi tylko w,. Sa to wigc wlasnie te dwa zbiory warunkéw po-
czatkowych, ktérym odpowiadaja dwa mozliwe drgania normalne.

4.11. RACHUNEK ZABURZEN — PRZYPADEK BEZ DEGENERACJI

Rachunek zaburzen jest bardzo pozytecznym formalizmem, stwarzajacym mozliwosci
uzyskania przyblizonych rozwiazaf tych zagadnien wlasnych, ktdre sg zbyt skomplikowane,
aby mogly by¢ rozwigzane $cisle. Czgsto pojawia si¢ nastepujaca sytuacja. Chcemy zna-
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lez¢ warto$ci wiasne i wektory wiasne pewnego operatc;ra samosprz¢zonego A, ktéry da
si¢ roztozyé na sume¢ dwéch samosprzezonych operatorow:

4= Ao+€A1. (4'49)

Przypusémy, ze mamy pewne informacje o 4,. Na przyklad mozZemy znaé jedng z jego
wartosci wlasnych i skojarzony z nig wektor wlasny. Wiedzac, ze wplyw A, jest dominujacy
w tej sumie, chcielibySmy znalez¢ odpowiadajaca jej warto$¢ wiasna i wektor wlasny
A. W pewnym sensie zasugerowaliémy juz taka sytuacjg, piszac operator ,,zaburzajacy”
w postaci ¢4;, gdzie ¢ jest pewnym malym parametrem.

Zakladamy zatem, Ze rOwnanie

AoxP) = 2O xO 4.50)

zostato rozwigzane przynajmniej dla jednego n. Szukamy odpowiadajacego temu rozwia-
zania pierwotnego problemu wlasnego '

Ax, = Iyx,, 4.51)
ktéry mozna zapisa¢ w postaci
Ll
To= AOHeAD+ L= ) P,
=9 (4.52)
Xp = X0 +exP+ o= ) ex

Nie bedziemy na razie dyskutowac zbieznosci tego rozwinigcia na szereg potegowy wzgledem
£. Zauwazmy jedynie, Ze byloby dosé zaskakujace, gdyby szereg byl zbiezny dla kazdego e.

Podstawiajac oba rozwinigcia do (4.51) i opuszczajac wskaznik n przy wartosciach
i wektorach wiasnych, dostajemy

i=o fr =3

czyli
Lol o D
EdAox®+ Y ¥ xD = ) g 0Ox0), (4.53)
Poréwnujemy teraz wspolczynniki przy jednakowych potegach ¢ po lewej i prawej stronie
(4.53). Prawa strona nie jest jeszcze w formie nadajacej si¢ do poréwnania, ale po pewnym
przegrupowaniu skladnikéw otrzymujemy

535y - 535t

=0 =0 p=0

Przyjmujac ¥ = 0 dla a < —1, moZemy przepisaé (4.53) w postaci

Q0 »
Z &4, x" +Z g4, x0V = Z Z g AMx-8),
y=0 =0 r=0 x=0

Poréwnanie wspétczynnikéw przy &” daje
v
Agx® 4+ 4, xC-1) = Z A=)
#=0
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lub

[do— AOx™ = Z A=) _ 4 x(r-1)
=1

y=0,1,.. (4.54)

Dla skrécenia zapisu piszemy tutaj [A—A(?] zamiast [4—A©®J]. Mamy wigc réwnanie
na x™ wyrazone przy pomocy x(®, x, ..., x*~1), funkcji nizszego rzedu. Pewna kompli-
kacja moze si¢ wydawaé fakt, ze prawa strona réwnania na x) zawiera réwniez A,
a x™ nie moze byé znalezione bez znajomoéci A®. Jezeli jednak obliczymy iloczyn we-
wnetrzny obu stron (4.54) z x{®, dostaniemy

v

(69, [ = HON) = 3" 29(x O, 50-1)— (59, 4,x00-D).

“=1

Korzystajac z (4.50) oraz hermitowskosci 4o, stwierdzamy, Zze lewa strona znika, a wiec
r—1
2 = (X, 4,x¢-0)—~ Z A(®) (s=12)
=1

dlay = 1,2, .... Zatem A mozna wyznaczyé przy pomocy A% oraz x rzedéw nizszych
niz ».

W zasadzie wigc powinnismy umieé rozwiazaé cigg réwnat danych w (4.54), gdzie
pierwsze (n— 1) réwnan okresla prawg strone n-tego réwnania. Podajemy kilka pierwszych
réwnan w tym ciagu.

[do— A@]x® =0,

[Ao— A9 x1) = —[4, — AM)x(®), (4.55a)

[Ao— AD]x? = —[4; — AV x4 32x(0), (4.55b)

[Ao— AxB3) = —[4; — AW x(2) 4 1) (1)t JBI(O), (4.55¢)
Pierwsze réwnanie pokrywa si¢ z (4.50) i stanowi punkt wyjscia dla rozwigzania kolejno
wszystkich nastepnych.

Wszystkie rownania (4.55) poza pierwszym sa typu Hx = £, ktorego to typu dotyczy
twierdzenie 3.17. Skoro A® jest wartoscia wlasng 4,, wiec det H = 0. Stad & musi nalezeé
catkowicie do podprzestrzeni rozpictej na wektorach wiasnych H nalezacych do niezero-
wych warto$ci wlasnych, tzn. £ musi by¢ ortogonalne do wszystkich wektoréw wlasnych
nalezacych do zerowej wartosci wiasnej. Dlatego 2 musi by¢ ortogonalne do wszystkich
wektoréw wlasnych 4, nalezacych do A9,

W tym momencie wlasnie widzimy po raz pierwszy praktyczng réznice pomigdzy przy-
padkiem zdegenerowanych i niezdegenerowanych wartosci wiasnych. Jezeli rozwazamy
tylko niezdegenerowane wartosci wlasne, to istnieje dokladnie jeden wektor wilasny, do
ktérego k musi by¢ ortogonalne. Przedyskutujemy najpierw szczegbélowo ten przypadek,
poniewaz caly formalizm jest tu znacznie prostszy.

Zalézmy wobec tego, ze widmo A, nie jest zdegenerowane i wyobrazmy sobie, ze
wyznaczyli$my z (4.50) pewne konkretne x(®). Rozwazania z poprzedniego paragrafu méwia
nam, 2e (4.552) daje rozwigzanie na x'V tylko wtedy, gdy

(x(0), [4, — AV x(0)) = 0,
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Poniewaz x{®) mozna zawsze wybra¢ w postaci unormowanej do 1, prowadzi to do wzoru

AN = (x(, 4, x(), (4.56a)
Jezeli podobny warunek postawimy dla (4.55b), dostaniemy
M = (6O, [4, — AW xM)), (4.56b)

Otrzymaliémy A(®) wyrazone przy pomocy wielkosci, ktore sa nam w zasadzie znane.
Podobnie (4.55¢c) ma rozwiazanie dobrze okreslone, o ile

I = (x(O, [4, — AW x(@) = AD(x0, x(1)).

Réwnanie to jest podobne do réwnan na 1 i A¢®), ale tu mozemy pdjéé dalej. Korzystajac
z hermitowskosci 4, , mozemy napisaé

(O, [, = AV]xD) = ([ = A%, xP),
Dzigki (4.55a) dostajemy
(<, [, = 29]x) = = ([do— AOxD, x2) = = (xD), [dg— A]x2),

gdzie skorzystaliSmy tym razem z hermitowskoéci 4,. Wreszcie (4.55b) prowadzi do
réwnania
(x(9, [d; = AW %) = (x1), [4; — AD]xD) = 2D (xD, xO),

Wstawiajac to do réwnania na A®), otrzymujemy
2(3) — (x(l), [Al — }'(1)]x(1))_ 2(2) [(x(o)’ x(l))+(x(1), x(o))]_ (4.56c)

Tak wige A3 jest wyznaczona tylko przez x(® j x(1), bez udziatu x{?). Jest to ogdlna cecha
rachunku zaburzen. W istocie kazde nowe x® okre§la dwa wyrazy rozwiniecia 1. Widzie-
liSmy juz, ze A(0) i A s3 wyznaczone przez x(®), a A2 i A® przez x(® i x(*), Pokazanie,
ze A% i A% dajg sie otrzymaé z x(®, x(1) i x(?), a nastepnie uogdlnienie tej whasnosci na
sztony wyzszych rzedow, sprowadza si¢ do prostego dosé ¢wiczenia.

Mozemy nieco uproscic (4.56), jezeli zauwazymy, Ze mozna tak dobraé wektory wiasne,
zeby (x@, x19) = 0 dla i > 0. Stwierdzenie to jest prawdziwe, jesli bowiem ktérekolwiek
z rébwnan na x, (4.55), ma jakie$ rozwiazanie y, to y®+ax(® jest réwniez rozwia-
zaniem, poniewaz (4o — A(®)x(® = 0. Mozemy wigc zawsze zapewni¢ spelnienie warunku

(x(®, x0) = ({0, YD 4 gx(®) = (x®, y) g =0,
przyjmujac jako rozwiazanie wektory y) 4 ax(0, gdzie a = — (x(®, y¥). Wowczas (4.56)
przechodzi w

A = (x4, x(®), (4.57a)
A2 = (x(®), 4, xD)y, (4.57b)
A3 = (x1) [4, — AD]xD), (4.57¢)

Trzeba podkresli¢, ze te wartosci A1), i) i A(®) zostaly otrzymane z warunku istnie-
nia dobrze okreslonych rozwiazan réwnan (4.55). Majac teraz te wartosci A opisane réwna-
niami (4.57), dostajemy gwarancje, Ze rozwiazania takie rzeczywiécie istnieja. Pozostaje
jedynie znalezé rozwiazania (4.55) i tutaj mamy do dyspozycji kilka metod.

Najbardziej oczywista metoda polegalaby na rozwigzaniu bezposrednio réwnah
macierzowych. Poniewaz jednak najczesciej stosujemy rachunek zaburzen do operatoréw

w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych, gdzie nie ma prostej reprezentacji macie-
-
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rzowej, nie begdziemy wigeej mowili o tej metodzie poza tym, ze mozna ja zastosowaé
‘i jest w zasadzie do$é prosta w uzyciu dla przestrzeni skoficzenie wymiarowej.

Gdyby sytuacja byla na tyle korzystna, Ze znaliby$my zupelny zbiér funkcji wlasnych
i wartoéci wlasnych operatora hermitowskiego A,, istnialaby dodatkowa mozliwosé:
mogliby$§my rozwina¢ x{? (i = 1,2, ...) na funkcje wlasne A, tj. x'®. Wprowadziliémy
tu ponownie wskaznik n dla odréznienia roZnvch wartodci 1 wektordw wiasnych. Dla
przyktadu obliczymy x{" przy pomocy x{2; rozszerzenie tej metody na x> dla i > 2
jest juz sprawa prostg. \

Zatézmy najpierw, ze m s n i weZmy lewostronnie iloczyn wewngtrzny obu stron
(4.55a) z x9. Dostajemy

(9, o= AO1HY) = — (x5, [4, — 7]x6%). (4.58)

Poniewaz funkcje wlasne 4, tworzg zbidr ortonormalny,-prawa strona (4.58) jest po prostu
réwna

- (x'("O)’ Al xr(:O))'
Lewa strong (4.58), w oparciu o hermitowsko$¢ A, i fakt, ze x{ jest funkcja wlasna 4,
o wartosci wlasnej A, mozemy zapisaé jako
(A = A2 (D, x§).
Woéwczas (4.58) przechodzi w
(A — 29 (x4, X)) = (20, A, x(?), . m # n.
W braku degeneracji A(® % i{» dla n # m. Zatem
(4, 4,349
(xi, x{V) = A 00) (4.59)
dla m # n. Dla m = n postanowiliémy juz poprzednio przyjmowaé (x(9, x{) = 0.
p przyj
Korzystamy teraz z zupeinoéci funkcji wlasnych A,, piszac
2D =7 (40, x{) X,
2
W naszym konkretnym wypadku
(0) (0)
X1 = Z o A7) oy (4.60)

©)_ j0) m
e B m

To nam daje funkcjg x{V; ta sama metoda, zastosowana do réwnan (4.55b) i (4.55¢)
databy x{® i x{». Zauwazmy, ze zgodnie z (4.57b) i (4.57¢) znajac x” i x{¥, mozemy
znalezé A3 i A8,

Wszystkie te operacje mozemy zilustrowaé nastepujacym prostym przykladem. Poka-
;a]iémy w przykladzie 1 z § 3.10, ze hermitowska macierz Pauliego

01

ma wartoéci wlasne A® = 41, Y = —1 i unormowane wektory wiasne

12 11 Val-1
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Korzystajac z rachunku zaburzen dla przypadku niezdegenerowanego, mozemy obli-

£ 1-¢ 1 -1
"=l 3| T%TE| 1 3

z dokladnoscig do rzedu pierwszego, a stad otrzymac wartos$ci wlasne az do rzedu trzeciego

czy¢ wektory wiasne macierzy

W &,
Poniewaz

wigc A1 jest dane wzorem
1 1-1
AP = (x”, 4,x) = —=[1
® = a0 = o 7|

1-1 17 1 1 ‘ 2
1’—x"’Ax"’~————l——1 —_— =l =1 =3
i = o Ao = -n| TN os = go-n| )
Zatem, z dokladno$ciag do rz¢du pierwszego,
Ay =14e, A= —1+43¢.
Zeby obliczy¢ teraz poprawke rzedu pierwszego do wektora wlasnego, korzystamy z (4.60)
(x, 4, x) (x5, 4, %) ’
P = Z ;0) 12(0) XD = 1(0) I X2
m 1
I 1-177171 1 1 1 1
=-‘*———-———_-1—1 (°)~——x(°)=——_— .
I=(=D y3 ][_1 ]H;/z a1 I
Podobnie
1 1 [t
P = b x® = |
* 270 g2 ll]
Wéwczas, z dokladnoscia do pierwszego rzedu w &,
1 [1—egf2 1 1+¢/2
X, = —= N Xy = —= . . 461)
L2 [1+s/2] ’ v’z{ -1_+8/2] (
Majac x{ i x{, mozemy teraz obliczy¢ poprawki drugiego i trzeciego rzedu do A,i 4,
Korzystajac z (4.57b), dostajemy
1 1-1 11 (-1 -1 2 1
;»2)_X(O)A H =—/11 —-‘_‘:—:_‘[1 1] =+‘—'9
P = (0, 4,3) 1/2[ [l 5 =l -+
11717 1 1 0 1
2'(2)___ )A 1) ____- -1 _______=._[1-—l][]:=___,.
Ll I bk L i
Podobnie, korzystajac z (4.57¢), otrzymujemy
1-1 17 (-1
2D = (x{V DY _ A (D Dy = — ] — 2
(9, A, )= APV, x5) VZ[ ol ] 3][_1] o
SR I K RNE B
2,/ 2V2 4 4 2
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Analogicznie A8 = —-;—. Uwzgledniajac wszystkie te wyniki, stwierdzamy, ze z doklad-

noscig do trzeciego rzgdu w ¢

— y 1 2 l 3
A = I+s+§-e +-2—s -

_ 1, 1, (4.62)
A, = —1+3e—7s —5¢ + ...

Nasze wyniki konicowe (4.61) i (4.62) mozna latwo sprawdzi¢, diagonalizujac bezpo-
$rednio macierz' 4, tzn. rozwigzujac réwnanie

& 1—¢ P
I-——{-‘ 38 x,,= »,,x,,.

Rozwiazanie réwnania charakterystycznego daje
Ay =2e+Y1-2—¢€?), Ay =2e—y1-2(e—-¢?,

co, po rozwinigciu na szereg potggowy w ¢, odtwarza (4.62) az do trzeciego rzedu. Jako
¢wiczenie pozostawiamy czytelnikom dowdd, ze wektory wlasne" A, ktére dzigki znajomosci
A, i A, mozna wyliczy¢ dokladnie, zgadzaja si¢ z (4.61) z dokladnoscig do pierwszego
rzedu.

Widzimy, Ze w tym przypadku promiesi zbiezno$ci rachunku zaburzen dany jest jako
promien zbieznosci rozwinigcia wyrazenia J/ 1 —2(e—e?). Na og6t jednak jest bardzo trudno
poda¢ dokladng dyskusj¢ tego typu rachunku zaburzed, zwanego czgsto teorig perturba-
cyjna Rayleigha—-Schrédingera od nazwisk autorow tej idei.

4,12, RACHUNEK ZABURZEN — PRZYPADEK ZDEGENEROWANY

W poprzednim paragrafie stwierdziliSmy, Ze jezeli operator rzedu zerowego, Ao,
ma widmo niezdegenerowane, to podstawowe rezultaty rachunku zaburzen wynikajg
bezposrednio z zupelnosci funkcji wlasnych A, i z twierdzenia 3.17. Pokazemy teraz, ze
podobna sytuacja ma miejsce réwniez, gdy 4, ma zdegenerowane wartosci wlasne. Jedyne
komplikacje, pojawiajace si¢ w tym przypadku, sa zwigzane z zapisem.

Chcialoby si¢ tutaj zastapi¢ natychmiast (4.50) réwnaniem

[do—A21x) = 0, '
gdzie i = 1,2, ..., u,, a u, jest krotnoscig n-tej wartosci wlasnej, po czym przepisac
(4.51a) w postaci
[Ao— 201D = — [4, — A0]x) -
W tym momencie jednak pojawiajg si¢ kiopoty, bowiem, na mocy twierdzenia 3.17, wa-
runkiem istnienia rozwigzania jest nie tylko zwigzek

(x, [4; - AMx) = 0,
ale réwniez, gdy A ma krotno$¢ u,, zwiazek
S, (4, — 2 =0 dla kazdego j.
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Przy j # i to ostatnie réwnanic przechodzi w
0 (3
(e A x5 =0,

co wyglagda na zbiér ograniczen na nasz operator zaburzajgcy A,. Oczywidcie jest to
sytuacja nie do przyjecia. W tym jednak momencie przvchodzi nam z pomoca degeneracja.

ZapomnieliSmy mianowicie, ze stwierdzenie ,,x) (i = 1,2, ...,4x) sa wektorami wlas-
nymi A, odpowiadajgcymi wartosci wlasnej )‘°>” nie )est w peini precyzyjne, poniewaz
w gruncie rzeczy, kazda kombinacja liniowa x{%, (i = .. Ma) Jest takZe poprawnym

rozwigzaniem rzedu zerowego.
Przyjmijmy wi¢c jako rozwigzania rzedu zerowego zbior ¥ (i=1,2, ..., ),
adzic
fn,

YO = } aPxe). (4.63)

ny-
=1

Zobaczymy dalej, 2e a{® mozna wyznaczyé w taki sposob, zeby uniknaé trudnosci przy
obliczaniu poprawek do A{%.
Jesli zazadamy, zeby (3%, ¥ = i, to

Zafj’*a,("’ = (Sjk. (464)
Tak wigc zamiast (4.50) piszemy
[do— 214 = 0 (4.50)
i zastepujemy (4.52) przez
Imi = MO+ AN+ 2230+ ., 4.52)
Vi = Y+ eyt e2p@it L.,

gdzie ¥ dane jest rownaniem (4.63). Twierdzimy, ze rozwiazujgc (4.50) mogliSmy
latwo znalezé zbidr funkcji wlasnych x&; do przyjecia jako rozwiazania (4.50), ale
niezbyt dobrych z punktu widzenia obliczania poprawek wyzszego rzgdu. Checemy znalezé
kombinacje liniowe x{® nadajgce si¢ do tego celu. Jednocze$nie przy oznaczaniu wartosei
wlasnych dodali$my dodatkowy wskaznik degeneracyjny wszystkim wyrazom poza A%,
poniewaz oczekujemy, ze dowolne zaburzenie rozszczepi w pewnym stopniu degeneracje.
Opierajgc si¢ na (4.52") dostajemy, tak jak w poprzednim paragrafie, analogony réwnan
(4.55):

o= AP1 = = [, = 257, (4550
[o~ K01, = = [y = KD+ A2, (4.5
[Ao -~ KO3 = — [, = S01rB 4 0+ 102 @55

Teraz widaé korzyéci wynikajace z nowego sformulowania problemu. Zeby istnialo rozwia-

zanie rownania (4.55a") zadamy, aby wektor po prawej stronie (4.55a") nie mial skladowe;j

nalezacej do podprzestrzeni rozpigtej na zbiorze {x{} (pokrywajgcej si¢ oczywiscie

z podprzestrzenig rozpigtg na {y{)}). Innymi stowy, narzucamy warunek
A=) = 0 dla kazdego i, j.

n,j’
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Ale, dzieki (4.63) sprowadza si¢ on do réwnania
D s — A = 0
k
lub tez

D 1D 4 X~ H85lafd = 0, (4.652)
k

co juz ma postaé prostego zagadnienia wlasnego, omawianego w tym rozdziale. Latwiej
to zauwazy¢ po wprowadzeniu macierzy M, ktérej element jk dany jest réwnaniem

— (0 03
My = (xﬁ.}, A x5

i wektora a®, ktérego k-ty element jest af?. Przy tych oznaczeniach (4.652) mozna przepisaé
jako
(M= 30a® = 0. (4.65b)

PoniewaZz 4, jest hermitowskie, podobng wlasno$¢ ma M, a wigc (4.65b) jest zagadnieniem
wlasnym hermitowskim. Zatem A%; bedzie rzeczywiste i a®» moina wybraé tak, zeby

(@®, a?) = 4y,

zgodnie z warunkiem {4.64). W ten sposéb jednocze$nie: (1) znalezliSmy pierwsze poprawki
do A, (2) wyznaczyliémy odpowiednie kombinacje liniowe x{%) oraz (3) zapewniliSmy
istnienie rozwigzania réwnania (4.55a’).

Podsumowujac, postgpowanie nasze jest nastepujace: obliczamy reprezentacje macie-.
rzowa A; w podprzestrzeni rozpigte] na zbiorze {x{, i=1,2, ..., u,}. Nastgpnie
znajdujemy wartosci wlasne i ortonormalne wektory wlasne tej macierzy (jej rozmiar jest
HaX 1), Wartosci wlasne sa poprawkami pierwszego rzedu do 79, a wektory wlasne
daja poprawne kombinacje liniowe y) zadane w (4.63).

W tym momencie mozemy (4.55a’) rozwigza¢ wzgledem y¢1). Je§li na przykiad znamy
wszystkie wektory wlasne i wartosci wlasne A4,, to, poprzez rozwiniecic omawiane w § 4.11,
dostajemy dla m # n

)
D = o - (4.66)

Zauwazmy jednak, Ze nie mamy tutaj jeszcze y, skladowych wektoréw y$*) wzdluz x{)
(=1,2,..., %), tzn. nie znamy (x{, y§}). Dlatego nie mozemy jeszcze skorzystaé
z odpowiedniego rozwinigcia. '

W przypadku bez degeneracji, gdy brakowalo nam tylko jednej skladowej wektora
wlasnego pierwszego rzedu, stwierdziliémy, ze moglibyimy bez ryzyka przyjac brakujaca
sktadowa za 1éwna zeru. Postgpowanie takie jest uzasadnione, bowiem mamy dodatkowy
stopieni swobody zwigzany z normalizacja wektora wlasnego (ktéry w problemach fizycz-
nych jest zazwyczaj unormowany do jednosci). Natomiast w przypadku zdegenerowanym
brakuje nam u, skladowych i oczywiscie nie mozemy wszystkich ich przyré6wnaé do zera.

Okazuje si¢ jednak, Ze uratuje nas ten sam fakt, ktéry umozliwit nam uniknigcie dwu-
znacznoéci w wyborze funkcji falowej rzedu zerowego. Przechodzac do (4.55b"), w trakcie
wyznaczania A§?} znajdziemy brakujace skiadowe yp¢&).
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Zeby réwnanie (4.55b") mialo rozwiazanie, wektory po prawej stronie nie moga mieé
skladowych lezacych w podprzestrzeni rozpigtej na {x{%}, j=1,2, ..., #,}, to znaczy

(e82, [Ay = AM5D) — A0, %60) = 0
dla kazdego i, j. Przy uzyciu (4.63) otrzymujemy
aPA) = (), [ — 2. (4.67)
Rozktadamy teraz y{!), na dwie czgéci
WY = fritgnis
gdzie f,; jest nieznana czgécig y§1} lezaca w po-dprzestrzeni rozpigtej na {x{%), j=

= 1,2, ..., #a}, @ gn,i jest reszta, ktéra znamy juz zgodnie z (4.66). W ten sposob (4.67)
mozna zapisaé jako

(8%, [y = A0 foi) = — 550, 41ga, )+ a2 (4.68)
Na koniec wreszcie piszemy fy,; W postaci
Fui =D b0, (4.69)
- .

1 podstawiajac do (4.68), dostajemy
D780 14, BAODbE = KPP~ (), dyg,,)  dla kazdego i, j. (4.70a)
k A2

Po dokladnym przyjrzeniu sig réwnanin (4.70a) czytelnik zauwazy mimo natloku wskaz-
nikéw, ze jest to proste réwnanie macierzowe. Istotnie, jezeli zdefiniujemy wektor 5%
ktérego skltadowymi jest u, skalaréw b{P oraz wektor a® o skladowych af®, to réwnanie
{4.70) przyjmie postaé

(M~ JDBO = IZa®—c® ~ (@700)
dla kazdego {, gdzie macierz M zdefiniowana poprzednio ma element o wskaZnikach jk
réwny (x$%), A,x°), a ¢® jest wektorem o j-tej skladowej réwnej (x$%}, A4;g.,:).
Zatem wektory b moZna wyznaczy¢ z prostego réwnania typu Hx = h. Znowu, zgodnie
z (4.70b), H jest osobliwe, poniewaz wlasnie poprzez diagonalizacj¢ macierzy po lewej
stronie (4.70b) wyznaczyliSmy z (4.65b) A{). W takim przypadku nasze niezwykle pozy-
teczne twierdzenie 3.17 méwi, Ze dla istnienia rozwigzania potrzeba, aby prawa strona
(4.70b) byla ortogonalna do wszystkich wektoréw wiasnych z (4.65b) nalezacych do
wartoéci wlasnej AS'). Przypusémy, Ze zaburzenie usungto catkowicie degeneracje w pierw-
szym rzgdzie, czyli zadne z liczb A (i = 1,2, ..., u,) nie s3 sobie réwne. Wowczas
jedynym wektorem wlasnym nalezacym do A" jest a®; na mocy podanych wyzej uwag,
rozwigzanic réwnania (4.70b) istnieje, jezeli

A2a®, a®)— (@9, ¢¥) = 0-
lub, po rozbiciu na skladowe,

D a8+ [P A= (5 Auga ) = O
J

Po skorzystaniu z (4.63) i (4.64) sprowadza si¢ to do postaci
2 = (0% A18n0)- @.71)
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Jesli znamy wszystkie wektory wlasne 4, 1 odpowiadajgce im wartosci wlasne, to z (4.66)

(©) (0
= Y’Z ("':(;,; Tt o, (4.66")
m#n =1
a wiec mozna wyznaczy¢ A%}, Nalezy podkreslié, ze (4.71) jest bardzo podobne do réw-
nania (4.57b) z poprzedniego paragrafu.

Tutaj ponownic réwnanie okreslajace 2$?) gwarantuje istnienie rozwigzan (4.70b)
na b® (i=1,2,..., 1), a wigc brakujace skladowe y!) zostaly znalezione, choé skla-
dowa bV w kierunku a® nie zostala wyznaczona. (Latwo pokazaé, Ze odpowiada to
nieznajomosci (3%}, 3£1))). Czesto wygoednie jest przyjaé ten iloczyn wewnetrzny za
réwny zeru, co jest rtéwnowazne wybraniu b ortogonalnego do ® Na koniec, po wyzna-
czeniu tg droga 2821 b% dla kazdego i, twierdzenie 3.17 zapewnia nam istnienie rozwia-
zania réwnania (4.55b"), a wiec y$% jest juz znane, choé nadal z nieoznaczonosciag wzdtuz
kierunkoéw {x{, i = 1,2, ..., p,}. Jest mozliwe, cho¢ bardzo pracochlonne, przej$é dalej
do réwnania (4.51¢”), usunaé nieoznaczono$é w ¥ i jednocze$nie obliczyé A3,

Przy przejsciu do drugiego rzedu zalozyliémy, Ze degeneracja w pierwszym rzedzie
zostala calkowicie usunigta. ZalcZenie to nie jest konieczne i pozostawiamy w formie
éwiczenia (w notacji) dla zainteresowanych czytelnikdw pokazanie, ze jezeli czeSciowa
degeneracja wystepuje nadal w pierwszym rzedzie, musimy rozwigzaé zagadnienie wlasne
dla tych spoéréd i@, ktére odpowiadaja zdegenerowanym A™ i nie mamy juz do czynienia
z prostym réwnaniem na A$). Podkreslamy, Ze caly problem sprowadza si¢ jedynie do
odpowiedniego zapisu, podobnie jak przy przejiciu od niezdegenerowanego do zdegenero-
wanego rachunku zaburzen. W zasadzie cala teoria perturbacyjna Rayleigha—Schrodingera
wywodzi si¢ z istnienia rozwinigcia typu danego w réwnaniu (4.52) z nastepujacym po nim
wielokrotnym stosowaniem twierdzenia 3.17.

Przyklad. Jako zastosowanie rachunku zaburzen w przypadku degeneracji rozwazmy
operator liniowy

2 Py

;1 1
Ao = '57 + 5 mwdx®+ S + > mwiy?. (4.72)

Jest on suma dwoéch niezaleznych operatoréw liniowych typu omawianego w § 3.10.
Narzucamy zwiazki komutacyjne
[x,pd =inl, [y, p] =ihl,
a wszystkie pozostate komutatory (np. [x, p,]) znikaja, Podobnie jak w § 3.10 definiujemy
a, = (xmwo+ipy) Cmweh)~Y2, a, = (ymwy+ip,) Cmwah)~12, 73
al = (xmwo—ip,) @mwoh) 12, a} = (ymwe—ip,) Qmaweh)™ 2.
Prosty rachunek, podobny do tego, ktdry prowadzit do wzoru (3.47), pokazuje, ze

Ao = hwo(ala,+ala,+1) (4.74)
[ax’aI] =1I= [ay> a;]’
[ax> ay] = [a;, a;] = [ax, GI] = [GI, ay] = 0.

Wynika stad, ze
[af, do] = —hwoal, [ai, 4o] = hwea;
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dlai = x, y. Przy pomocy metod identycznych do uzytych w § 3.10 stwierdzamy, Ze funkcje
wiasne 4, sa dane jako

Gnom = (@D (@) b0.0/ I’W"ﬁ,
a odpowiadajgce im wartosci wlasne
2P = hwo(n+m+1) = ho(N+1). (4.75b)
Jezeli zazadamy normalizacji (¢g,0,¢0,0) = 1, to
(Gn,m, Do) = OBy
Przy tych definicjach mamy réwniez
afpnm = @+ 1) ?nsr,m,  aPam = (m+1)7Ppmy,

(4.76)
APnym = (”)Uzd’n—x.m, ay(f)n,m = (’”)”247::.;"-1-
Przypusémy teraz, ze A, zostaje zaburzone przez dodanie wyrazu postaci
gd, = emwgxyp.
Po wyrazeniu przez operatory kreacji i anihilacji
eA; = ;—aha)o(aj_ay+axa;—-a1a}‘.—axa,,). 4.77)

Najnizsza warto$¢ 4, odpowiada n = m = 0; Ay, = fiwy; nie jest ona zdegenerowana.
Zatem teoria zawarta w § 4.11 da sie tu zastosowac 1 czytelnikowi pozostawiamy dowdd,
ze po wyliczeniu wszystkich wyrazéw az do & dostajemy
] — (0 1) 245(2)
ko0 = Ao+ X5 b+ ERAG L+ ..
] ’ (4.78)
%o,0 = hirg(1—£2{8+ ...).
Nastgpna wartos¢ wilasna jest dwukrotnie zdegenerowana, poniewaz zgodnie z (4.75)
wartosci wlasne] 2hw, odpowiadaja dwa wektory wlasne, a mianowicie

10 = ald)o,o, do,1 = a;‘f’o,o'

Skoro tak, to dla otrzymania poprawek do tej wartosci wiasnej potrzebny jest nam rachunek .
zaburzei z degeneracja. Utrzymujac wprowadzony wczesniej w tym paragrafie zapis,
piszemy

¥ = ¢r0, X% = 8 4.79)
Zgodnie z (4.65) musimy znaleZ¢ reprezentacj¢ macierzowa 4, w podprzestrzeni rozpigtej
na x{% i x{%. Korzystajac z (4.76), (4.77) i (4.79), dostajemy szukang macierz

lh 01
2"y of

Postepujac tak jak w (4.65b), diagonalizujemy t¢ macierz i dostajemy A{) = %hwo,

1

AL, = ——iha)o oraz wektory wlasne

am:_l: 1 , a(Z)__._l: 1 .
V2 |1 V2 i-1
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Rownanie (4.63) daje wowczas poprawne rozwigzania rzedu zerowego:
1

1
© — %0 +x0) = —— + ,
Y11 1/5( 1,1 ) 1/2 (910 ®0,1)
1 1
©) o~ (x$0 _ Oy — _ .
Yi,2 5 (x5 —x% ,/2 (®1,0 050,1)‘

To nam daje z dokladnoscia do pierwszego rzedu w &:

1:,1 = 2hw0+—;‘ eth, 11,2 = 25600_-;—8;[600.

Po uzyskaniu tych wynikow mozemy rozwigzaé (4.55a’) wzgledem y{!) i y{'%. Poniewaz
znamy wszystkie wektory i wartoSci wlasne 4,, korzystamy z (4.66) dla wyznaczenia
81,1 18,2 —skladowych »{*) i y{!%, nie lezacych w podprzestrzeni rozpigtej na y{%
i ¥%%. Zgodnie z (4.71) znajomo$é g pozwoli obliczy¢ A% i 1¢}. Korzystajac z (4.66'),
@.75), (4.76), (4.77) i (4.79), dostajemy

1 1
81,1 =7 (@2,1+01,2), 812 = z‘(‘f’z,l —@y,2)-

Tak wige, zgodnie z (4.71),

. 1
A(x,)1 = (J’(l,)l,Axgz,J = EVE_th([¢I’O+¢O'1]’ [aiay+axa‘;—
)

1
—ata}—a.a,}{¢s,1+91,2) = — Ihw% = A$%.

W drugim rzedzie w ¢ mamy

1 1
;‘1,1 = hwo (2+—2- 8~Zsz+ ...) N
(4.80)

2 4

Dzieki szczegdlnej postaci oddzialywania, mozna ten problem rozwigza¢ dokladnie,
przy uzyciu metod podobnych do przedstawionych przy rozwigzywaniu zagadnien drgan
normalnych. Latwo pokazaé, Ze dokladne, wartoéci wlasne Ay+¢4,; sa

, 1
hy,2 = heg (2‘——8—-—1—82+...).

\

1 1
Aoy = ooy (v+—2—)+hw_(y +-:2-'),
gdzie w, = w, Y1 e. W szczegdlnosci dostajemy

h
Ao,0 = 7(w++w_) = hwo(1—£2/8+ ...),

3 1, i1,
)vl'o = 7’h€0++-2—h60— = ha)o (2+78—ZG + ...),

1 . i
),0,1 = -Z—hw++%hw_ = hw, (2——;—6—%824- ),

co po dokonaniu malej zmiany w notacji, odpowiada dokladnie réwnaniom (4.78) i (4.80).
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Podobne wyliczenia mozna zastosowaé do wyzszych poziomoéw. Czytelnik moze zbadaé
stany trzykrotnie zdegenerowane ¢, o, ¢;,1 i @o,>, 0 Wspdlnej wartosci wlasnej A9 = 3hew,
(zadanie 23). Rozwiazania typu podanego powyzej daja si¢ latwo otrzymad rownieZ w tym
przypadku.

ZADANIA

1. Dowiesé, Ze jesli A jest macierza samosprzgzona, to detA jest rzeczywiste. (Jest
to jedyna wlasno$é, jaka mozna dowie$¢ dla wyznacznika macierzy samosprzezonej,
podczas gdy dla B unitarnego |detB] = 1. Dowie$¢ réwniez to ostatnie stwierdzenie).

2. Dowie$é, Ze jeZeli macierze A i B wiaZze transformacja podobienstwa, 4 = P~1BP,
oraz P jest unitarne, to transformacja podobienstwa zachowuje hermitowskosc.

3. Dowie$é, Ze macierz (I—iA) o wymiarach #x#n posiada macierz odwrotna, o ile 4
jest hermitowskie.

4. Niech B bedzie macierza nxn. Zdefiniujmy macierz 4 = ¢’ o wymiarach nxn
poprzez jej rozwinigcie potggowe, to znaczy

©
=y (iB)" . (i8)2

A= > T = I+IB+T+
n=0

Zakladajgc zbieznosé szeregu dowiesé, ze A jest izometryczne, o ile B jest samosprz¢zone.
Pokazaé réwniez, ze kazda izometria U moze byé zapisana jako U = exp(iH), gdzie H jest
hermitowskie. Wyrazi¢ H przy pomocy wielkosci zwigzanych z U.

Wskazéwk 11 mozna skorzysta¢ z wlasnosci wektor6w wiasnych i wartosci wiasnych
operatorow.

5. Dow. ¢, Zze wartosci wlasne dowolnej antysamosprzeZonej macierzy sa urojone.

6. Dov..esé lub znaleZé kontrprzyktad dla nastepujacych stwierdzeri:

a) J zeli 41 B sa macierzami nxn, to AB = 0 implikuje, Ze albo 4 = 0, albo B = 0.

b) I .acierz hermitowska nxn catkowicie zdegenerowana (o wszystkich wartosciach
wlasny n rownych) musi byé diagonalna.

c) Jezeli macierz nxn jest hermitowska, to wszystkie jej potegi sg hermitowskie.

d) det(4+ B) = detA+detB.

e) Jezeli A 1 B sy macierzami hermitowskimi »nx n, to AB jest hermitowskie.

f)y TrdAB = TrA4 TrB w przestrzeni skonczenie wymiarowe;j.

7. a) Dowie$¢, ze dwa wektory x i y w przestrzeni zespolongj z iloczynem wewngtrznym
sg ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy |lax-+gy||2 = }|2x]j2+]|8y|? dla kazdego z, §.
Czy twierdzenie bedzie prawdziwe, jezeli warunek ostabimy do postaci ||x+31|> = {|x]|>+
+1Iy112?

b) Dowie$é, ze w dowolnej przestrzeni z iloczynem wewngtrznym

=yl 2] Hlxll =1yl -
¢) Dowies¢ nieréownosé trojkata
Hx+ < x|+ (¥l

8. W mechanice klasycznej twierdzenie o wiriale mowi, Zze §rednia warto$¢ energii
potencjalnej prostego oscylatora harmonicznego jest réwna $redniej warto$ci jego energii
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kinetycznej. Niech (¢, A¢) oznacza wartos¢ Srednig obserwabli 4 w stanie ¢ (przy zatozZeniu,
Ze ¢ jest unormowane do jednosci). Pokazaé, ze podobne twierdzenie jest stuszne réwniez
dla kwantowomechanicznego oscylatora harmonicznego. Pokazaé, ze polaryzowalno$é
elektronu zwiazanego sita harmoniczng jest rowna klasycznej, tzn. e2?/k, gdzie e jest tadun-
kiem elektrycznym, a k stalg sprezystosci. Oznacza ta, Zze stala dielektryczna ukladu
takich obiektéw (ggstos¢ = n na jednostke objetosci) przy zerowej czestotliwo$ci wynosi
4mne?fk.

9. Zdefiniujmy exp(4), gdzie A jest dowolng macierza, przez szereg potegowy exp(x) =
= l+x+... Pokaza¢, ze jezeli istnieje macierz P sprowadzajaca 4 do postaci diagonalnej
przez transformacje podobienistwa, to zachodzi réwnosé

detexp(4) = expTr(4).

10. Przy jakich zalozeniach mozna dowies¢, ze AB i BA maja te same warto$ci wlasne?
Jezeli za§ maja te same wartoéci wilasne, fo jaki jest zwigzek pomiedzy odpowiadajacymi
im wektorami wlasnymi?

11. Zbi6ér przeksztalcen liniowych pewnej przestrzeni wektorowej moze by¢ sam
uwazany za przestrzen wektorowa. Pokazaé, ze iloczyn wewnetrzny w tej przestrzeni
moze byé okreslony wzorem (A4, B) = Tr(4!B), gdzie 4 i B sa dwoma operatorami linio-
wymi w rozwazanej przestrzem, tzn. pokazaé, ze tak zdefiniowany twér spetnia wszystkie
aksjomaty przestrzeni z iloczynem wewnetrznym.

12. Grupa Lorentza. a) Obliczy¢ wyznacznik macierzy Lorentza. Skomentowaé wynik.

b) Dowiesé, ze zbidr transformacji Lorentza o tym samym kierunku predkosci tworzy
grupg.

13. Prawo relatywistycznego dodawania predkosci. Niech uklad K’ porusza si¢ z jednostajnag-
predkoscia » réwnolegta do K i niech X'' porusza si¢ z jednostajna predkoscia v’ wzgledem
K'. Jaka jest predkos¢ o’ ukladu K'" wzgledem K? Dowiesé, ze v'' < ¢, jezeliv i 9’ sa < c.
Sugerowana metoda: Przy dowodzie zamknigto$ci operacji skladania w zadaniu 12 okazuje
sig, ze iloczyn jednej transformacji Lorentza (zespolony ortogonalny obrét o ,,kat” @ =
= artghf) przez inng transformacj¢ Lorentza (zespolony obrét o kat @ = artghf’) jest
znéw transformacja Lorentza (obrotem 0 @ +@’ = @ = artghB’). Mozna zatem obliczyé
B (tzn. v"’) przy pomocy v i 2’

14. Wyprowadzi¢ macierz 4 ogdlnej transformacji Lorentza odpowiadajacej wzglednej
pradkosci v/c = tgha w kierunku danym przez katy sferyczne ¢, 6, stosujac transformacje
podobiestwa R™*LR, gdzie R jest uogélnieniem macierzy obrotu R(¢, ) z (1.23) na
przypadek macierzy 4 x4, dzialajacym jedynie na trzy zmienne przestrzenne. Zwrocié
uwage na to, ze R™! = R7. Zalozyé, ze osie K i K’ pozostaja rownolegle podczas jedno-
stajnego ruchu wzglednego. Sprawdzi¢ odpowiedZ badajac, czy zredukuje si¢ do odpo-
wiedniej postaci w trzech szczegdlnych przypadkach: ¢ = ¢, & =0; ¢ =0, @ = n/2;
a = 0.

15. Pokazaé, ze zbadana w zadaniu 14 ogdlna transformacja Lorentza daje si¢ w zapisie
wektorowym wyrazié¢ nastgpujaco:

, (v-p)v , v-r
r =r+ p (y—D—vty, t'= t——cz- ¥,

gdzie y = 1//1—82, B = v/c, a v jest wzglgdna predkoscia obu uktadéw. Wzory te daja
zwarty i wygodna metode zapisu transformacji Lorentza pomiedzy ukladami o osiach

197




réwnolegtych, poruszajacymi si¢ z dowolnie skierowang jednostajna predkoscia wzgledna
V.

16. a) Znalezé wartosci wilasne i wektory wlasne transformacji Lorentza. Sprawdzié,
ze wektory wlasne sg wektorami o normie zero.

b) Obliczy¢ wyznacznik wlasciwej macierzy Lorentza.

¢) Kazda inna reprezentacja macierzowa transformacji Lorentza mozZe by¢ znaleziona
przez podzialanie transformacja podobienstwa na macierz 4 (zadanie 14). Jaka jest warto§é
wyznacznika dowolnej reprezentacji macierzowej transformacji Lorentza?

17. Operator rzutowy P; zdefiniowany jest nastepujaco:
x' = Pix = xi(xi, X),

gdzie x; jest wektorem jednostkowym. Operator ten nazywany jest rzutowym, poniewaz
wszystkie x’ maja kierunek zgodny z x;, a dlugo$¢ x’ jest rowna skladowej x w kierunku x;,
mianowicie (x;, x). Niech x; bgdzie ortonormalnym zbiorem wektoréw, rozpinajacym
n-wymiarowa przestrzen wektorowa V. Dowiesc, ze »

a) P; jest idempotentny.

b) P;P; = O dla i # j. Poda¢ interpretacje geometryczna.

¢) P; nie posiada operatora odwrotnego.

d) iP, =]
i=1

e) P; jest hermitowski.

f) Niech 4 bedzie samosprzezonym operatorem liniowym, okre$lonym w r-wymiarowe;j
przestrzeni wektorowej ¥, majacym n wartoéci wlasnych ¢; oraz n wektoréw wilasnych x;.
Dowiesé, ze 4 mozna zapisaé w postaci

= & P;,
gdzie operator P; zostal zdefiniowany wyzej. Fakt ten znany jest jako twierdzenie spektralne
dla samosprzeZonych operator6w liniowych. (Mozna réwniez tatwo poda¢ dowéd analo-
gicznego twierdzenia dla operatoréw normalnych). Zwrécié uwage ma zgodnos$¢ tego
wyniku z punktami (d) i (e} zadania.

18. Dla dowolnego przeksztalcenia liniowego A w skoficzenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej dowiesé, ze w danym ukladzie wspolrzednych zawsze istnieje macierz do niego
sprz¢zona.

Wskazéwka: Zmodyfikowaé rozumowanie zawarte w twierdzeniu 4.7.

19. Obliczyé gorng granice na najnizsza warto$¢ wlasna kwantowego oscylatora har-
monicznego, przyjmujac jako funkcje probna

¢ = cexp(—ax?(2).
%v&r@cié uwage na fakt, ze jest to dokladnie wynik otrzymany w § 3.10.
" 20. W tekécie rozdziatu obliczylisémy poprawke pierwszego rzedu do funkcji wlasnych
dperatora liniowego o niezdegenerowanym widmie. Korzystajac z tych samych metod,
oirzymaé poprawke drugiego rzedu. Mozna zalozy¢, Ze poprawka drugiego rzedu jest
ortogonalna do wyjéciowego stanu rzedu zerowego.
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21. Przypusémy, ze hamiltonian oscylatora harmonicznego
2

_ P e Iy
Ao-2m+2mwx, [x, p} = ih

zostal zaburzony malym wyrazem A4; = ex. Znalezé poprawki pierwszego i drugiego
rzedu do wartosci wlasnych A, wywolane istnieniem A,. Poniewaz problem ten da sig
rozwigzaé §cisle, odpowiedZ mozna sprawdzic.

22, Obliczy¢ kilka pierwszych poprawek w rachunku zaburzen do najnizszej wartosci
wiasnej 1 odpowiadajacego jej wektora wlasnego dla sprz¢Zonego oscylatora harmonicznego
omdwionego w § 4.12.

23. W oparciu o rachunek zaburzen z degeneracja znalezé poprawki do wartosci
wlasnych i wektoréw wlasnych sprzgzonego oscylatora harmonicznego, odpowiadajacych
niezaburzonym wartosciom wlasnym A® = 3hew,.

24, Zdefiniujemy operator P, wzorem
“n

Pyx = xg?i(%‘»?% JC),
gdzie i = 1, ..., p, jest stopniem degeneracji n-tej wartosci wlasnej pewnego operatora 4,
a x{% sa odpowiednimi wektorami wlasnymi. Niech ¢4, bedzie zaburzeniem. Pokazaé,
ze jezeli zdefiniujemy-
A(; EAO+8 PIAIP,,, A; EAI'_‘ PIAIP",
2 2.

to mozna obliczy¢ wartosci i wektory wlasne Aq przy pomocy wartosci i wektoréw wlasnych
A, . Pokazaé, Ze jezeli degeneracja A, jest catkowicie usunigta w pierwszym rzedzie przez
Ay, to mozemy do A; zastosowaé zwykly rachunek zaburzen bez degeneracji. Pokazag,
ze poprawki pierwszego rzedu do wektoréw wiasnych 4 sa wszystkie réwne zeru. Podaé
wszystkie nasuwajace si¢ wazne wnioski na temat wzglednej wielkosci wyrazéw dla kilku
pierwszych rzedéw rachunku zaburzen.

25. Rozwazmy czterowymiarowa rzeczywista przestrzenn wektorowa o wektorach bazy
{eo, €1, €,, €3} 1 zdefiniujmy operacje mnozenia wektoréw bazy nastgpujaco:

€o€; = €;€0 = € (i=1,2,3),

eOeO = eO’ eiei = _()0 (l = ]9 27 3):
3
eie;= Y epec (#£J 5j=1,2,3).

Ze wzgledu na to ostatnie réwnanie, piszemy zazwyczaj ¢, = i, e, = ji e3 = k i wowczas
dowolny wektor w tej przestrzeni ma postaé

g = qoeot+gie;+gre2+qse3 = goeo+q i+q2i+ gk = goep+4q.

(a) Rozszerzyé definicj¢ mnoZenia wektor6w na wszystkie wektory z tej przestrzeni,
opierajac si¢ na liniowosci. (Zgodnie z nomenklaturg wprowadzona przez W. R. Hamil-
tona, elementy tej przestrzeni nazywamy kwaternionami). Niech ¢ = goeo+q 1 p =
= poeo+p bedag dwoma dowolnvmi kwaternionami. Pokazaé, ze pg = (pogo—p - Q)eo+
+(Poq+goP+PXx Q).

(b) Kiedy pq = gp?
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{(c) Pokazaé, ze kwaternion jednostkowy jest rowny e,, to znaczy e,q = q = geo.

(d) Dowiesé, ze jezeli pg = 0, to albo p =0, albo ¢ = 0.

(e) Pokazaé, ze (pq)r = p(gr), czyli ze zbioér kwaterniondéw tworzy tzw. algebre.

(f) Niech g = g,e,+qbedzie kwaternionem; zdefiniujmy kwaternion sprzezony wzorem
q* = goeo—q. Pokazaé w oparciu o tg definicje, ze jezeli ¢ # 0, to istnicje jeden 1 tylko
jeden kwaternion odwrotny g~!, dla ktérego q¢~' = ¢, = g~*¢. Fakt ten dowodzi, ze
kwaterniony tworza cialo nieprzemienne.

(g) Pokazaé, ze przykiad ciala kwaternionéw.mozna otrzymaé przyjmujac

1 0 {01 40 —i o
=10 1)’ e‘z_‘(l 0)’ ez=—l(i 0)’ ¢ = "’(‘0 - )

gdzie i = ' —1.

26. Kwantowomechaniczny hamiltonian czastki natadowanej w polu magnetycznym
jest rowny H = (p—(efc)A)?/2m, gdzie A jest potencjalem wektorowym. Zaktadamy,
ze pole magnetyczne jest stale co do wielkosci 1 kierunku.

(a) Pokazaé, ze potencjal wektorowy dla takiego pola jest A = Bxr/2, gdzic B jest
statym polem, tzn. pokazaé, ze VxA = B. Pokazaé takze, z2e V-A = 0.

(b) Zakladajac dla uproszczenia, ze pole magnetyczne jest skierowane wzdiuz osi z
i Ze ped czastki w kierunku-z jest zerem, to znaczy p. = 0, pokazaé, Ze jezeli przyjmicmy
px = (hji)didx i p, = (hfi)d/dy, to hamiltonian mozZna zapisa¢ w postaci '

2 2
5; + _5% +—;—mw2x2+-;—mw2y2 —wL,,
gdzieL = rxpiw = eB/2mc.

(c) Korzystajac z faktu, ze p,, py, X i y sg operatorami samosprzezonymi, zdefiniujmy
operatory anihilacji a, i @, wzorem

H =

a, = Qmhw)y Y3 (xmw+ip,) 1 a, = Qmho) Y3 (ymo +ip,),
co zapewnia zwiazki [a;, al] = [a,, d}] = Ii [as, a,] = [a.,al] = 0.
Pokazaé, ze H przyjmuje postaé

H = holafa.+ala,+1+i{ala,—ala,)].

(d) Zdefiniujmy operator b = (ax+ia,)/y"§. Pokazaé, ze
() H =2hodb+1/)2),
@) [6,01 =1,
(iii) [6, H] = 2hwb, [b%, H] = —2hwb".

(e) Rozwiazaé zagadnienie wlasne H¢ = E¢. Zakladajac, Ze istnieje najnizsza warto$é
wlasna pokazaé, Ze jest ona réwna hw i ze odpowiadajacy jej wektor wlasny (czy wektory
wlasne) spetnia réwnanie b, = 0. Pokazaé, ze pozostale (unormowane) wektory wiasne
1 wartosci wlasne sa dane wzorami

¢ = (O"'Po/Vn!,
E, =2hw(m+1/2)
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lub tez, w wygodniejszym zapisie, £, = hoy(n+1/2), gdzie op = 20 = eBimc jest czg-
stoscig Larmora.

(f) Niech uo bedzie jednoznacznym rozwigzaniem réwnania a,uo = 0 i nicch v, bedzie
jednoznacznym rozwigzaniem réwnania a,v, = 0. (Patrz § 3.10; u, i v, Sa po prostu
znormalizowanymi funkcjami gaussowskimi odpowiednio zmiennej x i p). Wowczas
oczywiscie funkcja ¢ = uyw, spetnia bp§» = 0, a wiec fatwo znalezliémy rozwigzanie
dla stanu podstawowego. Nie jest to jednak jedyne rozwiazanie. Zdefiniujmy operator 4
wzorem d = (a,—ia,)/)/2. Pokazaé, ze [b,d] =01 [b,d"] =0, a stad, ze przy definicji
o8 jak wyZej ¢ okreslone wzorem

$6” = @[y m!
spetnia réwniez zwigzek bopy™ = 0 dla kazdego m 1 (d§7, ¢§"7) = S,m.. Zatem krotno$é
degeneracji stanu podstawowego jest nieskonczona 1 podobna wlasno$¢ ma kazdy stan
wzbudzony. W gruncie rzcczy
¢ = BYOE Yl = (@) m!.

27. W przestrzeni wektorowej ¥ z pseudoiloczynemm wewnetrznym zdefiniowanym
wzorami (4.23), (4.24) i (4.25) wprowadzamy nastepujace definicje: Dla kazdego operatora
A definiujemy operator transponowany AT wzorem [x, Ay] = [47x,y] dla kazdego
x, y. G operatorze S méwimy, ze jest symetryczny, jezeli ST = S. O jest ortogonalny,
jezeli OTO = I. Dwa wektory x s y nazwiemy pseudoortogonalnymi, jezeli [x, y] = 0
i wreszcie zbidr niezerowych wektordw x; bedziemy nazywaé zbiorem zupelnym pseudo-
ortonormalnym, jezeli x; rozpinaja przestrzen i [x;, x;] = &;;.

(a) Dowiesé, ze jezeli X = {x;} jest zbiorem zupelnym pseudoortonormalnym, to dla
kazdego x eV

(1) X = Z [xi’ x]xi »

WHM=ZMMMM-

(b) Pokazaé, ze macierz operatora symetrycznego w zupelnej pseudoortonormalnej
bazie spetnia zwigzek S;; = Sj;. Pokazad, Ze elementy macierzowe operatora ortogonalnego

O spetniaja

n
Z Ou Ox; = 0.
k=1
(c) Pokazaé, ze jezeli S jest operatorem symetrycznym i Sx; = i, x, oraz Sx, =
= Jy X5, to [xy,x,] = 0 dla A, # 1,. Pokazaé, ze jeZeli wszystkie ‘wartosci wlasne S sa
rozne, to wektory wlasne S tworza zbiér zupelny pseudoortonormalny.
Wskazéwka: nalezy wykluczyé mozliwo$é wektora wlasnego o normie zero.
(d) Poda¢ przyklad macierzy symetrycznej 2 x 2, ktérej wartoéci wlasne nie sa rzeczy-
wiste, a mimo to wektory wlasne s pseudoortogonalne.
(e) Pokazaé, Ze kazda warto$¢ wlasna operatora ortogonalnego zwiazana z wektorem
wlasnym o niezerowej normie jest réwna albo 1, albo — 1.
(f) Dowies¢, ze jezeli O jest transformacja ortogonalng i Ox, = 2, x, oraz Ox, =
= Ay X3, t0 [x;, x;] = 0, gdy 4, # A3'. Pokazaé ponadto, Ze jezeli x, lub x, ma niezerowg
normg, to [x,, x,] =0, gdy 4, # 2,.
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ROZDZIAL 5

PRZESTRZEN HILBERTA — ZUPEENE ORTONORMALNE
ZBIORY FUNKCJI

WSTEP

Analiza funkcji jako wektoréw w pewnej przestrzeni wektorowej taczy w sobie elementy
wszystkich podstawowych galezi matematyki — algebry, geometrii i analizy. Takie wia$nie
ujednolicenie opisu stanowié bgdzie tresé niniejszego rozdziatu; pod wzgledem znaczenia
w fizyce wspdlczesnej moze z nim konkurowaé mato ktéry formalizm matematyczny.

W rozdziale tym bedziemy uzywaé pojeé, terminologii i twierdzen z rozdziatéw 3 i 4.
Konkretnie mdéwiac, podamy uogdlnienie na przypadek nieskoriczenie wymiarowy nie-
ktérych otrzymanych poprzednio wynikéw. Jednakze fakt, ze wektory sa tutaj funkcjam?,
oznacza istnienie dodatkowych mozliwosci, powstajacych gléwnie przy prébie precedsta-
wienia funkcji w postaci kombinacji liniowej danego zbioru funkcji, tzn. przy rozwinieciu
na szereg. Staja si¢ wOwczas wazne wszystkie charakterystyczne dla analizy problemy,
takie jak np. problem zbieznoéci. ’

W szczegdlnosci wszystkie popularne w fizyce tzw. ,.funkcje specjalne™, jak funkcje
kuliste, wielomiany Legendre’a, Hermite’a czy Laguerre’a, wygodnie jest analizowas
w formalizmie przestrzeni Hilberta. Zajmujac si¢ réznymi funkcjami specjalnymi bedziemy
bada¢ réwnania rézniczkowe, ktoérych rozwigzania te funkcje stanowig. Caly aparat
matematyczny nie begdzie jednak bazowal na réwnaniach rozniczkowych. Formalizm
przestrzeni Hilberta jest bardziej zrozumialy i przedstawia w sposéb jednolity to, co bez
niego stanowiloby jedynie nieuporzadkowany zbi6r szczegélnych przypadkéw i dziwnych
wlasnosci.

Dyskusja tych funkcji podzielona bedzie na trzy etapy. W pierwszym wprowadzimy
podstawowe pojecia z pfzestrzeni Hilberta i to w sposdb dos¢ abstrakcyjny; o funkcjach
specjalnych pojawig si¢ tam tylko wzmianki. Nastepnie rozwazymy jedng po drugiej
funkcje specjalne indywidualnie, nie zwazajac na ich wspolne pochodzenie czy zblizone
cechy. Na koniec powrécimy do sformufowania abstrakcyjnego i usystematyzujemy
wlasnosci tych funkcji przy pomocy jednej, fatwo zrozuuialej klasyfikacji.

Przestrzen Hilberta stanowi matematyczng baze fizyki kwantowej. Obserwable fizyczne
sq reprezentowane jako operatory, a stany fizyczne jako wektory (funkcje) w przestrzeni
Hilberta. Najwazniejsza wlasnos$¢ funkcji opisujacych mozliwe stany ukladu fizycznego
stanowi fakt, ze tworza one zbidr zupefny. Oparta jest na niej cala teoria kwantowa.
Nic wige dziwnego, ze wigkszo$¢ paragraféw z tego rozdziatu bedzie w taki czy inny sposéb
zwigzana z zupetnoscig uktadéw funkcji.
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Na Roncu rozdzialu podamy ponownie zeslaw nywaznigjszych wynikéw teorii prze-
strzeni Hilberta i naswietlimy ich role w stormulowaniu mechaniki kwantowej.

5.1. PRZESTRZEN FUNKCYJNA I PRZESTRZEN HILBERTA

Przy badaniu skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych powotywalidmy sig
kilkakrotnie na #,, przestrzen wielomianow stopnia < n. Wektory w tej przestrzeni
stanowia szczegdlnie prosta klasg funkcji — sg wiclomianami.

Zdefiniujemy teraz inng przestrzenn wektorowa o elementach bedacych funkcjami.
Elementy tej przestrzeni si cutkowalnymi z kwadratem* zespolonymi funkcjami zmiennej
rzeczywistej x, okreslonymi na przedziale domknietym [a, b]**. Pokazemy, Ze zbidr
funkcji catkowalnych « kwadratem tworzy przestrzen wektorowg. Przestrzen t¢ matematycy
oznaczajg symbolem L,; my nazwiemy ja przestrzenia funkcyjna. Jak si¢ dalej okaze,
jest ona przestrzenig nieskonczenie wymiarowa.

Sama intuicjua sugerowalaby, ze przestrzen funkcyjna jest duzo ,,wigksza™ niz skonczenie
wymiarowa przestrzen P, i, W pewnym sensie, tak jest rzeczywiscie. Przypusémy jednak.
ze funkcje stanowigce baze w P, — zbiér {x™,m = 0,1, ..., n} rozszerzymy na wszystkic
mozliwe potegi x, przechodzac z n do nieskonczonosci. Twierdzenie Weierstrassa, naj-
wazniejszy rezultat tego rozdziatu, dowodzi, Zze taki nieskodczony zbidr funkcji ma w prze-
strzeni funkcyjnej wigksze znaczenie nizby si¢ to moglo na pozér wydawaé. Podamy dalcj
dokladny przeglad jego waznych wlasnosci. Najpierw jednak powrdcimy do definicji
przestrzeni funkcyjnej.

Dodawaniec wektoréw [, 1 f, w przestrzeni funkeyjnej definiujemy w naturalny sposob
wzorem:

(fi+/2) (x) = [i(¥)+/2(x),
a mnozenie przez zespolony skalar ¥ — wzorem
af = xf(x).
Jedyna trudnos$¢ prry dowodzie, ta, Ze operacje te spelniajg aksjomaty przestrzeni wektoro-
wej, wigzZe sie z zamknietoscig. Chcemy zbadaé, czy sumy i iloczyny przez skalar funkcji
catkowalnych z kwadratem sg réwniez catkowalne z kwadratem. Odpowiedz brzmi: tak, a

wigc przestrzen ta jest przestrzenia wektorowg. Dowiedziemy, Ze przestrzen jest za-
mknigta zc wzgledu na dodawanie.

Vi+fol? = AP HILPHEL+AF = AP+ LI +2Re(fEf2) <

{5.1
S IAPHILP+2ATEA] < AP HILP+2ARIA). ¢

Réwnoczesnie

0 < (Al-1LD7 = 1A +1LP=21A11f]
b

* Mowimy, Ze funkcja jest calkowalna z kwadratem na przedziale [a, b], jezeli § |f(x)1*dx istnicje
i jest skoficzona. 4

**  Przedzial domknigty oznaczany symbolem [a, 6], jest zbiorem wszystkich punktéw {x} takich,
2e a < x < b. Przedziat oiwarty (a, b) jest zbiorem wszystkich punktéw {x} takich, ze @ < x < b. Prze-
dzial domknigty jest zawsze skonczony; jezeli przynajmniej jeden z koncow przedziatu, @ lub b, znajduje sic
w nieskonczonosci, to przedziat jest otwarty na tym koncu. W dalszym ciagu rozdziatlu, przechodzac do
przedzialéw nieskonczonych, zwrécimy czytelnikowi na to przejscie specjalng uwage.
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a wiec
AP+IAE 2 2011
Korzystamy z tej ostatniej nieréwnosci, zastgpujac wyrazenie 2|fi| |fol w (5.1) czyms
wigkszym i zachowujac tym samym zwrot nieréwnosci. Zatem nieréwnosé
i +f1? < 21filP+211212 (5.2)
jest stuszna w kazdym punkcie przedzialu {[a, b]. Po scalkowaniu stronami widzimy.
7e jezeli skiadnili sg catkowalne z kwadratem, to te sama wlasno$¢ ma ich suma.
Wprowadzimy teraz w przestrzeni funkeyjnej iloczyn wewngtrzny.
Definicja 5.1. lloczyn wewnetrzny dwoch funkeji f, 1 f, nalezacych do przestrzeni

funkcyjnej zdefiniowany jest wzorem
b

(fi,f2) = S F(x) f2(x)dx. (5.3)

b
Zauwazmy, ze z catkowalnosci z kwadratem wynika, ze (f,f) = |If]]* = | If|?dx < co.

a
Wielkosé |{f|l nazywa si¢ normg f. Ponadto dla kazdej pary funkcji catkowalnych 7 kwadra-
tem okre§lony jest ich iloczyn wewnetrzny, bowiem z nieréwnosci

ol = 1Al1As] < 5 QAR+,
wynika

£l dx < = (IAIPHIAIP < o,

Q Gy &

a z istnienia catki z bezwzglednej wartoéci funkcji wynika istnienie catki z samej funkcji.
Sprawdzenie, ze (f;, f,) zdefiniowane réwnaniem (5.3) posiada wszystkie cechy iloczynu
wewngtrznego, przebiega gladko az do momentu, gdy dochodzimy do dodatniej okreslo-

nosci. Oczywiscie
b

(5 =17 = {1 1Pdx > 0.
Ale czy (f, f) = O implikuje f{x) = 0 dla kazdego x € [a, b]? Nie catkicm, bowiem funkcja
f(x) moze przyjmowaé wartoéci rézne od zera w dowolnej skoficzonej ilo$ci punktdéw
i catka tego nie ,,zauwaza”, czyli nie ma Zadnego wkladu do wartosci catki, mimo ze funkcja
podcatkowa nie jest réwna tozsamosciowo zeru na calym przedziale [a, 5].

Dyskusje tego typu przypadkéw ulatwia wprowadzenie nieco ogdlniejszego pojecia
catkowania. Catka Riemanna ma szereg wad; rozwazmy jako przyklad krancowy dzi-
waczna funkcje f(x) rowng 1 dla kazdej liczby wymiernej, a 0 dla kazdej liczby niewymiernej
w przedziale [0, 1]. Poniewaz wymiernych liczb jest ,,niewiele”, zbidr ich jest przeliczalny,
podejrzewamy, ze calka z takiej funkcji jest rowna zeru. Dzielgc jednak przedziat [0, 1]
na drobne czesci Ax; 1 tworzac w zwykly sposdb gérng i dolng sume¢ Riemanna

ffoodx = N dxmax(f9],  x < x < x+Ax,
[ fdr = Y Amminlf@)],  x < x < xi+4x,
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widzimy, ze bez wzgledu na wielko$é podprzedzialow Ax; warto§é maksymalna f(x) jest
w nim zawsze 1, a minimalna 0. Stad

{foax=1 i {rwdx=o,

a wiec calka Riemanna nie istnieje.

W teorii catki Lebesgue’a,calka ta istnieje i jest rowna zeru. Méwimy, Ze f(x) = 0
wszedzie z wyjatkiem zbioru miary zero, lub tez f(x) = 0 prawie wszedzie. Intuicyjny sens
tego zdania jest prosty. Jezeli mamy przeliczalng liczbe punktéw na osi rzeczywistej oraz
pasek papieru o dlugosci &, to mozemy na kazdy punkt nakleié¢ malenki kawalek tego

[
paska, dzielac go na przeliczalng liczbe kawalkéw o szerokosci £/2". Poniewaz Z &f2" = ¢,

n=1
w calym procesie korzystamy jedynie z naszego poczatkowego paska. Ale skoro jego .
poczatkowa wielko$¢ moze by¢ dowolnie mata, zbidr punktéw, dia ktérych f(x) # 0, jest
zaniedbywalny w poréwnaniu ze zbiorem, na ktérym funkcja jest zerem, mimo ze kazda
liczba rzeczywista lezy dowolnie blisko pewnej liczby wymiernej. Tak wigc liczby wy-
mierne stanowig na osi rzeczywistej zbiér miary zero. :

Nie bedziemy pos$wigcaé wigeej miejsca pojeciu catki Lebesgue’a, poniewaz wszystkie
funkcje pojawiajace si¢ w naszej ksiazce sa catkowalne w sensie Riemanna. Np. calka
Riemanna istnieje zawsze dla klasy funkcji odcinkami cigglych okre$lonych na przedziatach
domknigtych. W kazdym razie, jezeli calka Riemanna istnieje, to jest réwna calce Lebes-

ue’a.
® Podsumowujac powiemy, Ze jezeli f jest funkcja w przestrzeni funkcyjnej i (f,f) = 0,
to f(x) nie musi by¢ tozsamosciowo zerem dla kazdego x, ale moze si¢ r6znié od zera co
najwyzej na zbiorze miary zero. Mowimy, ze z réwnosci (f, f) = 0 wynika, ze f(x) = 0
prawie wszedzie. Kazda funkcje réwna zeru prawie wszedzie bedziemy nazywaé funkcja
zerowa. Przy tak rozszerzonym pojeciu funkcji zerowej, aksjomat 3 dla iloczynu wewnetrz-
nego jest spelniony, a wiec definicja 5.1 iloczynu wewnetrznego jest poprawna.

Mamy zatem zespolony iloczyn wewngtrzny w przestrzeni funkcyjnej, ktéra sama jest
zespolong przestrzenia wektorowa calkowalnych z kwadratem zespolonych funkcji zmiennej
rzeczywistej nalezacej do przedzialu domknietego [a, b].

Aby znalezé zastosowanie w fizyce, przestrzenn z iloczynem wewnetrznym musi byé
réwnieZz zupelna. Przestrzen zupelna jest to taka przestrzend, w ktdrej nie istnieje cigg
Cauchy’ego elementéw przestrzeni zbiezny do granicy nie nalezacej do przestrzeni*,
Elementarnym przyktadem przestrzeni niezupelnej jest zbior liczb wymiernych. Ciag sum

N
czgéciowych S, = Z 1/n! jest ciggiem liczb wymiernych, ale zbieznym do niewymiernej
n=90
liczby e. Natomiast podstawowe twierdzenie analizy méwi, Ze zbiér liczb rzeczywistych

* Ciggiem Cauchy'ego nazywamy ciag {S,} obdarzony taka wlasnoscia, ze dla kazdej liczby & > 0
istnicje wskaznik N(e) taki, ze jezeli tylko m i » sg wigksze niz N(e), to
”Sn_’Sm“ < &,
Jezeli rozwazany ciag jest ciagiem liczbowym, to norme interpretuje si¢ jako warto$¢ bezwzgledna. Jezeli
natomiast, tak jak w naszym przypadku, ciag jest ciagiem funkcji, to norma dana jest wzorem
b

Al = [§1f12dx] 2.
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jest zupelny; biorac granice ciagéw Cauchy’ego ztozonych z liczb rzeczywistych, nie mozna
wyj$é poza ten zbidr.

Podobnie chcieliby$my znaleZé klase funkcjiotej wlasnosoi, Ze nie istnieje ciagg Cauchy -
ego funkcji nalezacych do tej klasy zbiezny do funkcji do niej nie nalezacej. Taka klasa
funkcji jest zupelna. Ten z pewnofcig najbardziej podstawowy problem analizy zostat
rozwigzany przez twierdzenie Riesza~Fischera méwiace, ze przestrzen funkcji catkowalnych
z kwadratem, tzn. funkcji o skoniczonej normie, jest zupelna. Dowdd mozZna znalezé
w dowolnym podreczniku analizy funkcjonalnej (np. Riesz i Nagy, Rudin). Twierdzenie
mozna sformutowaé nastgpujaco:

Twierdzenie Riesza—Fischera. Niech funkcje f(x),f,(x),... beda elementami prze-
strzeni funkcyjnej. Jezeli

b

lim [Ifi=full? = Lim {If,(0—fu(l?dx = 0,
n,m-»c0 n,m-co s
to istnieje catkowalna z kwadratem (w sensie Lebesgue’a) funkcja f(x), do ktorej ciag
Jfa(x)+jest zbiezny ,,w sensie wartosci Sredniej”’, tzn. istnieje funkcja f taka, Ze

: b

limgl fx)—fu(x)|2dx = 0]

Dokiadniej oméwimy zbieZnos¢ w sensie wartosci $redniej w nastgpnym paragrafie.
Trzeba podkreslic, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe, jezeli uzywana calka nie jest catka
Lebesgue’a.

Tak wigc zdefiniowana przez nas przestrzen funkcyjna jest zupelna. Od tego momentu
bedziemy t¢ zupeing przestrzen z iloczynem wewngtrznym nazywac przestrzenig Hilberta,
choé przestrzen funkcyjna jest tylko szczegblnym przypadkiem przestrzeni Hilberta.

Pojgcia ortogonalnosci, normalizacji i ortonormalnych zbioréw funkcji sa zdefiniowane
doktadnie tak jak dla wektoréw. I tak np. zbiér funkcji {f;} nazywamy ortonormalnym,
jezeli

b
(fis 1) = { FFO 0 = 855

a
Przyklad. Funkcje Fouriera. Niech f,(x) = e )/2x, gdzie n = 0, +1, +2, ... Zbiér
{f»} jest ortonormalny na przedziale [—=x, %].
Dowéd.
™ T ”
(for fu) = S nfmdx = ‘21? S eimmrdx = {——1——— ei(m—n)x] =0 dla m # n;

= J 2n(m—n)i -

l T
(f;l,.fn):z—gldx:l dla m = n,
i

Zatem
(f;nfm) = (Snm'

Czesto uzywamy nastgpujacego uogdlnienia pojecia ortonormalnosci:
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Definicja 5.2. Zbiér funkeji {f,} jest ortonormalny z nieujemna waga w(x) na przedziale

[a, b], jezeli
b

(forfw) = § FEOSX)W()dx = 8.

a
Bedziemy niemal wylacznie zajmowa¢ si¢ ortonormalnymi zbiorami funkcji, poniewaz,
tak jak w skonczenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych, upraszczajg one bardzo
obliczenia.

5.2. ZUPELNE ORTONORMALNE ZBIORY FUNKCJI

W teorii skoriczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych poznaliSmy sporo réwno-
waznych sposobow charakteryzacji zupetnego zbioru wektoréw bazy (twierdzenie 4.3).
Analogiczny problem w przestrzeni Hilberta polega na przedstawieniu danej funkcji
w postaci kombinacji liniowej funkcji z pewnego okre$lonego zbioru czyli, méwiac inaczej,
na rozwinigciu na szereg o wyrazach bgdacych funkcjami z tego zbioru. Prototypem
wszystkich takich rozwinigé na szeregi jest szereg Fouriera. Formalizm nasz bedzie jednak
bardziej ogdlny, jako ze musi obejmowaé wiele sposrod funkcji wystepujacych w fizyce;
szeregi Fouriera pojawia si¢ w nim jako przypadek szczegdlny.

Pierwszy problem, jaki musimy rozstrzygnaé, to problem definicji zupetnosci orto-
normalnego zbioru funkcji w przestrzeni Hilberta. (Zupelnos¢ zbioru funkcji nie pokrywa
si¢ ze wspomniang niedawno zupetnoscia przestrzeni. choé jak zobaczymy, sa one blisko
ze sobg zwigzane). Mogliby§Smy powiedzie¢, ze ortonormalny zbiér funkeji {fi(x)} jest
zupelny, jezeli kazda funkcja f(x) w przestrzeni Hilberta da’si¢ wyrazi¢ jako kombinacja

liniowa f;(x):

169 = eifi@),

i=1

przy czym szereg jest zbiezny w kazdym punkcie x. Mialoby to sens zblizony do pojecia
zupelnosci zbioru wektoréw bazy w przestrzeniach skonczenie wymiarowych. Takie jednak
kryterium zbieznodci okazuje si¢ w wielu przypadkach zbyt silne. Jak zobaczymy, przy
takim kryterium nie istnialby zaden zupelny ortonormalny zbiér funkcji w przestrzeni
Hilberta. Totez, zamiast zadaé zbiezno$ci w punkcie, ostabimy kryterium zbieznosci
zapewniajac sobie w ten sposOb istnienie zupelnego zbioru funkcji.

Odpowiednie ostabienie kryterium zbieznosci punktowej sugerowane jest przez pewna
trudnosé, na jaka natrafiliémy przy badaniu dodatniej okreslonosci iloczynu wewngtrznego.

Stwierdzili$my tam, Ze
b

(1) = {Iffdx = 0

a
wymaga, nie zeby f(x) znikalo w kazdym punkcie x € [a, b], a jedynie prawie wszgdzie
w [a, b], czyli wszedzie poza zbiorem miary zero. Podobnie powiemy, Ze Z c;fi(x) jest

zbiezna ,,w sensie wartoéci Sredniej” do f(x), jezeli
b n
2
lim X)— Y ¢fi(x)|dx =0,
M§|f< )= Dl )
co réwniez mozZe byé spetnione, gdy szereg rézni si¢ od f(x) na zbiorze miary zero.
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Dla dalszego rozwijania poje¢ zupelnosci i ortonormalno$ci zbioru funkcji musimy
zdefiniowaé trzy rézne rodzaje zbieznosci:

1. Zbiezno$¢ punktowa;

2. Zbiezno$é jednostajna;

3. Zbicznoé¢ w sensie wartosci Sredniej.

Definicja 5.3. Cigg funkcji A,(x) jest zbiezny punktowo do A(x) na przedziale [a, b],
jezeli dla kazdego x w [a, b] i kazdego ¢ > O istnieje taka liczba catkowita N(x, ¢), Ze dla
n>N

th(x)—ha(x)] < &.

Funkcje £,(x) moga by¢ same sumami czeSciowymi pewnego szeregu, to znaczy

n

Ba(%) = Z ki(x).

=1
Definicj¢ zbieznoéci punktowej 1 dalszych typdw zbieznosci mozna sformulowaé w sposéb

ol
réwnowazny przy pomocy nieskoriczonego szeregu Z k;(x) bedacego granica ciagu sum
i=1

cze$ciowych A,(x). Méwimy, ze szereg ten jest zbiezny punitowo do h(x) w [a, b), jezeli
dla kazdego x w [a, b] 1 kazdego ¢ > O istnieje liczba calkowita N(x, ¢) taka, ze dlan > N

)=l = 1)~ k)] < e.

Jezeli istmeje takie N, ktore spetnia powyzsze warunki dla kazdego x w [a, b], to
méwimy o zbieznosci jednostajnej. Formalna definicja brzmi:

Definicja 5.4. Ciag funkcji /,(x) jest zbiezny jednostajnie do h(x) na [a, b], jezeli dla
kazdego ¢ > O istnieje liczba calkowita N(¢) niezaleina od x i taka, Zze dla n > N, |h(x)—
—h(x)| < edlakazdego x w [a, b]. Oczywiscie z jednostajnej zbieznosci wynika punktowa.

Zauwazmy, 7e w tej definicji méwi si¢ explicite o granicy A(x) ciagu funkcyjnego 4,(x).
Kryterium Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci daje nam alternatywng mozliwo$¢ definicji,
w ktdrej niepotrzebna jest znajomo$§¢ granicy funkcji. Dowod kryterium Cauchy’ego
moZna znalezé w podrecznikach analizy; podamy tu tylko jego sformutowanie.

Twierdzenie 5.1. Cigg funkcji A,(x) jest zbieZny jednostajnic na przedziale [a, 5],
jezeli dla kazdego ¢ > O istnieje takie N(¢), ze dla kazdego r > N, s > N i x nalezacego
do [a, b] zachodzi |A,(x)— h(x)] < &.

n
Po wyrazéniu tego przez sumy czeSciowe, /,(X) = Z ki(x), dostajemy
i=1

(%) = ()] = !iki—iki] = f Z k,.(x)} <e.
i=1 =1 i 1

=r+

Przy zbieznosci jednostajnej lub punktowej zachodzi réwnosé

e
2
h(x) = limh,(x) = > ki(x).
() = limn) = > hx)
Mozemy teraz podaé precyzyjne sformulowanie wspomnianej poprzednio slabszej
zbieznosci.
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Definicja 5.5. Ciag funkcji 4,(x) jest zbiezny w sensie wartosci sredniej do A(x) na
przedziale [a, b], jezeli
b

limS [ (%) — i (x)]2dx = O,

tzn. jezeli dla kazdego ¢ istnieje N(¢) takie, ze dla n > N,
b

Slh(x)—-h,,(x)lzdx <e.

a

el
Szereg Z ki(x) jest zbiezny do h(x) w sensie wartosci Sredniej, jezeli
i=1

lim § lh(x)—i: k; (x)fdx = 0.

Latwo zauwazyé, Ze ze zbieznosci jednostajnej wynika zbiezno$¢ w sensie wartoSci
$redniej. Jezeli bowiem zbieznos¢ jest jednostajna, to dla kazdego ¢ istnieje takie N, Ze dla
n> N, |h—h,| < ¢dla kazdego x w [a, b]. Zatem

b b
{1n—mirdx < (e2dx = 2(b—0),
a wigc catke mozna uczyni¢ dowolnie maly przez wybér dostatecznie malego ¢. Odpowiada

to twierdzeniu, Z¢
b

lim { |~ A,|2dx = 0,
n-00 a
a wiec cigg jest zbiezny w sensie wartosci $redniej. Zauwazmy jednak, Ze ze zbieznoSci
punktowej nie wynika jeszcze zbiezno$¢ w sensie wartosci sredniej (zadanie 19).
Przy pomocy wlasnie zbieznosci w sensie wartosci Sredniej definiujemy zupelnosé
ortonormalnego zbioru funkdgji.
Definicja 5.6. Niech g(x) bgdzie dowolna funkcja w przestrzeni Hilberta (tzn. dowolna
funkcja calkowalng z kwadratem) i niech {f;(x)} bedzie zbiorem ortonormalnym funkcji

w przestrzeni Hilberta. Jezeli istnieja wspdtczynniki {a;} takie, ze ciag sum czgSciowych
n
g(x) = z a; fi(x) jest zbiezny w sensie wartosci $redniej do g(x), to zbidr funkeji {f;} ~

jest zbiorem ortonormalnym zupetnym. W réwnowaznym sformutowaniu, jezeli blad
$redni kwadratowy mozna uczyni¢ dowolnie malym,

] b n
i — o 12dx = lim {lg— Al dx =
"lirg§lg gal?dx '}gggjg Za | dx =0,

to zbidr {f;} jest zupetnym ortonormalnym zbiorem funkcji. Warto zauwazyé, ze wspot-
czynniki {a;} sa niezalezne od n. Jesli wigc n roénie i dodajemy coraz wigcej wyrazow
do sumy czegSciowej aproksymujacej g, poprzednie wspdiczynniki nie ulegaja zmianie.
Mozemy powiedzieé, ze po rozciagnigciu sumy do nieskoficzonosci szereg

iaiﬁ

i=1
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stanowi pelne przyblizenie dowolnej funkcji w sensie wartosci Sredniej. Bedziemy to
zapisywac¢ symbolem

20 = > afi). -

Kropka nad znakiem réwnosci stuzy do odrézZnienia zbiezno$ci w sensie wartoéci §redniej

od zbieznosci punktowej.

Poniewaz zbiezno$¢ w senmsie wartosci $redniej nie implikuje zbieznosci punktowej
czy jednostajnej, trzeba pamigta, ze z zupelnosci ortonormalnego zbioru funkcji {f;}
wyrazonej zwigzkiem
thlf—-Zafj}rdx =0

R0 i=1

lub, symbolicznie
f0) = Y afil),
i=1
nie wynika, Ze
fixy = ;aiﬁm. .4

Mozemy przvréwna¢ funkcje f(x) do jej rozwiniecia na szereg, o ile szereg ten jest zbiezny
punktowo lub jednostajnie do f(x).
Niech f(x) bedzie dowolng funkcja w przestrzeni Hilberta i zaloZmy na razie, Z¢ mamy
° :
ortonormalny zbiér funkcji {fi(x)} taki, Ze szereg > ¢; fi(x) jest zbiezny jednostajnie
i=1
do f(x):
a0
f6) =" e fil®).
i=1
Wspdlczynniki ¢; nazywamy wogdlnionymi wspdétczynnikami Fouriera lub wspdiczynni-
kam rozwinigcia. Wyrazaja si¢ one prostym wzorem dzieki ortonormalno$ci zbioru

i3

@ [

Gf)= 3 e nnf) = Ze. v = o | 5:9)

i= i=1
Poniewaz zbieznos¢ jest jednostajna, wynika z niej rowniez zbiezno$¢ w sensie wartosci
§redniej. Zatem :

lim { lf—Zc, f| dx =0

’lvbw

[gdzie ¢; sa dane réwnaniem (5.5)] i w rezultacie zbiér funkcji {f;} jest zupeiny.
Rozwazmy teraz nieujemng wielko$§é

b n
=] - a £ dx >0, (5.6)

gdzie {f;} jest zbiorem ortonormalnym, a f dowolng funkcja z przestrzeni Hilberta. Chcie-
libySmy wiedzie¢: Jakie wartosci wspolczynnikéw a; odpowiadaja minimum A,? Lub
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tez, w jezyku fizykéw: Jakie wartosci g; dadza najlepszy fit (dopasowanie) metodg
najmniejszych kwadratéw do dowolnej funkeji f(x)? Dla uzyskania odpowiedzi rozwija-

my (5.6)
M, S(f*f—Zaff Za*jf,*+ Z jfffj) dx =

!,_]..

= ()= ) act— ) afe+t Fa;di,
$rac-Sites $etan,
gdzie ¢; = (fi,f). Dodajac 1 odejmujac Z le;}?, dostajemy

i=1

M, = (ff)+ ) la—cl? = lel >0
i=1 i=1

Jest sprawa oczywista, Ze zminimalizowanie M, odpowiada wyborowi a; = ¢;. Mamy
wowczas

b
S ¢ f(x)| “dx = (£, )~ Zw (5.7)
CO mozna przepxsac w postam
L) 2 Y Ml = D 1P (53)

Oznaczajac S, = Z {¢;|? widzimy, ze ciag S;, S;, ..., Sp; ..~ jest monotonicznie rosnacy
i=1

i ograniczony z gory przez (f,f). Zatem przy n dazacym do nieskoniczonosci S, jest
zbiezne i

)z Y Il (5:9)

@0
czyli nieskonczony szereg Z |c:|? jest zbiezny. Réwnanie (5.9) jest po prostu nieréwnoscia
i=1

Bessela (por. twierdzenie 4.2) w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej.
Zbi6r ortonormalny {f;} jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbiér {a;} taki,
ze lim M, = 0. Jezeli zbiér {f;} jest zupelny, to @; = ¢; i w nieostrej nieréwnosci Bessela

n-c0

wybrany zostaje znak réwnosci:
@ ©
) =D lel = Y 1 NI (5.10)
AP

dla kazdego f. Analogiczna sytuacja wystepowala w przypadku skorczenie wymiarowym
(patrz twierdzenie 4.3). Réwnanie (5.10) nazywa si¢ warunkiem zupelnosci. Podobnie
jak w przypadku skoriczenie wymiarowym mozna je wyrazi¢ w formie réwnania Parsevala:

@D
(f.8) = > (L) (fue)- (5.11)
i=1
Dowadd pozostavgiamy czytelnikowi (zadanie 14).
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Inna wazna wlasno$¢ zupelnego zbioru n wektoréw polega na tym, Ze nie istnieje
wektor niezerowy ortogonalny do kazdego z wektordw z tego zbioru. Podobng wiasnosé
ma zupelny ortonormalny zbior funkcji. Fakt ten sformulujemy w postaci twierdzenia,
ktore w przysztosci okaze si¢ bardzo pozyteczne. Przedtem jednak wprowadZmy pomoc-
niczo nows definicj¢.

Definicja 5.7. Zbior funkeji ortonormalnych nazywamy domknigtym, jezeli nie istnieje
funkcja niezerowa ortogonalna do kazdej funkcji z tego zbioru.

Twierdzenie 5.2. Zbior funkcji ortonormalnych w przestrzeni Hilberta jest zupeiny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniegty.

Dowéd. Dowiedziemy najpierw, Ze z zupelno$ci zbioru wynika jego domknigto$c.
Przypuiémy, ze istnieje niezerowa funkcja f(x) (dla ulatwienia mozna zalozy¢, ze jest

unormowana) taka, ze
b

(fo f) = &= {f*0)f(x)dx = 0

a

dla kazdego i. Wowczas

limgifwic,f,-lzdx = §If[2dx =130

(bo £ jest unormowana), a wigc zbiér {f;} nie bylby zupelny. Zatem z zupelnosci ortonor-
malnego zbioru funkeji wynika, Ze nie istnieje funkcja ortogonalna do wszystkich elementow
tego zbioru.

Podamy teraz dowdd implikacji w przeciwnym kierunku: jezeli zbiér ortonormalny
jest domkniety, to jest zupelny. Gdyby nie byl zupelny, to nie bylby spelniony zwiazek
(5.10), a wiec istnialaby funkcja f(x) taka, ze

AR > > lel?,

gdzie ¢, = (f,.f}. Ale poniewaz powyzszy szereg jest zbiezny, ciag {g.(x)} okreslony
wzorem

() = > euful)

byiby ciggiem Cauchy’ego w przestrzeni Hilberta i dzigkizupetnosci przestrzeni musiatby
by¢ zbiezny w sensie warto$ci §redniej do pewnej granicy g(x) naleZzacej do tej przestrzeni
1 takiej, 2¢ ¢, = (fa, ). Zatem (fy, g) = (o, f), czyli (fo, f/—g) = 0. Funkqja f(x)—g(x)
bylaby wigc ortogonalna do f,(x) dla kazdego n. Pokazemy teraz, Ze norma f(x)—g(x) jest
rézna od zera, a wiec zbidr {f,(x)} nie bytby domknigty, wbrew zatozeniu. Stad za$ wynika
juz, ze zbidr {f,(x)} jest zupelny i dowdd twierdzenia bedzie zakornczony.
Korzystajac z nieréwnosci
[lx=yll =] Il =1yl |
(patrz zadanie 4.7b), dostajemy

lif—gll = lIf—gn— (@ —gmll Z]lif—gmll—llg—2ull |
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dla kazdego m. Wiemy jednak, ze gdy m — o, to ||g—g.|| = 0, podczas gdy z zatozenia

== lel? > 0
n=1

m
If=gull = || 1= cat
n=1
dla kazdego m. Zatem ||f—g|| > 0, co koficzy dowdd.

Twierdzenie to gra zasadnicza role przy badaniu zupelnosci réznych ortonormalnych
zbioréw funkcji, ktérymi bedziemy sie zajmowaé¢ w tym rozdziale.. Warto zwrécié uwage,
Ze w najwazniejszym momencie dowodu skorzystaliémy z zupelnosci przestrzeni Hilberta.

Zakonczymy ten paragraf rozwazaniami na temat jednoznacznofci przedstawien
funkcji w postaci szeregéw. Dowiedziemy najpierw, Ze funkcja w przestrzeni Hilberta jest
jednoznacznie okreflona prawie wszedzie przez wspdlczynniki rozwinigcia wzglgdem
danego zupelnego ortonormalnego zbioru funkcji {f;}. Przypusémy, ze pewne dwie funkcje
f1 g maja te same wspélczynniki rozwinigcia, to znaczy

¢ = (fuf) = (f;’ g).
Wéwezas (f;, f—g) = 0, a wigc na podstawie twierdzenia 5.2, f—g = 0, czyli f = g.
Rozwazmy teraz zagadnienie odwrotne. Czy dana funkcja posiada jednoznaczny zbidr
wspoOlczynnikOw rozwinigcia? Zalézmy, ze

n n
s3] - =S o
tzn. zatézmy, Ze istnieja dwie sumy czesciowe o réznych wspdiczynnikach rozwiniecia,
zbiezne w sensie wartoéci §redniej do tej samej funkcji f. Jezeli wspolczynniki rozwinigcia
sg wyznaczone przez funkcje jednoznacznie, to musialaby zachodzi¢ réwno§é c; = d;,

dla kazdego i. Azeby to pokazaé, zauwazmy, Ze

112 c.-ﬁ—Z afl| =D asimrer-Yas] < |-t +] f—Zdi £

co wynika z nierdwnosci tréjkata (patrz zadanie 4.7¢). MoZemy teraz dla kazdego & wybrac
n dostatecznie duze, aby te dwie normy byly mniejsze niz /2. Wobec tego dla takiego n

“Z ci.fi—zi:diﬁ” = ”Z (Ci—'di)fi.l = [Z (Ci—'d‘-)Z]“Z e

Warunek ten moze by¢ spelniony tylko dla ¢; = d;. Zatem wspolczynniki rozwinigcia
danej funkcji s3 okreslone jednoznacznie. Poniewaz zbidr {f;} jest zupelnym ortonormalnym
zbiorem funkcji, z naszych poprzednich uwag wynika, Ze ¢; i d; sa réGwne wspdiczynnikom
Fouriera, ¢; = d; = (i, f).

5.3. FUNKCJA & DIRACA

Wprowadzimy teraz w sposéb nieco nieformalny pojgcie funkcji ¢ Diraca. Bedzie ona
grata bardzo istotna role w dalszej czesci tej ksiazki, co jest po prostu wynikiem jej duzego
znaczenia dla wigkszosci dzialow fizyki.

Pierwsza cecha funkciji 4, z ktorej musimy sobie dobrze zdawacé sprawe jest to, Ze nie
jest ona bynajmniej funkcjg. Funkcja jest odwzorowaniem przypisujacym kaZdej liczbie
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z okre$lonego zbioru jaka$ liczbe, Natomiast funkcja 8 uzywana w fizyce jest symbolem
oznaczajacym do$é skomplikowany, ale bardzo upraszczajacy obliczenia proces przejScia
granicznego. Symbol ten nabiera sensu dopiero, gdy pojawia si¢ pod znakiem calki i wowczas
efekt jego dzialania jest nastepujacy:

(¢}

§ f)80)dx = 70). (5.12)

W szczegblnosci, gdy f(x) = 1,
S 8(x)dx = 1. (5.13)
Jezeli punkt osobliwy poloZony jest w dowolnym punkcie x, to

[ o

{ oy 80 ~xax’ = fx). (5.14)

Poza tym wszedzie oprécz punktu osobliwego x = 0 zachodzi
8(x) = 0. (5.15)

Tak wigc d(x) zachowuje si¢ prawie wszedzie jak normalna funkcja. Znika we wszystkich
punktach, w ktorych argument si¢ nie zeruje, a w tym jednym punkcie jest nieokreslona.
Niemniej jednak, wiasnie zachowanie jej W otoczeniu tego tylko punktu ma istotne zna-
czenie.

Wiadomo, Ze catka z dowolnej funkcji rzeczywistej znikajacej wszedzie poza jednym
punktem musi byé réwna zeru, bez wzgledu na warto§é¢ funkcji w punkcie osobliwym.
Nie istnieje wiec funkcja, ktéra moglaby spelnia¢ jednocze$nie (5.15) i (5.12) lub (5.13).
Réwnania te naleZy interpretowal jako symboliczny zapis nastgpujacego procesu.

Niech 8,(x) bedzie zbiorem funkcji numerowanych ciggltym indeksem e, o wlasnosciach

lim 6,(x) = 0 dla kazdego x # 0,

a—Q
o

lim g (%) 8,(x)dx = £(0). (5.16)

—00
Podane poprzednio réwnania otrzymamy, jeZeli ,,lim 8,(x)”” oznaczymy symbolem &(x)
a0

i zamienimy porzadek catkowania oraz przechodzenia do granicy (procedura taka nie
zawsze jest poprawna), Rownania definiujace funkcje 6 nalezy interpretowaé tak, jakby
zawieraly proces przechodzenia do granicy opisany réwnanpiami (5.16).

Rozwazmy kilka przykladdéw zbioréw funkcji spelniajacych (5.16).

1. Najprostszy mozliwy zbiér funkcji o poprawnym zachowaniu przy przejéciu gra-
nicznym jest pokazany na rys. 5.1(a). Funkcja 6.(x) jest zdefiniowana (dla ¢ > 0) wzorem

_lc_ dla  [x] < -g-
8:(x) = c G.17)
0 dla lJCl > 7.
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o0
Oczywiscie lim d.(x) = 0 dla kazdego x # 0. Rowniez S 8.(x)dx = 1, niezaleznie od
c—=0 -0
wartosci c. Funkcja 6.(x) (a jest to rzeczywiscie funkcja) jest zdefiniowana dla kazdego
¢ # 0, przy czym granica

c-0

lim } 8.(x)dx (5.18)

Rys. 5.1. Reprezentacja funkcji d Diraca

jest okreslona i rowna 1. Jednoczesnie

€0

lin;x S f(x)(x)dx = f(O). (5.19)

co dla funkcji ciggtych f(x) mozna formalnic pokazaé nastepujaco:

© cr2 ci2
lim S 0. dx = lim ' f0)0.(xpdx = lim ! { roax.
c—0 c—+0 c=0 C

-0 -cl2 —cl2

Na mocy twierdzenia o wartosci $redniej dla catek

c/ ci2

| fodx = fie) | ax = efteo),

—c/2 -ci2



gdzie —1/2 < & < 1/2. Przechodzac z ¢ do zera, dostajemy
-]
lim § fGe)0.(x)dx = f0).
=0 0

2. Nastgpnym przykladem moze by¢ rodzina funkcji reprezentujgcych rozklad Gaussa

aa(x) = "—1—‘-: e"‘z”’2
ay~
(patrz rys. 5.1 b). Zauwazmy, Ze

lirg d0,(x) =0 dla kazdego x # O,
0

§ 8.(x)dx =1 (niezaleznie od wartosci a), oraz

lirr; °§ J(x)d,(x)dx = f(0).

Caly wkiad do catki przy a — 0 pochodzi z otoczenia punktu x = 0. Mozemy zatem
symbolicznie zapisaé

d(x) = 11m6 .(x) = lim L ew (5.20)
a0 g}/

3. Inng wazna reprezentacja funkcji § jest

8() = limd,x) = lim— (5.21)
e->0 T V +8

co czytelnik moze sprawdzié, opierajac si¢ na poprzednim przykladzie.

4. Ostatnia wreszcie reprezentacja funkcji d jest nieco inna niz trzy poprzednic. Bedzie
ona gra¢ waZna rol¢ w dowodzie twierdzenia Weierstrassa, najwazniejszego twierdzenta
w tym rozdziale. MozZna jg zdefiniowaé wzorem

s {c,,(l— x)" dla 0<|x{<1, n=1,2,3,.., 59
o) = dla  |x] > 1, (522
gdzie stale ¢, daja si¢ wyznaczyé z warunku
1
S 8.(x)dx = 1. (5.23)

-1

Funkcje d,(x) tworza ciag, ktérego granica jest funkcja & (patrz rys. 5.Ic). Pokazemy
teraz, poczatkowo nieformalnie, a dalej juz $ciSle w dowodzie twierdzenia Weierstrassa, Ze

1
lim { fxyo,()dx = £0), (5.24)
czyl -
lim 8,(x) = 6(x). (5.25)

Zasadnicza réznica pomigdzy tg reprezentacja i poprzednimi polega na tym, Ze parametr
n przyjmuje tylko wartosci calkowite i ro$nie do nieskonczonosci zamiast male¢ w sposéb
ciggly do zera.
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Wyznaczmy najpierw stala normalizacyjng ¢,. Z réwnania

1 1
e, = | (1=x?dx = 2{ (1 —x?)dx, (5.26)
L 0
poprzez zamiang zmiennych x = sin@, dostajemy
1 /2 2'”'1?1' . X
=2\ cos?"t1@dO = ———__Z T
e 5) ? (7375 (s 1y .27
Z (5.27) wynika, ze
¢y = (2n+1)1/22"+ 1 (n1)2, (5.28)

Ze wzoru na c, nie wida¢ jak state te zachowujg si¢ dla n — co. Mozemy zachowanie
to oszacowaé, korzystajac ze wzoru (5.26):

1 1n
lje, = 2{(1-x? dx> 2 | (=x)rdx, (5.29)
0 o

poniewaz 1 /V;< Idlar=1,2,.., afunkcja podcatkowa jest dodatnia w catym prze-
dziale [0, 1]. PokaZemy teraz, ze dla kazdego n i dla kazdego x przedziatu [0, 1] funkcja
podcatkowa spelnia nieréwnos¢
(1=x)" 2 1—nx2,

Rozwazmy funkcje g(x) = (1—x%)"— (1 —nx?). Poniewaz g(0) = 0 i

gx) =2mx[l-(1-x?)"11>0 dla O0O<x<xgl
wigc g(x) musi monotonicznie rosng¢ w przedziale [0, 1}. Zatem g{x) > 0, czyli (I1—
—x%)" = (1 —nx?) dla kazdego x z przedzialu [0, 1]. Przy uzyciu tej nieréwnosci w (5.29)
dostajemy

b

1

B

e, = 2 (1—nx?)dx = 4/3n%2 > 1[n12,

Oty &

Stad .
¢, < nt2, (5.30)

Podobny wynik mozna otrzymaé w oparciu o wzdr Stirlinga.
1
Gdy # - oo, wkiad do calki S d,(x)dx pochodzacy z otoczenia zera wzrasta. Aby
1
to pokaza¢, zauwazmy, ze dla 0 < § < 1,

-4 1
[ au(xydx = { 8.(x)dx, (5.31)
-1 [

co wynika z parzystosci 4, (x). Ponadto

.

| 5,()dx < n'2(1—6%)"(1—9) < n'/2(1— 82", (5.32)

M

) 5

jako ze ¢, <n'?, a (] —x?)" przyjmuje warto$¢ maksymalng gdy x =9 i stad {(1—x?)"dx
1

jest ograniczona z gérv przez pole prostokata o wysokosci (1—d%)" i podstawiz (1—-9),

gdy 0 <4 <1.Dobrze zna1 v jest fakt, ze spadek jakiejkolwiek liczby mniejszej od jednosci,
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podniesionej do potegi n-tej, jest szybszy niz wzrost » w dowolnej potedze. W szczegdlnoscei
przy n — oo zachowanie czynnika (1— §2)" dominuje nad #%?, a wiec
1
lim g 8a(x)dx = 0.
n— oo H
Poniewaz §,(x) jest funkcja ciagly i nieujemna, wiec wynika stad, ze lim d,(x) =0
n—wm
1
dla0 < x < 1. A zwazywszy, Ze przez wybodr ¢, (5.28) zapewnili$my juz, ze { 6,(x)dx =1,
-1

dostajemy ostateczny wynik

1
lim § f(¥) 8,(x)dx = f(0). (5.33)

5.4. TWIERDZENIE WEIERSTRASSA — APROKSYMACJA WIELOMIANAMI

Stynne twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa mowi, ze ze zbioru, ktérego elemen-
tami sa potegi x, mozna dla dowolnej funkcji ciaglej na skonczonym przedziale domknietym
[a, b] skonstruowac¢ ciag wielomiandéw zbiezny jednostajnie do tej funkcji. Na tej podstawie
mozna pokazaé, ze dla kazdego przedzialu [a, b] istnieje zupelny ortonormalny zbidr
wielomiandw. Twierdzenie Weierstrassa jest punktem wyjécia przy dowodzeniu wiasnosci
zupetnoéci dla wielu funkcji uzywanych w fizyce, jak wielomiany Legendre’a, funkcje
trygonometryczne (szeregi Fouriera), czy funkcje kuliste.

Twierdzenie Weierstrassa. Jezeli funkcja f(x) jest ciagla na przedziale domknigtym
[a, b, to istnieje ciag wielomiandéw P,(x) taki, ze

lim P,(x) = f(x),

przy czym zbieznos$¢ ta jest jednostajna na [a, b].

Dowéd. Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan, mozemy zatozyé, ze f(x) jest okre§lona
na [0, 1]. Przypusémy bowiem, Ze f(x) jest okreslona na [a, b]. Wowczas mozna badaé
funkcje k zdefiniowana wzorem

Oczywiscie f(a) = A(0), f(b) = h(1) i1 kaida warto§¢ x z przedzialu [e, b] odpowiada
pewnemu z z [0, 1]. Jesli wigc A(z) mozna aproksymowaé wielomianami w zmiennej z,
to zwazywszy, Ze kazdy wiclomian w zmiennej z = (x—a)/(b—a) jest jednoczesnie wielo-
mianem w zmiennej x, mozemy latwo przej$¢ od wielomianu aproksymujacego 4 do
wielomianu aproksymujacego /. Mozemy dalej zatozyé, ze A(z) znikka w z =0iz =1,
poniewaZz w przeciwnym razie zamiast 2 mogliby$my badaé funkcje

g(z) = h(z)—h(©0)—z[h(1)— h(O)}

dla z z przedziatu [0, 1}. Oczywiscie g(0) = 01 g(1) = 0. Poniewaz g(z) i A(z) rdéznig si¢
o wielomian, jezeli mozemy g(z) aproksymowaé pewnym wielomianem, to 4(z) mozemy
aproksymowa¢ tym samym wielomianem plus wielomian A(0)+ [4(1)—A(0)]z.
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Zakiadamy zatem, ze funkcja wyjSciowa f(x) jest okreslona na [0, 1] i znika w punktach
x =01 x=1. Poza tym odcinkiem mozemy zdefiniowa¢ f(x) dowolnie i przyjmiemy,
Ze jest ona tam toZsamosciowo réwna zeru.

Wprowadzamy teraz
1

P = { fr+ndndr, 0<x<1, (5.39)
-1
gdzie 8,(¢) jest ciagiem funkcji zdefiniowanych wzorem (3.22), o ktdrych twierdziliSmy,
ze reprezentuja funkcje d:

(1—-2)" dla 0<|f<1,

8a(t) =

0 dla [¢ > 1.

Gdyby twierdzenie to bylo prawdziwe, to
lim P,(x) = f(x)

i dowdd bylby zakoniczony. Wspominamy o tym, Zeby uzasadni¢ potrzebe scistego dowodu,
ktdry teraz przytoczymy. Dowdd ten pokaze takze, Zze ciag 8,(¢) przy n — o0 ma rzeczy-
widcie wlasnosci charakterystyczne dla funkcji 0.
Zakladainy, Ze f(x) znika na zewnatrz przedziatu {0, 1], a wiec f(x+¢) = 0dlat < —x
lub # > 1 —x. Stad (5.34) mozZna przepisa¢ w postaci
1-x

Puxy = | fGc+0)8.00dr,

-

Przez prostg zamiang zmiennych (¢ — ¢—x) dostajemy

1 1
P,(x) = {10 0,=x)dt = f@ el - (=0T,

Postaé tej ostatniej catki dowodzi, ze P,(x) jest wielomianem (stopnia 2n) w zmiennej .v.
Wspoiczynniki przy kolejnych potegach x sg okre$lonymi catkami po ¢. Zatem P,(x) jest
ciggiem wielomiandéw. Podamy dowdd, ze ciag ten jest zbiezny jednostajnie do f(x).

W analizie istnieje twierdzenie, Zze funkcja ciggla w przedziale domknigtym jest jedno-
stajnie cigglta. Tym spoérdd czytelnikdw, ktdrzy nie znaja dobrze powyiZszych pojed,
powinien nieco wyja$ni¢ sprawe nast¢pujacy przykilad. Funkcja g(x) = x~! jest ciagla
na przedziale srwartym (0, 1), ale nie jest tam jednostajnie ciagla, poniewaz

. el
lg(x+0)—gqi{x)| = YH0)
i réznicy tej nie mozna jedynie przez odpowiedni dobér & uczyni¢ dowolnie malg dla
kazdego x. W rzeczywistosci wybierajac x dostatecznie bliskie zera — cho¢ ciagle w prze-
- dziale (0, 1) — mozna t¢ réznicg uczyni¢ dowolnie duzy dla danego § > 0. Zatem nie
istnieje d > 0 niezaleznie od x, takie Zeby |q(x+ 8)—g(x)| bylo dowolnie male, a wigc
cigglos¢ nie jest jednostajna.

Poniewaz f(x) jest ciagla na przedziale domknietym [0, 1], jest tam réwniez jednostajnie
ciagla. Jak zobaczymy dalej, ciggltosc jednostajna ma zasadnicze znaczenie dla naszego
dowodu. Wiemy zatem, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje § takie, Ze

fx+&—f) <e
dla kazdego x z [0, 1].
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Korzystajac teraz z (5.34), badamy wielko$é

1 1

P~ = | § [fe+0-f18,0)a] < | Ifx+0-f@I8u(0)dr,
-1 -1

poniewaZ G,(f) > 0 dla kazdego ¢ z [—1, 1]. Dzielimy teraz przedziat calkowania na trzy

czesei:

1 -5 s
§ I e+n-rels.mdr = § + §+§.
-1 S12s 8

Skoro f(x) jest ciagla na przedziale domknigtym, to jest tam réwniez ograniczona. Niech
-4 1

maksymalna warto$C funkcji |f(x)] = M. Wéwczas catki | i | sa ograniczone przez
-1 3

2Mn*/2(1— 6%)", co widaé z nastepujacych rozwazan:

f(x+0)—f(x)]0,(1)dt < Slf(x+t)|6,,(t)dt+
5

N

<+

Cobomry bt ey

1
F )18, dt < 2M§ 8,(0)dt < 2Mn*12(1 - 82)".
é

SkorzystaliSmy tutaj z nieréwnosci |f| < M oraz ze wzordw (5.31) i (5.32).
8

Trzecig catkg, {, mozemy oszacowaé w oparciu o jednostajng ciaglo$é f(x), interpre-
]

tujac granice calkowania jako wilasnie t¢ wartos¢ 4, dla ktérej [¢] < 6 = |f(x+1)—f(x)] <
< £/2. Dostajemy stad
]

]
g £+ 8)~F () Ba(2)dt < &2 S 8.(H)dz < /2,
iy} -é
poniewaz § d,(1)dt < 1.

-8

W wyniku tych oszacowan otrzymujemy nieréwno$é
[Pp(x)—f(x)] < 4MA‘2(1— 069" +¢/2.

Wielkosé nt/2(1—4%)" dla 0 < 6 < 1 mozna dla dostatecznie duzego » uczynié dowolnie
malg, w szczegélnosci mniejsza niz /2. Istnieje zatem takie N, ze dla n > N

P(—fli< .

Rozumowanie to jest stuszne dla dowolnie malego ¢, a wige
lim | P, (x)—f ()] = O.
n—00

Oznacza to, ze ciag wielomiandéw P,(x) jest jednostajnie zbiezny do funkcji f(x) ciaglej
na [0, 1]1 tym samym dowdd nasz zostal zakonczony. W rzeczywistosci, jak pokazalismy
uprzednio, stwierdzenie to jest stuszne dla dowolnej funkcji ciaglej na skoficzonym domknig-
tym przedziale [a, b]. c.b.d.o.

Tak wigc twierdzenie Weierstrassa méwi nam, Ze istnieje zbiér wspélczynnikow a,, (n =

m=n
=0,...,00;m=0,...,n) o tej wlasnosci, ze ) @,»X™ jest jednostajnie zbiezne do f(x)

m=0
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dla n - co. Nie gwarantuje ono istnienia jednostajnie zbieZnego szeregu potegowego
o wspdlezynnikach g, (m = 0, ..., ©) takich, Ze >  a,x™ jest jednostajnie zbiezne do f(x) .
B m=0

dla n — o0. Przyczyna jest fakt, ze wspdlczynniki Weierstrassa a,,, nie sg niezalezne od »
dla ustalonego m. W trakcie przechodzenia do wielomiandw coraz wyzszego stopnia
aproksymacja staje si¢ coraz lepsza, ale poprzednie wspolczynniki ulegajg zmianie. Twier-
dzenie byloby faiszywe, gdyby moéwilo o istnieniu jednostajnie zbieznego szeregu potego-
wego dla dowolnej funkcji. Na przyklad nie istnieje szereg potegowy zbiezny jednostajnie
do funkgji ciaglej /% na przedziale [0, 1].

Twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji ciggiem wielomianéw jest w pewnym sensie’
duzo silniejsze niz twierdzenie Taylora o rozwijaniu na szereg potggowy. Aby bytomozliwe
rozwinigcie funkcji na szereg Taylora, musza istnie¢ jej pochodne wszystkich rzedéw —
musi byé ona ,analityczna™. W twierdzeniu Weierstrassa potrzebna jest tylko ciaglosé.
Ponadto twierdzenie Weierstrassa zapewnia mozliwo$¢ aproksymacji wielomianami poza
promieniern zbieznosci szeregu Taylora. Na ogdl jednak nie da si¢ tak przemieszaé jedno-
stajnie zbieznego ciggu wielomianow aproksymujacych funkcje ciagla, aby otrzymadé
z nich zbiezny szereg porggowy (rozwinigcie Taylora).

W rozwinieciu Taylora musimy zna¢ funkcje i jej pochodne lokalnie, w pewnym punkcie;
promien zbiezno$ci rozwiniecia moze byC skoficzony lub nieskoriczony. Twierdzenie
Weierstrassa stosuje si¢ tylko do przedzialéw skonczonych i wymaga od nas znajomosci
funkeji (choé¢ bez pochodnych) globalnie, na catym przedziale.

Przy okazji dowodu tego twierdzenia pokazaliémy $cifle, ze reprezentacja funkcji d
Diraca zdefiniowana wzorem (5.22) ma Zgdane wilasno$ci (réwnanie (5.24)). Tak wiec
Weierstrass, ktory dowiddl to twierdzenie w roku 1885 przy uzyciu wiasnie tej metody,
wyprzedzil Diraca do$¢ powaznie. Nie byl on zresztg jedynym. Réwniez Heaviside uzywat
przed Diracem podobnej funkcji symbolicznej. Jednak dopiero Dirac wprowadzajac
funkcje symboliczne w swojej klasycznej ksiazce ,,Principles of Quantum Mechanics™
wydanej po raz pierwszy w 1930 r., przyczynit si¢ do ich szerokiej popularyzacji. Stosun-
kowo niedawno dopiero zostala opracowana przez Schwartza w jego teorii dystrybucji
Scista matematycznie teoria funkcji 8 i innych zwigzanych z nig funkcji sylmbolicznych.

Twierdzenie Weierstrassa mozna rozszerzy¢ na przypadek funkcji wielu zmiennych.
Przez proste uogdlnienie dowodu mozna pokazaé, ze jezeli funkcja’ flx1, X2, .00y X)) JeSE
ciggla w kazdej zmiennej x; dla x; € [2;. ] (i =1, 2, ..., m), to f moZna aproksymowac
jednostajnie wielomianami

by b2 bm B
Pn(xl, X2 eees xm) = S S (21 Sf(tX: t2> EERE] tm)au(tl'—xl) X
X 0,(t3—23) ... 8, (tm—x,)dt dt, ... dt,. ' (5.35)

Zupenos$¢ funkcji trygonometrycznych wynika ze szczegdlnego przypadku m = 2, jak
zobaczymy w § 5.6.

Zakoficzymy ten paragraf uwaga na temat innej waznej konsekwencji naszego wyniku.
Z § 5.2 wynika, Ze jezeli ciag P, zdefiniowany w dowodzie twierdzenia Weierstrassa aproksy-
muje jednostajnie dowolna funkcje ciagls f, to moze takze dowolna funkcje ciagly aproksy-
mowacC w sensie wartosci sredniej, tzn. dla danego ¢ istnieje n takie, Ze ||f— 2P|l < e.
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Moina zarazem pokazaé, Zze kazda funkcja w przestrzeni Hilberta funkcji catkowalnych
z kwadratem daje si¢ dowolnie blisko aproksymowaé w sensie wartosci éredniej pewna
funkcja ciagla. Omawiamy to szerzej w § 8.7. Wynika stad, ze kazdq funkcje w tej prze-
strzeni Hilberta mozna aproksymowaé w sensie wartosci sredniej przez P,. Dowodzi
tego nastgpujace rozumowanie. Niech ¢ bedzie funkcja w przestrzeni Hilberta. Wéwczas
réznice ¢ — P, mozna zapisaé jako

¢_Pn = ((b—f)'{'(f"'Pn)a
gdzie f jest pewna funkcja ciagla. Z nier6wnosci tréjkata dostajemy
¢ —Pull < llo—Fll+1I1—Pull.

Mozna teraz f wybraé tak, aby ||¢ —f]} bylo dowolnie male, a na mocy twierdzenia Weier-
strassa #n mozna wybra¢ tak, aby ||f— P,|] bylo dowolnie male. Zatem P, aproksymuje ¢,
dowolng funkcje w przestrzeni Hilberta, dowolnie blisko w sensie wartosci §redniej. Z faktu
tego bedziemy jeszcze korzystali w przyszlosci. Pelny dowdd mozna znalezé w wigkszosci
podrecznikéw analizy, np. Riesz i Nagy (§ 46) lub Rudin (twierdzenie 10.38).

5.5. WIELOMIANY LEGENDRE’A

«

Obecnie jesteSmy juz w stanie pokazaé, ze na skoficzonym domknigtym przedziale
[a, b] istnieje zupefny ortonormalny zbiér wielomianéw. Dowdd zupelno$ci wynika
z twierdzenia Weierstrassa. Po przeprowadzeniu dowodu ogélnego zajmiemy si¢ dokladniej
szczegblnym przypadkiem — zupelnym ortonormalnym zbiorem wielomianéw na prze-
dziale [—1, 1], ktérym z dokladnosciag do stalej normalizacyjnej jest zbidr wielomianow
Legendre’a. Podamy przy tym explicite sposéb konstruowania trzech pierwszych funkcji
z tego zbioru, a nastgpnie wzor pozwalajacy wyliczyé wszystkie nastepne.

Twierdzenie Weierstrassa zapewnia, Ze kazda funkcja ciagla f na [a, b] moze by
Jjednostajnie aproksymowana ciggiem wielomianéw:

2n
P.(x) = Ay X™.
Poniewaz zbiér {x", n = 0, 1, ...} jest liniowo niezalezny, mozemy metoda ortogonalizacji
Grama-Schmidta skonstruowaé z niego ortonormalng bazg {Qn(x)}, gdzie Qn(x) jest
wielomianem stopnia ». Nastepnie mozemy wyrazié fiinkcje poczatkowe w postaci skon-
czonych kombinacji liniowych elementéw tego ortonormalnego zbioru:

m

X" = Z Cmi Qi(x).

i=0
Wynika stad, ze wielomiany P, aproksymujace jednostajnie funkcje f daja si¢ wyrazié

w postaci
2n n

RICEDY a",,,ZcmiQi(x).

Dla dowodu zupetnosci ortonormalnego zbioru {Q,} wystarczy teraz pokaza¢, ze jest
on domknigty (twierdzenie 5.2). Zbiér ortonormalny {Q,} jest domkniety, jezeli jedyna
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funkcja ortogonalng do wszystkich Q, jest funkcja zerowa. Zalézmy, Ze istnieje w prze-
strzeni Hilberta funkcja o tej wlasnoscl, ze (f, Q,) = 0 dla kazdego n. Z podanego wyzej
réwnania wynika natychmiast, ze (f, P,) = 0 dla kazdego n, poniewaz P, s3 kombinacjanu
liniowymi Q,. Wiemy jednak z twierdzenia Weierstrassa, ze f mozna aproksymowaé
w sensie wartosci §redniej przez P,. Zatem dla kazdego ¢ istnieje takie n, ze [[f— P,|| < e.
Ale poniewaz (f, P,) = 0, wiec

NWf—2ull = (f=Pa, f= P2 = {IIf 1P+ IP,)1PP/2
Zatem
HAPP P < &2,

Wynika stad jednak, ze {|f|| jest dowolnie mata, a wigc f jest réwna zeru (prawie wszedzie).
Zatem zbidr ortonormalny {Q,} jest domknigty i na mocy twierdzenia 5.2 jest zupetnym
ortonormalnym zbiorem wielomianow na przedziale [a, b].
Zupelnoé¢ zbioru Q; oznacza (zgodnie z definicja 5.6), Ze dla kazdej funkcji g w prze-
strzeni Hilberta istnieje zbidr stalych {a;} taki, Ze ciag sum czgsciowych
n
.
8n = Z a;Q; (x)
i=0
aproksymuje funkcje g w sensie wartosci Sredniej. Przy powigkszaniu gérnej granicy
sumowania az do nieskonczonosci, aproksymacja staje si¢ coraz lepsza, a wszystkie poczgr-
kowe a;nie ulegajg zmianic. Mozemy zatem powiedzieé, e istnieje szereg nieskorniczony

a;Q;,

[

il
o

ktdry aproksymuje g w sensie wartosci $redniej. Stad zapis symboliczny

JS

g(x) = ) a;0/x).

=

O

PokazaliSmy poprzednio, Zze jezeli mamy zupelny ortonormalny zbiér funkcji, to
wspblczynniki zapewniajace najlepsza aproksymacje w sensie wartoéci Sredniej sa wspol-
czynnikami Fouriera. Tak wiec wspdlczynniki rozwinigcia na szereg nieskoniczony dane
$3 wzorem

aq; = (Qiag)‘

Zastosujemy teraz te rozwazania do konkretnego przypadku. Uzyjemy metody orto-
gonalizacji Grama-Schmidta w zastosowaniu do bazy {1, x,x?,...} dla zbudowania
zbioru ortonormalnych wielomianéw na przedziale [—1, 1}. Z naszych poprzednich
rezultatow wynika, Ze zbiér ten bedzie zupeiny.

12
. .= [ e .
Pierwszym elementem ortonormalnego zbioru jest Py(x) = (—2- . Wida¢, ze wielomian

ien jest unormowany dla x z przedzialu [—1, 1]. W oparciu o przepis z § 4.3 dostajemy
_ I 142
PO(X) = (2‘) >
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1
. x—1/2'2 { 1/2"2xdx 32
Pl = _11 = ( ) X,
”x—],’2"2 { ]/2”2xdx”

-1

(5.36)

172
x2—1/212 1/2"'2x2dx~—(%) X (—) x3dx
3

i 1/2 3
- R 2 5V2(3 1
S 5 x3dx

x2—1/21/2 1/'2”2x2dx~—(—2—) x
Procedura ta jest do§¢ zmudna. Skorzystaliémy z niej jedynie dla zademonstrowania,
ze ortonormalne funkcje daja si¢ konstruowaé bezposrednio z niezaleznych funkcji. Chcia-
loby si¢ jednak mieé nadziejg, Ze istnieje prostsza metoda obliczania ortonormainych
wielomianéw wyiszego rzedu i rzeczywiscie, metoda taka istnieje.

i
|

-1

Twierdzimy, ze wzér ogllny na zupelny ortogonalny zbi6r wielomianéw w przedziale
[—1, 1] ma postaé

= 2n+1\"? 1 @,
Pn(x) = ( 2 ) 2701 dx? (x - 1) . (5'37)
Ortogonalne, cho¢ nieunormowane wielomiany
P,(x) = —I—-En— (x*=1yr (5.38)
T 2% dx” ' )

znane sg pod nazwa wielomianéw Legendre’a. Réwnanie (5.38) nazywa sie¢ wzorem Rodri-
guesa.

Tak wiec wielomiany Legendre’a r6znia sig od zbioru ortonormalnego {2,(x)} jedynie
czynnikami stalymi. Zadaniem naszym bedzie teraz pokazad, ze wzér Rodriguesa definiuje
te same ortonormalne wielomiany, co proces ortogonalizacji Grama-Schmidta. Zgodno$é
az do wielomianéw drugiego stopnia wykazuje juz bezpo$redni rachunek. Aby jednak
dowie$¢ poprawnosci wzoru Rodriguesa dla wszystkich rzedéw, musimy pokazaé, ze:

1. W kazdym ustalonym przedziale jest tylko jeden zupelny ortonormalny zbiér wielo-
miandéw, w ktérym »-ty wielomian jest stopnia n.

2. P,(x) dane wzorem Rodriguesa istotnie tworza zupelny ortonormalny zbi6r na
przedziale [—1, 1].

Jednoznaczno$¢ zupelnego ortonormalnego zbioru wielomiandw jest gwarantowana
przez sam proces Grama-Schmidta, w ktérym czy to na [—1, 1}, czy na dowolnym usta-
lonym przedziale mozna wygenerowaé jeden i tylko jeden zupelny ortonormalny zbidr
wielomianéw (z dokladnoscia do czynnika fazowego). Innymi stowy, warunek (1) zostat
juz w zasadzie dowiedziony.

Dla dowodu warunku (2) pokazemy teraz, ze zbidr wielomiandw generowany przez
wzOor Rodriguesa dla przedziatu [—1, 1) jest ortonormalny i ze funkcja P,(x) jest wielo-
mianem stopnia z#. Zupelno§é wynika wdwczas z naszego poprzedniego dowodu. Z samej
postaci 2,(x) widaé natychmiast, ze funkcja ta jest wielomianem stopnia #. Ortonormalnosé
pokazemy przy pomocy nastepujgcego twierdzenia.
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Twiecrdzenie 5.3.
(P, P) = § P, (x) Pu(x)dx = 8, (5.39)
1
Dowéd. Dowiedziemy najpierw ortogonalnoéci. Oznaczmy d”/dx” symbolem d" i za-
16zmy, ze n > m. Opuszczajac stale czynniki, po przecatkowaniu przez czgsci dostajemy
§ P,P,dx 15 [d"(x2 —1)"] [d™€x2— 1)"|dx =

1 -1

[0 (e~ 1y (@ - 1)~

]

I

1
S {dn 1(x n] [dm-H(Y —l)m]dx

Poniewaz

d""1(x%2—1)" = (pewien wielomian)* (x*—1),
wiec pierwszy sktadnik znika po podstawieniu granic +1 1 pozostaje jedynie drugi. Zatem
po wykonaniu n takich krokéw dostajemy ’

1
K (_ l)n(xz _ i)ndm.g.n(x:_ l)mdx,
-1

poniewaz skfadnik wyznaczany w granicach =1 znika zawsze jako proporcjonalny do
jakicj$ potegi (x? —1). Skorojednak #n > m,wigcn+m > 2m i & (x2—1)" = 0.Podobny
dowdd mozna przeprowadzi¢ dla » < m. Zatem

1

\. P,,}—’,,,dx =0 dla m# n.

-1

Jezeli m = n, to dostajemy tak jak poprzednio (z uwzglednieniem statych czynnikow)

1 1

5 D (2n+})(_1)n S s 1,320 n

S PuPudx = 5ot \ (x2 — 1)"d>"(x? — I )dx.
-1 -1

Ale (x2—1)" jest wielomianem stopnia 2a, a wige (2n)-ta pochodna jest po prostu réwna

(2n)!. Wobec tego nasza catka przyjmuje postaé

1
—D)"C@r+ 1)t ¢ "
( 22'?;(1(?]”7 )‘ \ (\:2— U dx = 1’

gdzie skorzystali§my ze wzordw (5.26) 1 (5.28).

Zatem funkcje P,(x) = [(2n+1)V/2/2)P,(x) tworza zbidr ortonormalny zupetny na
przedziale [—1, 1] 1 s3 jedynym takim zbiorem.

Przejdziemy teraz do badania dalszych wilasnosci wielomianéw Legendre’a P,(x).
Bedziemy przy tym uzywali metod bgdacych kontynuacja techniki wykorzystanej w do-
wodzie ortonormalnosci. Jest wiele bardziej eleganckich metod i bedziemy z nich korzystali
w przysztoSci do badania zaréwno wielomianéw Legendre’a, jak i innych zupelnych
zbiorédw funkcji. Na razic jednak wystarczy nam prostsze cho¢ mniej Sciste podejscie.
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Zaczniemy od wyprowadzenia ze wzoru Rodriguesa wyrazenia explicite na P,(x)
w postaci wielomianu. Stosujac wzor na dwumian Newtona do czynnika (x%—1)", dosta-

jemy
\

(-1 = i(,:)xw(— o,

m=0

{n
gdzie (m) sg wspoélczynnikami Newtona:
n n!
(m) = mia—m)! (5.40)

Biorac n-ta pochodng, ctrzymujemy

i nea2 n — __1\n-m ! 2me—n
2751 d"(x* — = ony, |Z( 1y ( ) (mx s (5.41)

gdzie p = n/2 dla r parzystych i p = (n+1)/2 dia » nieparzystych.

Pokazemy teraz, ze P,(1) = | dla kazdego n. Nie jest to bardzo wazna wlasnos¢,
niemniej jednak dos$¢ interesujagca. Dowdd jej przeprowadzimy dla zademonstrowania
pozytecznej techniki. (W przysziosci poznamy prostsza metode). Zapisujemy wielomian
w postaci

Pn(x) =

P(x) = 1 d"[(x D'(x+1)7]

i wyznaczamy n-ta pochodna przy pomocy wzoru Leibnitza (,,rozwiniecie dwumienne”
dla »-tej pochodnej iloczynu):

u h
d"(ur) = d™ud™® "y = ud"v+ndud" "o +-- n(n— 1) dzud™ 20+ ...+
_o m 2.
k, An—k, n
k'(l’l kv d*ud™ v+ ... +od"u (542)

Podstawiamy teraz u = (x—1)"iv = {x+ 1)*. Widad, ze jedynym nieznikajacym w punkcie
x = 1 czlonem w rozwinigciu Leibnitza jest skladnik odpowiadajacy m = n, w ktérym
czynnik # = {x—1)" przechodzi w wyniku rézniczkowania w stalg »n!, a wigc jest rézny
od zera w punkcie x = 1. Zatem
A" x =DM+ D pey = A —1"d%(x+ 1oy = ni2"
i w konsekwencji
P =1 dla kazdego ». (5.43)
Wielomiany Legendre’a byly poczatkowo wprowadzone w literaturze jako rozwiazanie
rownania rozniczkowege zwanego obecnie réwnaniem Legendre’a:
{1 —=x3 P (x)—-2xPp(x) +ni{n+1)P{x) = 0. {5.44}
Aby dowieéé, ze elementy zupelnego ortonormalnego zbioru wielomianéw na przedziale
{—1, 1] spelniaja to réwnanie, rozwazmy toZsamosé

(_xz_r)%(xz-x)" = Jx(x?—1)".
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Zrézniczkujmy obie strony n-1 razy. Przy pomocy wzoru Leibnitza (5.42) dostajemy
dla lewej strony
(2= 1d (2= 1)) =

= (2= 1) d"*2 (2 — 1) +2 (n+ 1) xd™ ! (22— 1)+ 1 (n 4+ 1) &2 — 1),
a dla prawej strony
A" 2nx (x2 - 1) = 2nxd" 2 (x* = 1)"+2n(n+ 1) d* (x> —1)".
Roznica tych dwoch réwnafi musi znikaé. Zatem
(2= DA 2(x2 = )"+ 2xd" (x2 = 1) —n(n+ 1)d"(x2 = 1)" = 0.

Korzystajac ze wzoru Rodriguesa na P,(x), dostajemy

(x2—=1)P;/+2xP,—n(n+1HP, =0, {5.45)
co jest réwnowazne réwnaniu Legendre’a (5.44). Mozna je réwniez przepisaé w postaci
[(1—x?)Py(x)) +n(n+ 1D P(x) = 0. {5.46)

Tak wigc P,(x) sa rozwigzaniami réwnania Legendre’a. Nie sg one jednak jedynymi
rozwigzaniami. Istnieje inny niezalezny liniowo zbidr tak zwanych funkcji Legendre’a
drugiego rodzaju, oznaczanych symbolem Q,(x). Funkcje te jednak nie sg skoficzone
w punktach x = +1 tak jak P,(x) i tym samym nie mogg by¢ rozwiazaniami w przypadku
wielu probleméw fizycznych. Poza tym nie sg one wielomianami.

Mozna poda¢ inny dowdd ortogomalnosci wielomiandéw ILegendre’a, opierajac sie
bezposrednio na réwnaniu rozniczkowym (5.46) dla P,(x). Wiemy, Ze P, i P, (n # m)
spelniaja roGwnania

d 2 4 _
e [(1=-x®»)P)+nn+ )P, =0,

,ad; [(1—x®) P l+m(m+1)P, = 0.

Mnozac te réwnania odpowiednio przez P, i P,, a nastepnie odejmujac stronami 1 catkujac
od —1 do +1, otrzymujemy
1

1
n s [ d
(n—my(n+m+1) \ P,P,dx = S [P"di ((l—xz)P,',,)——P,,,——x-((l—xz)P,',)] dx =
1 21 x .
1 1 . .
= [P0 Pt = { ax -2 PP a1 =) P+ ax (=59 PPl = 0,
21 -1 ’
poniewaz obie caltki si¢ redukuja, a dwa pozostale wyrazy znikaja. Dla » # m wynika
stad

1
(P,, P, = \ P,P,dx = 0.
-1
Jest to w gruncie rzeczy szczegdlny przypadek dowodu stusznego dla szerokiej klasy
funkeji bedacych rozwigzaniem zagadnienia Sturma-Liouville’a (zagadnienie to oméwimy
w § 5.10). Opiera si¢ on na spostrzeZeniu, Ze réwnania rézniczkowe spetniane przez funkcje
ortogonalne maja do$¢ specyficzng postaé.
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Oméwilismy przykladowo kilka sposréd wlasno$ci zupelnego ortogonalnego zbioru
wielomianéw na przedziale [—1, 1}. Bedziemy si¢ z nim wielokrotnie spotyka¢ w tej
ksigzce (juz raz poprzednio natkneliSmy si¢ na ten zbidr w rozwinigciu multipolowym
(1.100, 1.101, 1.102)) i dyskutowaé bardziej szczegbtowo jego wiasnoéci. Ale najwazniejsza
dla nas na razie jest zupefnosdétego zbioru czy innych zbioréw funkcji. Inne ich cechy maja
znaczenie drugorzgdne,

Przejdziemy teraz do najwazniejszego zupelnego zbioru funkeji, a przy tym najdawniej
zbadanego - zbioru funkcji trygonometrycznych i do szeregéw Fouriera,

5.6. SZEREGI FOURIERA

Fakt, ze zbiér funkcji trygonometrycznych {sinn@,cosn@,n =10,1,2, ..., 00} jest
zbiorem zupeilnym, mozna wywnioskowac z twierdzenia Weierstrassa dla dwdch zmiennych.
Roéwnanie (5.35) méwi, ze kazda funkcja g(x, y) ciaglta w obu swoich zmiennych w okreslo-
nych skoficzonych przedziatach domknietych daje si¢ aproksymowad jednostajnie ciagiem
funkc;ji

N
gv(x,y) = Z AN X"y,

n, m=0

to znaczy iim gn(x, y) = g(x, »), przy czym zbieznosé ta jest jednostajna w obu zmien-
Noo

rych. Wspélczynniki 4N sa zalezne od N dla ustalonego n i m, a wiec nie jest to rozwinigcie

na szereg potggowy.
Jezeli przejdziemy do zmiennych biegunowych i dziedzing funkcji ograniczymy do
okregu kola jednostkowego, to x = cos® i y = sin®, a szereg przybiera postaé

N

£(cos®, sin@) = (@) = lim Z AWM cos"@sin™6 . (5.47)

Neow n =0

Oczywiscie jedynymi funkcjami f(6), ktére moga spelniaé to réwnanie, sa funkcje okresowe

o okresie 2x; ograniczenie to jest konsekwencja wyboru okregu kola jako dziedziny.

W przysztosci uogdlnimy nasze rozwazania na funkcje o okresach réznych od 27,
Przy uzyciu wzoru Eulera

€' = cos@ +isin®,

otrzymujemy wyraZenia na n-ta potege sin@ i cos@:
1 n
cos"0 = [—2— (e"9+e“"9)] ,
1 "
in"® = |— (e®®—e~®) | .
sin [ o (e*®—e )]
Woéwczas rownos¢ (5.47) przechodzi w
M i
£ = lim fiy(x) = lim Z T e (5.482)
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gdzie dodali$my czynnik (27)!/2, ktéry w przysztosci okaze sie bardzo wygodny i zastapi-
lismy zmienna ® przez x, dla podkreslenia ogélnosci wzoru. Oczywiscie (5.48a) mozna
tez zapisaC w innej, réwnowaznej postaci

o A
[-TM + Z (@ cosnx + bf,M)sinnx)] . (5.48b)

n=1

f&x) = lim fu(x) = lim

Moo M-

Wspdlczynniki rozwinigcia zespolonego wykladniczego oraz trygonometrycznego wiaza
si¢ ze soba nastepujaco:

" 2 172 . - 1/2
L L

1 ‘ - 1/2
a) = Tyt (@0 + D), lf‘b e = (-2—) (@0 —ib™),  (5.49)

- 172
) 1 T
b = T (e — )y, ) = (‘2—) (@™ + ipP0).
Indeks M ma nam stale przypominaé, ze wspdtczynniki w tym ciagu nie sg niezalezne od M,
wspoltczynniki wyrazow wczesniejszych ciggu moga sie zmieniaé ze wzrostem M.
Tak wigc jakakolwiek funkcja f(x), dla ktérej f(x) = f(x+2w), moze byé jednostajnie
aproksymowana ciggiem wiclomianéw trygonometrycznych:
N gn &
\N ' ¢ . a 3
fu(x) = > s € = Z(a},‘")cosnx+b}.“")rsinnx).
P (2”)' 2
n=-—M n=1
Przypusémy teraz, Ze f(x) jest dowolna funkcja ciagla na przedziale domknigtym
[a, a+2x] nie speiniajaca warunku okresowosci f(@) = f(a+2rn) w punktach koncowych
przedziatu. Jasne, ze dla kazdej takiej funkcji £ mozemy znalezé ciagly funkcje g(x), ktéra
spelnia warunek okresowosci, a zarazem dla ktdrej wielkosé
a+2mw

{ 176 —gdx
jest dowolnie mata. (Dla dowodu patrz Courant, Hilbert). Zatem ciag trygonometryczny
zbiezny jednostajnie do g(x) bedzie jednoczednie zbiezny w sensie wartosci Sredniej do f(x)
na przedziale {a, a+2x]. W gruncie rzeczy, poniewaz kazda funkcja w przestrzeni Hilberta
daje si¢ aproksymowa¢ w sensie wartosci $redniej z dowolng doktadnoscia przez pewna
funkcje ciggly (patrz § 5.4), wynik ten odnosi si¢ do dowolnej funkcjt w przestrzeni Hilberta.
W § 5.1 stwierdziliSmy, ze zbidr funkcji

jest ortonormalny w przedziale [—=, 7]. Oznaczymy ten zbidr symbolem {77,}. Pokazemy
teraz, Ze zbi6r ten jest réwniez zupetny. Zrobimy to dokladnie tak, jak dla ortonormalnego
zbioru wielomianéw {Q,} w poprzednim paragrafie, a mianowicie dowodzac, Ze zbidr
ten jest domkniety. Tak wigc chcemy dowiedé, Ze z zatozenia (f, T,) = O dla kazdego #,
wynika f= 0. Ale z (5.48a) wynika, Ze (f,fy) = 0 dla kazdego M, poniewaz fy jest
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kombinacja liniowa ortonormalnych funkcji 7,,. Wiemy jednak, ze kazda funkcja f daje sie
aproksymowac w sensie warto$ci §redniej przez ciag fa, to znaczy

1f=fuli = UIAP I ulPT? < e

Zatem f = O (prawie wszedzie) i zbiér ortonormalny {7,} jest domknigty, za§ na mocy
twierdzenia 5.2 jest zupelnym ortonormalnym zbiorem na przedziale [—=, n]. Oczywiscie
zbiér funkcji trygonometrycznych ortonormalny na [~w, =],

—

1 .
W’ -’—'_;E—smnx, Tti-/Z COosSnx, n= l, 2, ceefs
4 ‘e [

jest takZze zupetny.

Z zupelosci ortonormalnego zbioru {T,} wynika, ze dowolna funkcje f mozna aproksy-
mowaé w sensie wartosci $redniej nieskonczonym szeregiem funkcji 7,. Zapisujemy to
symbolicznie

flx) = z ¢, T (x) = -(Z—g'ﬁ; e = %9—+ Z(a,,cosnx+b,,sinnx). (5.50)
n=-—o R=-—00 =1

Wspdlczynniki rozwiniecia, ktore sa tutaj stalymi niezaleznymi od M (por. (5.48a)), sa
dane wzorem

o = (T f) = g | FOIEdx. (5.51)

Wspolczynniki a, i b, szeregu trygonometrycznego mozna obliczyé w oparciu o (5.49):
2 T

1 [ 1 ;
a4 = L (ente_n) = ((2—1:)175') Sf(x) (e "™+ e )dx

-

a, = é \f@)cosnxax  dlan=0,1,.. (5.52)
b, = 71_— gf{x)sinnxdx dlan=1,2,..

-7

Szereg (5.50) ze wspolczynnikami (5.52) znany jest pod nazwa szeregu Fouriera.
Poniewaz funkcje

T,(x) v =0, +1, ...

1
= e
tworzg zbior ortonormalny zipeiny, stuszny jest dla nich zwigzek zupeinosci (5.10). Dosta-
jemy stad
T 2]

()= [ifPdx = Y jel? == [—‘f—+i(a§+b£)], (5.53)

-1 fi=—o0
gdzie skorzystaliSmy ze zwigzkdw (5.49).
Podsumujmy teraz sytuacje. Pokazaliémy, Ze szereg Fouriera jest zbiezny w sensie
wartosci $redniej w przedziale [—w, =] do kazdej funkcji f(x) nalezgcej do przestrzeni
Hilberta, Wiemy réwniez, ze dla dowolnej funkeji ciaglej f(x) na przedziale [—=x, =],
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dla kiérej f(—mw) = f(=), istnigje cigg trygonometryczny jednostajnie zbieiny do nie).
Wobec tego by¢é moze szereg Fouriera jako szczegdlny przypadek szeregu trygonome-
trycznego ma réwniez te silnicjsza wlasnos¢. Niestety, nie ma absolutnie Zadnej gwarancji,
Ze ten szczegdlny dobér wspdlczynnikéw zapewniajacy zbieznosé w sensie wartosci sredniej,
da rowniez zbiezno$¢ jednostajna. Twierdzenie odwrotne daje si¢ jednak latwo dowiesé.
Mianowicie, jezeli szereg trygonometryczny jest jednostajnie zbiezny, to jego wspolczynniki
sa wspolczynnikami Fouriera. Mozna to pokazaé, mnozac (5.50) przez cosmx lub sinmx
i catkujac jednostajnie zbiezny szereg wyraz po wyrazie. Natomiast ustalenie warunkow
jednostajnej zbieznosci stanowi powazny problem. Nasze badania nad tym centralnym
zagadnieniem teorii szeregéw Fouriera zaczniemy od dowodu nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.4. Jezeli funkcja f(x) jest ciaglta w przedziale domknigtym [—=, 7],
a jej pochodna jest w tym przedziale odcinkami ciggla oraz f{—=) = f(x), to szereg Fou-
riera tej funkgcji jest do niej zbiezny jednostajnie w tym przedziale. Jezeli dodatkowo f(x -+
+27) = f(x), to szereg ten jest zbiezny jednostajnie wszedzie.

Przyktad funkcji majacej pochodna odcinkami ciagla podany jest na rys. 5.2. Funkcje
tego typu nazywa sie czesto funkcjami odcinkami gladkimi.

0ot #o

1
i

!
8
a+
>

< > -1

a) b)

Rys. 5.2, Funkcja zygzakowata i jej pochodna

Dowéd. Oznaczmy wspéiczynniki Fouriera f'(x) przez a, i b;. Catkujac przez czesci,
dostajemy

b1 k4
1 »
a, = -— 5 f(x¥)cosnxdx = g Sf(\)smmd.\ = nb,,
by = — Sf (x)sinpxdx = —-—— S f(x)cosnxdx = —na,, (5.54)

-7

Sf (¥)dx = /(@) —f(~7) =

o ~
il

Skorzystali$my tu kilkakrotnie z réwnosci f(x) = f(—=); wspolczynniki Fouriera funkcjs
f(x) sa jak poprzednio oznaczone symbolami a, i b,.

Poniewaz f’(x) jest odcinkami ciggla na [-=, =], a wigc tym samym cafkowalna
z kwadratem, musi spetnia¢ nieréwno$¢ Bessela (5.9):

S 2 L ! ©
GEPEL [-12"-—+Z'(a;2+b;2>] = = Y w22 +ad), (5.55)
n=1 - m
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gdzie skorzystaliSmy z (5.54). (W rzeczywistosci wiemy nawet na podstawie relacji zupet-
vosci (5.10), ze zachodzi tu réwnosé).

Wszystko to sg jedynie wstepne wyniki. Korzystamy teraz z kryterium Cauchy’ego
dla zbadania jednostajnej zbieZnosci szeregu Fouriera. Niech

S, = —‘221+Za,,cospx+z b,sinpx.
p=1 p=1

Na mocy twierdzenia 5.1, jezeli tylko uda nam si¢ pokazad, ze (S, S, < ¢ dla kaZdé:go
xw [—=, =] i dla kazdego », m wigkszych od pewnego N(e), to tym samym dowiedziemy
jednostajnej zbieznosci. Zachodzg nastgpujace oszacowania

n
1Se =Sl = i Z (a,,cospx—%bpsinpx! = %(pa,,cospx"—i-pbp sinp.x)i'g

p=m+1 p=m+1

"-1. 1P
YN
=m4 1

gdzie skorzystaliémy z nierownoéci Schwarza (4.8). To ostatnie wyrazenie niozna pirzedsta-
wié w postaci

-y
|pa, cospx+pb,sinpx|?,

p=m+1

7

¢ n
. E ~ PPlageospx + bysinpxl? <
p=m+1

.
> e+,

p=m+1

S Sml <

jako ie |a,cospx+-b,sinpx| mozina zapisa¢ w formie
VaZ+h% cos(px—0)| < Va2 +b§§ ,

gdzie @ = arctgh,/a,. Zatem

%§Uuww,

'Sn_sm' <
-7t
gdzie wyraz > p*(aj+h}E) zostal zastapiony na mocy (5.55) rawnym mu lub wigk-
p=m+1

sZym wyrazem

]/ iﬁz(aﬁ-}-bﬁ) < ]/ (1/m) g If%dx. (5.56)

QW
SzeregZ (—1;5) jest zbiezny (jak pokazemy w § 6.9, jest on réwny funkcji zeta Rieman-
p=1

na w punkcie 2 1 jest zbiezny do =?/6). Oznaczmy

T

M =1/ m § If@Pdx.

-n

Wiemy, ze M jest skonczone, poniewaz f'(x) jest odcinkami ciagla i zawsze skonczona.
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X
Szereg Z (1/p?) jest zbiczny, a wigc musi speiniac kryterium Cauchy’ego. Wobec tego

p=1
n

dla kazdej liczby dodatniej, a w szczegdlnodci dla £2/M2, istnieje takie N, ze > (1/p?)<
» p=m+ 1
< &2iM?, jezeli tylko n, m > N. Biorgc ni m wystepujyce w oszacowaniy |S,—S,,| wigksze
od tego N, dostajemy
1Sy —Spl < (2/M22M = ¢

i tym samym dowdd jednostajnej zbiezno$ci zostal zakonczony. Wiemy, Ze szereg jest
zbiezny wlasnie do funkcji f{x), poniewaz poprzednio juz upewnili$my si¢ co do jego
zbieZznodci w sensie wartosci Sredniej do f(x).

Warto zauwazyé, Ze relacja zupelnos$ci mogla byé wykorzystana wcezesniej w tym
dowodzie; wéwcezas zamiast nieréwnosci w (5.56) bylaby réwnosé. MogliSmy to zrobic,
poniewaZ zupetno$¢ zostala pokazana juz wczesSniej. Jednakze dla zademonstrowania,
ze zupeltno$¢ nie jest konieczna dla dowodu jednostajnej zbieznosci, skorzystaliSmy zamiast
tego z nieréwnosel Bessela. Z faktu, e f7(x) jest odcinkami ciggla wynika, ze M jest skofi-
czone 1 jest to jedyna informacja potrzebna do dowodu jednostajnej zbieznosci. Zeby
jednak pokazac, ze szereg jest jednostajnie zbiezny do f(x) (poniewaz kryterium Cauchy’ego
nic nie méwi na temat funkcji stanowiagcej graniceg), skorzystaliémy na samym koficu
dowodu ze zbieznodci w sensie wartosci §redniej do f(x) (zupeilnosci). Mozna wszelako
dowic$é niczaleznie, Ze szereg jest zbiezny jednostajnie do f(x) i jest to automatycznie inny
-niezalezny dowdd zupetnodci.

Twierdzenie 5.4 mozna rozszerzy¢ na przypadek funkcji odcinkami ciaglych, takich
jak funkcja schodkowa, ktére moga mie€ skonczong ilos¢ skonczonych niecigglosci w prze-
dziale [—, =].

Twierdzenie 5.5. Jezeli funkcja f(x) jest odcinkami ciaggla na [— =, =] 1 ma tam odcinkami
ciagla pochodng, to jej szereg Fouriera jest do niej jednostajnie zbiezny na kazdym domknig-
tym podprzedziale {—=, =], na ktorym f(x) jest ciggla. W punktach nieciagtosci f(x) jej
szereg Fouriera jest zbiezny do $redniej arytmetycznej lewostronnej i prawostronnej
granicy funkcji. Jezeli f(x+2x) = f(x), to stwierdzenia powyZsze sa stuszne na calej
prostej rzeczywistej.

Ciekawa jest rzecza, ze chociaz dla kazdej funkcji cigglej wiemy o istnieniu pewnego
ciggu trygonometrycznego zbieznego jednostajnie do niej w przedziale domknigtym, to
sama ciagto$¢ f(x) nie wystarcza do dowodu zbieznodci jej szeregu Fouriera. Istnieja
tunkcije ciggle, ktdre nie sa rozniczkowalne i ich szeregi Fouriera nie muszg by¢ zbieZne.
Jednakze dodatkowy warunck ciaglodci f'(x) zapewnia jej zbiezno$é. Réwniez zalozZenie,
ze przedzial jest domkniety, odgrywa zasadnicza role w dowodzie jednostajnej zbieznoscl.
Zbieznosé szeregéw Fouriera dla funkcji odcinkami ciggltych —- takich jak funkcje schod-
kowe -— nie bedzie z pewnoscig jednostajna w przedzialach otwartych (a, b), gdzie jeden
z konficow jest punkiem niccigglosci. W' rzeczywistosci mozna pokazaé, Ze szereg Fouriera
tuz przed przejéciem przez punkt nieciagloéci rdzni si¢ od funkeji o skonczona wielko$é.
Efekt ten nazywa sig¢ zjawiskiem Gibbsa (patrz zadanie 4c).

Gtadkosé funkeji jest wlasciwic odpowiedzialna za wielk0$¢ wspodlczynnikdw Fouriera -
im bardziej gladka funkcja, tym szybciej maleja tc wspdlezynniki 1 tym szybsza jest zbiez-
nos¢. Teoria szeregbw Fouriera jest czym$ w rodzaju badania wspéldzialania zatozen
o gladkosci z wnioskami na temat zbieznosci.
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Fejer zbudowat teorig szeregdbw Fouriera opartag na szczegdlnym typie sumowania
szeregéw (zwanym sumowaniem w sensie Cesaro), w ktérym bada sig ciag srednich aryt-
metycznych sum czesciowych. Jezeli szereg jest zbiezny w zwyklym sensie, to mozna go
wysumowaé w sensie Cesaro i wynik bedzie taki sam. Wiele natomiast rozbieznych szeregéw
daje sie wysumowaé w sensie Cesaro; jest to wigc naturalne uogdlnienie, zachowujace
zwykle sumowanie jako szczegblny przypadek. Fejer pokazal, ze szereg Fouriera dowolnej
funkcji ciaglej f(x) jest jednostajnie zbiezny w sensie Cesaro do f(x) (patrz Rudin lub
Apostol). Niepotrzebne sa Zzadne zaloZenia na temat gladko$ci. Wynik ten kontrastuje
z faktem, Ze istnieja funkcje ciagle, ktérych szereg Fouriera jest rozbiezny w jakims$ punkcie.

Az dotychczas ograniczaliSmy nasze rozwazania do funkcji okreslonych na przedziale
[—7, =]. Jezeli funkcje te sa okresowe z okresem 2, to ich rozwinigcia sg réwnie dobre
na zewnatrz tego przedziatu. Latwo jest uogdlni¢ dotychczasowe wyniki na przypadek
przedziatu [—/,1] i funkcji o okresie 2/. Jednakze z warunku okresowo$ci nie mozna
zrezygnowaé, jezeli szereg ma by€ zbiezny na zewnatrz podstawowego przedziatu,

Oczywiscie zbidr funkcji

’ ein:-:x/l

« Vi

jest zbiorem ortonormalnym zupelnym na przedziale [—/7,[]. Wszystkie poprzednie

rezultaty mozZna teraz otrzymaé w analogiczny sposdb. Dla zespolonego wykiadniczego
szeregu otrzymujemy

}s n=0>i19i'29-”

o«

ein'n:x/l
flx) = Z Cn HEe
o (5.57)
1 —
Ch = _W Sf(x)e_ "‘“"‘dx.
-1
Podobnie dla szeregu trygonometrycznego
= A@._'_ 9 27:7 E‘ . _{llt_
flx) = 5 Zancos i x+Zb,,sm 7%
n=1 n=1
4
a, = -;— Sf(x)c()s I}lt xdx dlan=0,1, .., (5.58)
~1
b,‘=%Sf(x)sini;t—xdx dla n=1,2,..

1

Wzory te obowiazuja w przedziale [/, ], o ile spelnione sa zalozenia twierdzenia, na-
tomiast na zewnatrz tego przedziatu tylko jezcli f(x+2l) = f(x).

Dla kazdego ! (wlgcznie z I = =), jezeli f(x) jest funkcja parzysta, to b, = 0 dla kazdego
n i dostajemy szereg Fouriera cosinuséw, a jezeli f(x) jest funkcja nieparzysta, to @, = 0
dla kazdego » i mamy szereg Fouriera sinuséw.

Zakonczymy ten paragraf prosta, ale wazng uwaga. Przypomnijmy, Ze wielomiany
Legendre’a, ktore jak pokazali$my, tworzg zbidr ortonormalny zupelny, speiniaja réwnanie
rézniczkowe drugiego rzgdu (5.44). W tym paragrafie omawiali$my bardziej znane funkcje

235




trygonometryczne i stwierdziliSmy, ze onc takie tworza zupelny ortonormalny zbidr
funkcji. W przysziosci przy badaniu zbioréw f{unkcji bedziemy zawsze zwracaé uwage
na fakt, ze funkcje te sg rozwigzaniaini okreslonych réwnaa rézniczkowych. Z réwnan
tych nie bedziemy wycigga zadnych wnioskéw, a raczej bedziemy je podawaé na samym
koncu jako produkt uboczny naszych rozwazan. Na koniec wreszcie w paragrafie 5.10
podamy w formie podsumowania przeglad wszystkich wiclomianéw specjalnych jako
rozwigzan réwnan rozniczkowych drugiego rzedu.

Funkcje trygonometryczne nie pojawia si¢ oczywiscie w tym podsumowaniu, jako
Ze nie sa wielomianami. Dla uzupetnienia podamy dobrze znane réwnanie rozniczkowe
spelniane przez sinus 1 cosinus:

-

d .
——u+0?u = 0. 5.59]
dxz ( )
Roéwnanie to, jako réwnanie rdézniczkowe drugiego rzedu, ma dwa liniowo niezalezne
rozwiazania

u, = sinwx, u,; = coswx. (5.60)

Jezeli w? = n?, gdzie n jest liczba catkowita, to rozwigzania te reprezentuja funkcje Fou-
riera dla » zmieniajgcego sie od 0 do co. W celach szkoleniowych mozna przeprowadzié
dowdd ortogonalnosel tych funkcji jedynie na podstawie ksztattu réwnania, tak jak to
uczyniliémy dla wielomianéw Legendre’a.

5.7. TRANSFORMATY FOURIERA

Ograniczenie stosowalnosci rozwinie¢ na szereg Fouriera do przedzialu podstawowego
{—1,1] dla funkcji nieokresowych jest do$¢ przykre, poniewaz wiele waznych funkcji
nalezy do tej klasy. Mozna zasugerowac sposob obejscia tej trudnosci poprzez uogdlnienie
wprowadzone w poprzednim paragrafie: Jezeli chcemy rozwijaé¢ funkcje nieperiodyczna
w okreSlonym skonczonym przedziale, wystarczy ja rozwijaC w przedziale [--/,]] tak
duzym, aby obejmowal potrzebna nam dziedzing. Co jednak robi¢ w przypadku, gdy
potrzebne jest rozwinigcie funkcji nieokresowej na calej osi rzeczywistej? Rezygnujgc
z matematycznej Scistosci, wyprowadzimy tutaj heurystycznic wzory dajace odpowiedz
na to pytanie. (Gdy fizyk méwi o wyprowadzeniu ,,heurystycznym™, przeprasza zazwyczaj
z gory, majac na my§li wyprowadzenie nieporzadne i matematycznie niesciste; w rzeczy-
wisto$ci przymiotnik ,,heurystyczny” oznacza ,,majacy pomdc w odkryciu”). Wrdcimy
do tych spraw ponownie przy uzyciu poprawniejszych matematycznie metod w rozdziale
9 (wniosek z twierdzenia 9.11).

Rozsadnym sposobem uniknigcia klopotéw z okresowos$cia wydaje si¢ przejscie gra-
niczne / - oo w (5.57). Aby je zrealizowaé, potdézmy (=/)'2x = y, a(n{l)'* = k, oraz
Ak, = kpypr—k, =G@IDY2. Wéwezas (nw/lyx = k,y, Q)2 = Ak, /Qr)* i po zastg-
pieniu ¢, symbolem g, réwnanic (5.57) przechodzi w

€0
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gdzie

; yrel

&k = Gryiie S f(y)e ¥y,
—ym

a k, zmienia si¢ w kazdym kroku o 4k, = (r/l)'?2, co odpowiada 4rn = 1 w sumie wyjécio-
wej. Je$li teraz I — oo, to 4k, — 01 k, przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste. Zatem
suma po k, staje si¢ calka po zmiennej ciaglej (oznaczamy ja k) i po zastapieniu y przez
x dostajemy

1 .
fx) = OE glk)e*dx,

éL’aS

- (5.61)
gk) = '(—2%7‘2‘ S flx)e~**dx.

-

Funkcja g(k) nazywa si¢ fransformatq Fouriera funkcji f(x) 1 vice versa. Dwie funkcje
spetniajace (5.61) nazywaja si¢ para transformat Fouriera. Jezeli jedno z réwnan (5.61)
bedziemy rozpatrywaé jako szczegdlny przypadek réwnania catkowego, to drugie podaje
explicite rozwiazanie tego réwnania.

Przez proste wogblnienie powyzszych wynikéw dostajemy tréjwymiarowe calki Fou-
riera:

FO) = ooy | GROERTdK,
: (5.62)
= o= )3,2 ) F(r)e—'&rdr.

Tutaj symbol r oznacza wektorowy zapis trzech zmiennych x, y,z, a dr = dx dy dz;
podobnie k oznacza ki, k,, k., a dk = dk,dk,dk,. Stad k-r = k,x+k,y+k,z. Tej
wiasnie pary trojwymiarowych transformat Fouriera bedziemy uzywaé w rozdziale 7
do rozwiazywania popularnych w fizyce réwnan rézniczkowych czastkowych.

Mozna podaé Scisty dowdd zwiazkow (5.61), o ile zalozy sie, Ze f(x) jest odcinkami

0 .
gladka i ze \ If(x)|dx istnieje (patrz Courant, Hilbert), ale my pozostawimy na razie tg

kwestig (patrz § 9.6). Zajmiemy si¢ natomiast zastosowaniem transformat Fouriera w fizyce.
Przyklad. Cickawy wynik mozna otrzymaé, sprowadzajac parg réwnan (5.61) do
jednego réwnazia
N i a.) ¢ AR+ 1 ¢ Likx
f(x;=-2-—-g ( foeye-maxfer=dr,
7 o

T
-0 -

a nastgpnie zamieniajgc kolejnosé calkowania

<« Q0
Id

=\ ) {2_17_ [ ereroar |ax

«
—c0 -
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Aby roéwnanic to mogio by¢ spetnione, wyrazenie w nawiasach kwadratowych musi
by¢ funkcja §. W ten sposéb wyprowadziliSmy reprezentacje catkowsa funkeji 4:

S(x—x') = --21_; \ etk (E-xd L (5.63)

Powyizsza rownos¢ nalezy rozumieé w ten sposdb, ze kazda z jej stron po wycalkowaniu
z dowolng funkcja da ten sam wynik. To ,,wyprowadzenie” wskazuje, ze funkcje d (pojmo-
wane i uzywane w sposéb naiwny) sa konsekwencja niedozwolonej procedury polegajacej
na zamianie kolejnosci catkowania. Za jej uzycie musimy pokutowaé i wprowadzaé nowe
dziwne obiekty matematyczne zwane funkcjami §. Wszelako ich svmboliczne uzycie jest
tak proste, Ze w sumie sprawa wydaje si¢ optacalna. I w pewnym sensie rzeczywiscie jest;
w matematyce i fizyce czesto potrzebne jest pogwalcenie starych regul dla otrzymania
nowych, ktore zawieraja poprzednie jako przypadek szczegdiny.
Funkcja & w trzech wymiarach ma postaé
@

L 5 e (r=ra) (. (5.64)

03 (r—ro) = 8(x~x0) 6(y— o) (z—20) = Oy

Z reprezentacji catkowej funkcji & mozna skorzysta¢ dla dowodu relacji zupelnosci
(nazywanej niekiedy twierdzeniem Parsevala) calek Fouriera:

¢ ¢ U 17
{ rerar = { ax oo § e@eak oy | s@)er=ar =
H 0 | E
— L o ol ~ ik’ =k)x —
SdAg (k)S dkg(k)[zﬂ e dx]
-® - -
@ ® °.° 2
= Q dkg*(k) g dkg(k)o(k'—k) = S g¥*(k)g(k)dk = \ lg (k)I*dk.
- ~0 - e

Jezeli na przyklad x jest czasem ¢, a & czgstoscig », to twierdzenie Parsevala ma prosta
interpretacjg fizyczna. Wyglada woéwczas nastepujaco

@ 2
L 1Irord = { lgo)dv.
—0 -0

Jezeli f(t) oznacza nateZenie emitowanego pola elektrycznego, to [f(¢)]? jest proporcjonalne
do calkowitej emitowanej mocy i catka jest miarg pelnej emitowanej energii. Prawa strona
natomiast jest catka po wszystkich czestosciach z kwadratu amplitudy widma, |[g{»)|?,
proporcjonalnego do energii wypromieniowanej na jednostkowy przedziat czgstosci. Zatem
twierdzenie Parsevala wyraza w tym przypadku prawo zachowania energii.

Zanim przejdziemy do dalszych przykladéw zastosowan, sformutujemy i udowodnimy
twierdzenie o splocie dla transformat Fouriera. Bedziemy z niego korzystaé w rozdziale 7.
Niech f,(x) i f>(x) beda dwiema funkcjami, ktérych transformaty Fouriera, g;(k) 1 g,(k),
dane sa wzorem (5.61).
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Wielkos¢
roe
F() = gy | /00— 0de

-0

nazywa si¢ splotem (konwolucjq) funkcji f, i f,. Twierdzenie o splocie méwi, ze

o«

G | B0 k. (569)

-0

F(x) =

Po obliczeniu transformaty Fouriera tego réwnania, czyli rozwiazaniu go ze wzgledu
na iloczyn g, (k) g, (k) widaé, ze twierdzenie o splocie moZna wyrazi¢ nastepujgco: Transfor-
mata Fouriera splotu dwdch funkcji jest iloczynem transformat tych funkcji. Oznaczajac
transformatg Fouriera funkcji F(x) przez G(k), mozemy to zapisa¢ réwnaniem

G(k) = g1(k)g2(%).
Dowéd wynika natychmiast z wlasnosci pary transformat Fouriera.

F(x) g f (t)f (x t)dt ~_1.__ S.of (t) {_J__,, So (]\,)e-;,ik(x--r).1],1 dr =
@r )12 g ez 2=t 3 1 (2=)i7? ) g2K LnJ =

g1k)g (kye™dk,

g8

g [ee)

- (27:)”2 S [ (2,:)112 5 fl(t)e“’“dt] g0k dk = -(-2-11)7
-0 -

co koniczy dowdd.

Zbadamy teraz bardziej szczegdlowo przykiad uzycia transformat Fouriera, a przy
okazji policzymy kilka konkretnych transformat.

Rozwazmy nietlumiony jednowymiarowy oscylator harmoniczny, na ktéry dziala
zmienna w czasie, ale przestrzennie jednorodna (niezalezna od x) sila zewngtrzna F(z).
Moglaby to by¢ na przyklad sprezyna zawieszona w windzie poruszajacej sie pionowo.
Cheemy obliczy¢ energie przekazana oscylatorowi przez taka sile. Ograniczymy sie przy
tym do rozwazania takich funkcji F(¢), dla ktérych istnicja transformaty Fouriera.

Réwnanie ruchu ma postaé

X+oix = (I/m)F(), (5.66)
gdzie m jest masa, a w czgsto$ciag wlasna oscylatora. Po przeksztakceniu dostajemy
z—iwz = (1/m)F(t), (5.67)

gdzie 7 = x+iwx. Energia oscylatora w chwili # jest dana wzorem
E(t) = mx?2+mw?x?]2 = (m/2)|z(1)|>
Zalézmy, Zze oscylator znajduje si¢ poczatkowo w stanie spoczynku (x = x =z = 0
dla t < 7). Poniewaz ma on na poczatku energi¢ zerowa, warto$¢ A E energii przekazanej
oscylatorowi przez F(f) jest E(o0). Obliczymy teraz t¢ wielko$é, przy czym okaze sie,
ze zalezy ona w prosty sposéb od transformaty Fouriera {unkcji F(7).
Mnozac obie strony (5.67) przez (—iwt) i catkujac od T; do T, (dowolnie wybrane
chwile czasu), dostajemy
T, T,
| G—ivz)eiodr = (1/m) 5 F(t)e~'dr.
T

Ty
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Scatkowanie lewej strony przez czgéci daje
T
2(T)e T2 = (1/m) S F(r)e™'dr,
Ty
gdzie skorzystaliSmy z warunku, Ze z znika dla ¢ < 7, . Poniewaz F£(z) réwniez znika dia
t < Ty, mozemy dolng granicg catkowania przesunaé do —oo. Wowczas przekaz energii
wyraza si¢ wzorem

-

T2 P2
i 2 i _'_ ioT, _1- —iotg, _
AE = Tl:ng AT = lexin " SF(t)e dt =
= --1—1§ F(t)e""‘"‘dtr = | Aw))? (5.68)
2m | : 2m ’ )

gdzie f(w) jest transformatg Fouriera funkcji F(f) brana w punkcie odpowiadajacym
czestoscl wlasnej oscylatora:

flw) = 050 F(rye-iotdr.

Zatem F(r) wyraza si¢ przez f{w) nastgpujgco

0
F(t) = 21; S fw)e ™ dos.
-
Oba czynniki typu (27)~!/? zebraliSmy tu w jeden i stad ta para transformat rozni si¢ nieco
wygladem od symetrycznej postaci (5.61). Tak wiec przekaz energii jest proporcjonalny
do kwadratu modulu transformaty Fouriera sily w punkcie odpowiadajacym czestosci
wlasnej oscylatora. Przekaz energii nastepuje tylko przy czgsto$ci rezonansowej w, poniewaz
tylko odpowiadajaca jej skiadowa transformaty wchodzi do wzoru na AE.
Zeby rozwiazaé to zadanie dla konkretnej postaci funkcji sily, musimy znale?¢ jej
transformate Fouriera. Wyprowadzimy teraz kilka wzoréw, ktére wlatwiajg wyznaczanie
transformat Fouriera. Niech

oati0)

Fn(t) = dtn—-1

Fu(t) = F@),

el

fulw) = § F(t)e~i'dt.

B

Caltkowanie przez czgéci prowadzi do zwigzku
1 ! —Ewr' ®
fo@) = ||~ fusi (@) =5~ Fult)e
i 1w
Oczywiscie wzdr ten niewiele daje, o ile nie jest spetniona rownos$é F { — ) = F,(+w) = 0.
Wobec tego bedziemy rozwazaé tvlko przypadki, gdzie réwnosé ta jest spelniona. Wéwezas
catkujgc wielokrotnie przez czeéci mozemy wyrazi€ f, (), szukang transtormatg Fouriera,
przez transformats Fouriera ktorejs z wyzszych pochodnych F(#). Moze 1o ulatwié wyzna-
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czenie f;(w), o ile transformatg jednej z pochodnych jest tatwiej znalez¢ niz samej funkcii.
Dla fi(w) = flw) dostajemy
l n-1
flw) = (}E) fu(@). (5.69)

Indeks # jest tutaj dowolny, ale oczywiscie przy korzystaniu z tego wzoru nalezy wybieraé
najmniejsze n, dla ktorego f,(w) jest znane.

Policzymy dla kilku przypadkoéw sily danej réznymi funkcjami czasu jej transformate
Fouriera oraz przekaz energii do oscylatora, na ktéry ta sila dziala.

Przyklad 1. Impuls sily: F(t) = Py (2).

o«K

A — l I! —iwt 2 — 21/
AE = 2m"S Pod (e ds” = Piiam.

Ten sam wynik mozna otrzymac przez opuszczenie wyrazu w?x w rdwnaniu ruchu (5.66).
Jest to tzw. przyblizenie impulsowe.

Przyklad 2. Sila gaussowska: F(t) = (Po/ Vre)e="* (tys. 5.3). Szerokos¢ poléwkowa
rozktadu gaussowskiego jest tutaj 2 V’iﬁr. Transformate Fouriera mozna policzy¢ przez
uzupelnienie wykladnika do pelnego kwadratu:

0 ©
flo) = ‘]23_' g e-titeint gy ——7{2——6—“2’2"4‘ S e—(t+iwt2i2)2v2 4,
yRT - yrr
—o -
«©
Po  wrrps [ pox —w?r4
=—e / e *dx = Pye .
T ¢
-0
( F(t) }
w jednostkach
bezv]vymiorowych) F(E)/4 %
10

1.0}
05} 05/—

Rys. 5.3. Rys. §4.

Przy uzyciu techniki, ktérg opiszemy w § 6.9, mozna pokazaé, ze taka formalna metoda
obliczania catki jest poprawna. Warto zwrécié uwage na fakt, Zze transformata Fouriera
funkcji gaussowskiej jest funkcja gaussowska. Wartos¢ energii przekazanej oscylatorowi
jest
AE = (PE[2m)e~*wi2

W granicy krétkiego impulsu (v € w™!), 4E = (P2{2m) jak w przykladzie 1. Nalezalo
tego oczekiwal, bowicm w granicy v — 0 funkcja gaussowska przechodzi w funkcje ¢
(patrz przyklad 2, § 5.3). W granicy adiabatycznej (z > w™!) energia nie jest w ogole
przekazywana oscylatorowi, co takze jest sensowne z fizycznego punktu widzenia.
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Przyklad 3. Calka prawdopodobienstwa:

- t
F(i) = (Foiy/mr) | e dr’
-

(rys. 5.4). W tym przypadku catka Fouriera nie istnieje, poniewaz funkcja przyjmuje
rozng od zera wartodé (F£,) dla 1 - oo. Mozemy nadal korzysta¢ z (5.68) i (5.69) dla
obliczema przekazu energil, jezeli zatozymy, Ze stala sila zostaje adiabatycznie wylaczona
dta bardzo duzych czasdw. Nie wprowadzi to zmiany do naszego przekazu energii, a spowo-
duje zbicznosdé catki Fouriera. WyznaczyliSmy juZ transformate Fouriera funkcji

dF(t)idt = Fy(1) = (Foiy mr)e
w przyhladzie 2. Korzystajge z (5.69) dla # = 2 oraz (5.68), otrzymujemy przekaz energii

I . 1
AE = 5| f()f = --—|(—_L

iz . ] 32 a— 02722
S )fz(w)l = 5w (Fojw)’e .

1w

Znowu w granicy adiabatycznej AE — 0, a w granicy krotkiege inpulsu J1E ~
- 1.2m(Fo/w)2. W tyin ostatnim przypadku masa zostaje nagle przesunieta na odleglos$é

fy = (Fo;mm?) od polozenia rownowagi, a wiec uzyskuje energie (—5 mo*1g} odpowiadajaca

maksymalnemu wychyleniu. Ze wzgledu na swojg bezwladno$é nie nadaza ona w tej
granicy za poruszajacym si¢ blyskawicznie poloZzeniem réwnowagi. Tego typu zachowanic
graniczne przekazu energii w granicy krotkiego impulsu powinno wystapi¢ réwniez w za-
daniach 71 8.

5.8. FUNKCJE KULISTE 1 STOWARZYSZONE FUNKCJE LEGENDRE’A

Opierajgc sie na twierdzeniu Weierstrassa dla jednej zmienncj, udowodnili$émy zupenosé
wielomianéw Legendre’a. Z uogolnienia tegoz twierdzenia na przypadek dwoéch zmiennych
otrzymali$my zupetnoéé funkcji trygonometrycznych. Zajmiemy si¢ teraz twierdzeniem
Weierstrassa dla trzech zmiennych i pokazemy, ze wynika z niego zupeino$¢ funkeji ku-
listych. Twierdzenie méwi, ze kazda funkcja F trzech zmiennych x, y, z (czyli jednej zmien-
nej wektorowej r) daje sie aproksymowaé jednostajnie ciggiem sum cze$ciowych nastepujacej
postaci:

M
F@) = lim Fy@) = lim  >" @i, (5.70)
Mow Mﬂwm,n,p:O

Mozemy takze wyrazi¢ Fy(r) przy pomocy trzech innych zmiennych:
zy = X, +ix, = rsin@e'?,
z, = X, —ix, = rsin@e™ ¢,
73 = X3 = rcos®,

stanowiacych kombinacje liniowe xj, x,, X;.

M 3M M
L ~ ; . ) .
Ly(r) = E A z2 423 = E r E ADeiE-Pesin@+MBcos’@.  (5.71)
2, ffay=0 I=0 @, Bry=0
(a+B+y=1)
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W wyrazeniu tym zamieniliSmy ogdlna sume po trzech wskazZnikach na sume z warunkiem
ubocznym, zgodnie z ktérym wybieramy tylko kombinacje wskaznikéw dajace w sumnie
liczbe catkowita /. Dzigki temu jednak, Ze nastepnie suniujemy po wszystkich mozliwych
wartoéciach /, efekt ograniczenia zostaje skompensowany i wynik nie ulega zmianie.

Ograniczmy teraz dziedzing F(r) do powierzchni kuli jednostkowej (r = 1) i potdzmy
(oc—-ﬂ) = m. Poniewaz o, 8 i ¥ sa wszystkie dodatnie lub réwne zeru, wiec

2+ =m+28>0.
Réwniez
x+f = lo—pl = lmj=> a+g—m|l = m—m|+28 > 0.
Ponadto (a5 —|m|) jest zawsze parzyste, bo 28 jest parzyste, a m—|m} jest albo réwne
zeru (dla m = 0), albo —2m (dla m < 0). Przepiszmy teraz (5.71) w postaci
M. M
Fy(0, ) = }_J }__J A emesin(@+b-1m) @ cos7@sin'™ 6.

[=0 o, f,y=0
(x4 B+y=1)

Oczywiscie

Sin@+8=1"30cos?@ = (1 —cos?@)+i-"m2c057@
co jest wiclomianem w cos® stopnia a+g+y—1m| = [—|m| (dzieki parzystosci (¢+8—
—|m|)). Oznaczajac ten wielomian przez f,(cos®), dostajemy
’ 3IM
Z Z B eimdsin™ Of,,,(cos @),
(=0

m

Nie zostat tu jeszcze okreslony zakres sumowania po m. Poniewaz m = o— 3, wiec m< /.
Z faktu, ze wskazniki o, §, y sg nieujemne, wynika dodatkowo nier6wnos$¢ a+g+y—
—[m} = I—|m| 2 0. Zatem m pod znakiem sumy musi przyjmowaé warto$ci ograniczone
nieréwnoscia |m| < /. Pelny zapis ostatniego réwnania jest

3M m=}

Fu©@,0) =" N BIembsinm £ (c0s). (5.72)
. h——z()-m:Z—l l
Zatem cigg funkcji

?hn(@9 (I’)) = Ci'"d’Sin""'@ﬁm(cos @),

gdzie fi,{cos®) jest wielomianem stopnia (/—|ml) w cos®, aproksymuje jednostajnie
dowolng funkcje ciagla okreSlong na powierzchni kuli jednostkowej, tzn. dla 0 < @ < =
1 0<¢ < 2r. Jezeli potrafimy teraz skonstruowaé z tego zbioru ortonormalny zbior
funkcji, to przez rozumcwaniz analogiczne jak w przypadku wielomiandéw Legendre’a
i funkcji trygonometrycznych dojdziemy do wniosku, Ze zbi6r ten jest zupelny. Jest to po
prostu nowy pri.yklad zastosowania naszych pedstawowych wynikéw dotyczacych
zupelnodci: jezeli potrafimy dowolng funkcje w przestrzeni Hilberta aproksymowaé
jednostajnie ciggiem sum czeSciowych utworzonych z kombinacji liniowych pewnego
ortonormalnego zbioru funkcji, to zbidr ten jest zupelny w przestrzeni Hilberta.
Tak wiec celem naszym jest teraz znalezienie funkcji Yy, spelniajacych zwiazek

2%

S Yl*"m' Ylmd'Q = \ d¢ \'Sin(.)dgyl”"m' Ylm = all'amm" (5'73)
5 o

o (4]
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Tak jak w przypadku wielomianéw Legendre’a P,, warunek ten wyznacza jednoznacznie
funkcje Y},, z dokladnoscia do czynnika fazowego. Zatem moze istnieC tylko jeden zupeiny
zbiér funkcji ortonormalnych okreslonych na powierzchni kuli jednostkowej. Kilka sposrdd
funkcji Y}, obliczymy explicite.
Dla [ = m = 0 dostajemy Yo = (1/4w)!/2, Dla [/ = 1 m moze by¢ réwne —1,0 lub
+1. Zwazywszy, Ze fin(cos @) jest wielomianem stopnia /—{m| w cos@, dostajemy
Yo = a;cos0+a,,
Y. = a;e%sin®,
Yy, _1 = Gqse”?sin6.

State q,, a,, a1, @, Wyznaczamy z warunku ortonormalnoscei:

[

7T

i
(4m)i/? S dé
5

0 = 001000 = SYé“o Y10dQ = d@sinB(a,cosB+ay) = a, = 0,

S

= = 2 J = —— .
I 011 900 Slme dQ = a, \47:) X

Podobnie a; = a, = —(3/8n)}2. Wybieramy znak minus zgodnie z przyjmowana dalej
konwencja w (5.75). Zatem pierwsze elementy zupelnego ortonormalnego zbioru funkgeji
na powierzchni kuli jednostkowej sa

1 1/2 7 3 1/2
Yoo = (2?—‘) . Y= ‘(8—«-:) e?sin @, Y
3- l;
5\ ; (5.74)
Ylo = (—Z‘;) COS@, Yl‘-—l = — (8
Dla danego ! liczba funkcji Y;,, wynosi 2/+ 1. Funkcje te nazywane sa funkcjami kulistymi.
Sa one czym$§ w rodzaju dwuwymiarowego uogdlnienia i zarazem kombinacji funkcji
Fouriera z wiclomianami Legendre’a, bowiem dla powierzchni kuli rola ich jest taka,
jak funkcji Fouriera i wiclomianéw Legendre’a dla odpowiednich przedziatéw limiowych.
Podamy teraz ogdlny wzér na Yy,. Poniewaz wiemy, ze Y, wyznaczone s3 jedno-
znacznie, dla dowodu prawdziwoséci wzoru wystarczy pokazac, ze spetniony jest zwigzek
ortonormalnosci (tak jak w przypadku wielomianéw Legendre’a). Wzér ma postaé

—my 112 .
Yin(©, ) = (=1)" {2‘%—%1- {%}g,— P'(cas@)e™, m > 0,

1/2
) e~ sin6.

o~

(5.75)
Yi_m = (="}, m=0.
Wystepujace tutaj funkcje
Pr(x) = (1—x)™? d P(x), m=0, (5.76)

dx™

nazywamy stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a. W szczego6lnosei funkcje

1 V2 {20+1\"? )
Y10(0, ¢) = (’5;) (—I;—) Py(cos @)

tworza zbidr ortonormalny na powierzchni kuli jednostkowej.
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Pokazemy najpierw, ze jezeli u jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego Legendre’a
€O oznacza, Ze

(I=x)u" 2w’ +1(+Du = 0, .77
to v = (1 —x2y"2(d"/dx™)u dla m calkowitych nieujemnych jest rozwigzaniem réwnania
(A =x¥o" =2x0" + I+ D) —m?[(1 = x¥)]o = 0, (5.78)

znanego jako stowarzyszone réwnanie Legendre’a. Niech d™uf/dx™ = d™u = w. Wowczas
v = (1=x)"w, o = (1—x2)"*w —mx(l—x2)"-1y,
v = (1=x?)™2w" = 2mx(1 —x2) ™21y — m(1 — x2) MDYy Ly (m — 2) (1 — x2)™2) =2y,
Po podstawieniu tego do (5.78) lewa strona przechodzi w wyrazenie
(1 =x?)d™2u—2(m+ 1) xd™* ‘u+ I+ 1)— m(m+ 1)]d™u. (5.79)
Pokazemy, Ze mozna to tez zapisaé¢ w postaci
d™[(1— X2’ = 2xu’ + I+ D u, (5.80)

co jest réwne zeru na mocy rownania (5.77). Dowodzitoby to, Ze istotnie v = (1 —x%)™?2 x
x (d™u{dx™) jest rozwigzaniem stowarzyszonego réwnania Legendre’a. Korzystajac ze wzo-
ru Leibnitza (5.42), dostajemy

m ’m.
dm[(1 —x2u'"] = 2 ( ) ) d"(1 = x2)dm"*+ 2y = (1—x2)d™ 2y —2xmd™ g — mm(m— 1) d™u
s\ ey
n=0
oraz
e § T = DMLy, m
P [—2xu'] 2d™ 1y — 2md™u .
Wzory te po wstawieniu do (5.80) wykazuja rownowazno$é (5.80) i (5.79) i tym samym
zostal zakonczony dowdd, ze funkcje

1 l+m

(1 — x?)mi2 I

5 (2= 1) (5.81)

dm
PP(xy = (1 —x?ym2 e Pi(x) =

$3 rozwigzaniami stowarzyszonego réwnania Legendre’a (5.78). Zauwazmy, ze PP(x) =
= Py(x).
Prey pomocy tej samej procedury, ktéra poprzednio doprowadzila nas do relacji
ortonormalnodci dla wielomiandw Legendre’a, mozemy pokazaé, ze
1
(+m)! 2
PP PRO)dx = — 0 T
) PO PE()dx = s 57y

-1

Suar- (5.82)

Wynika stad natychmiast warto$¢ stalej normalizacyjnej dla Y3, (rownanie 3.75), poniewaz
catkowanie po ¢ dodaje jedynie czynnik 2. Oczywiécie pozostaje wybdr czyrnika fazo-
wego; podany przez nas jest zazwyczaj przyjmowany w literaturze fizycznej. Trzeba jednak
bardzo uwazaé, bo rézni autorzy przyjmuja czesto rdzne czynniki fazowe w funkcjach
kulistych. P{"(x) nie sq konkurencyjnym ortonormalnym zbiorem wielomianéw na prze-
dziale [—~1, 1], podwazajacym wiar¢ w jednoznaczno$é wielomianéw Legendre’a, z tej
prostej przyczyny, Ze nie sa to w ogéle wielomiany! Widaé to natychmiast z (5.81).
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Funkcje P"(x) nie sg jedynymi rozwigzaniami stowarzyszonego réwnania Legendre’a.
Tak jak w réwnaniu Legendre’a (5.77), tak i tutaj istnieje drugi zbiér rozwigzan. Tutaj
zreszta réwniez nie s3 one skonczone dla x = +1.

Podamy teraz pozyteczne twierdzenie o dodawaniu funkcji kulistych. Jezeli dwa wektory
x(r,@,¢) i x'(r', @, ¢") tworza ze soba kat y, to

1
4 v
Picosy) = 5z > VA0, 4) Y@, ), (583
m=-1
gdzie
cosy = T;fl';—'l = cosBcos®’ +sin@sin @ cos(p —¢’). (5.84)

Wzor ten pozwala wyrazi¢ wielomian Legendre’a stopnia / w zmiennej cos® przy pomocy
sumy iloczynéw funkcji kulistych o argumentach @, ¢ 1 @, ¢’. Nie bedziemy podawaé
dowodu tego twierdzenia. Zauwazmy jednak, ze w przypadku /= 1 réwnanie (5.83)
przechodzi w dobrze znany zwiazek (5.84).

Jest wiele innych wiasnosci funkceji kulistych i stowarzyszonych funkcji Legendre’a,
ktére otrzymuje si¢ jako bezposrednie, cho¢ matematycznie skomplikowane, uogd!nienie
tozsamosci spetnianych przez wiclomiany Legendre’a. Nie bedziemy si¢ jednak juz nimi
zajmowagé.

Reszte tego paragrafu poswiecimy badaniu funkcji kulistych jako rozwigzan czesci
katowej rownania Laplace’a we wspdlrzednych sferycznych. Poniewaz cze$¢ katowa
laplasjanu prawie pokrywa si¢ z kwantowomechanicznym operatorem kwadratu momentu
pedu, wiec funkcje kuliste odgrywajg bardzo wazng rolg w mechanice kwantowej. Dokladnie
biorac, operator reprezentujacy kwadrat catkowitego momentu pedu ma postac

PP PR S 659

- sin® 06 00 ] " sin?@ op? | :
SprawdZmy najpierw, dlaczego jest to operator momentu pedu. Klasycznie L = rxp.
Jezeli wykonamy tutaj normalne pogstawienie Schrédingera dla p: p - — iV, dostaniemy

) é é
Ly = —zh(y p= -z "-y)’
. b7} é
Ly = '-'lh (Z -‘—‘6x —X’a—z'), (5.86)
L, = -—ih(x—f———y—-a )
cy ox

Przechodzimy teraz do wspdirzednych sferycznych. Réwnania transformacji wspétrzednych
s3 nastepujace:
x = rsin@cos¢, 7= (x2+p>+22)P2
y = rsin@sing, ¢ = arctg y/x,
2 231/2
z = rcos6, 0= arctg-—gx—ix—)———.
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Zatem

¢ a8 or 0 00 @& 0 _ 0 cos@cosqS 7 1 sing @
w96 T ag e Ot Y e 7
1 podobnie
6 . ., 86 1 1 cos¢p ¢
oy = sm@sm¢—0;];+ cos@sing — -60 +T im0 35
6 _ osp SN0 2
z Y% r 80’

Wstawiajac te zwigzki do (5.86) po pewnych przeksztalceniach dostajemy

L,= +ih (sxn¢ 20 +cosgctg® 64))

L, = —ih (0054) —sing ctg® o‘;) (5.87)
A

L, = —ih—

op

Tworzymy z tych wielkosci operator L2:

L* = R2+LF4+12 = —hz[agz

2
+ctg0 +(1 +ctg?®) hd)z] =

32 1 é K3 ) V.l,__ 22
=-h [sm@ 0 "9 56t Gnie e | (5.88)

Wida¢ stad (patrz réwnanie 1.68), Ze operator L? jest proporcjonalny do czesci katowej
laplasjanu we wspdirzednych sferycznych:

1 ¢ é L?
2 _ T 2 _ Yy _ = -~
Vi r? or (r ar) h2r2 (5:89)
Wobec tego mozemy rownanie Laplace’a zapisa¢ w postaci
1 @ op\ L3
2 I 2 — _____ =
Vip = = 5 (r cr) a2 0 (5.90)

lub tez

4 20¢) 1 2
ar(' o) =LY

Dla rozwigzania tego réwnania zalézmy, ze (r, @, @) jest iloczynem dwdch funkeji,
z ktérych jedna zalezy tylko od r, a druga od @ i ¢:
v(r,0,9) = R(r)Y (0, ¢).
Podstawiajac taka posta¢ rozwigzania do (5.90) i dzielac obie strony przez ¢ = RY,
otrzymujemy

I fv(, g@),_-_l LY (8, ¢).
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Lewa strona tego réwnania jest funkcjg tylko zmiennej r, a prawa — funkcja tylko &
i ¢. Sytuacja taka jest mozliwa tylko wtedy, gdy kazda ze stron jest rowna tej samej stalej
(w przeciwnym bowiem wypadku moglibySmy np. zmieniajac r zmieniaé lews strone,
a prawa pozostawalaby bez zmiany jako niezalezna od r). Nazwijmy te stala i. Réwnanie
wyjéciowe mozna teraz rozbi¢é na dwa niezalezne réwnania

:_r (rz ,d’sf’)) = IR(), (5.91)
L2Y(0, $) = #*7Y(6, ). (5.92)

Pokazemy dalej, ze rozwiazaniem (5.92) sa wlasnie Yy, 1 A = I(+1). Innymi stowy,
funkcje kuliste sa wektorami wlasnymi operatora L2, odpowiadajagcymi wartosciom
wlasnym h2I(+1). Dla 2 = I(I+ 1) réwnanie radialne (5.91) mozna fozwiqzaé przy pomocy
podstawienia R(r) = U(r)/r. Przechodzi ono wéwczas w rOwnanie

d — U= 10+ 1) i(’-)- - (5.93)

ktérego rozwiazaniem jest funkcja
U(r) = rR(r) = Ar'** 3 Br~!, (5.94)

gdzie A i B sa stalymi. W potaczeniu z funkcjami kulistymi funkcje te tworzg rozwiagzanie
réwnania Laplace’a we wspoirzednych sferycznych. Kazda funkcja spelniajaca réwnanie
Laplace’a nosi nazwe funkcji harmonicznej. Stad tez czgsto funkcje kuliste nazglwa si¢
,,harmonikami sferycznymi’’: funkcje te sa harmoniczne, poniewaz spelniajg czg$¢ kgqtowa
réwnania Laplace’a, a przy tym sag okreSlone na jednostkowej sferze (powierzchni kuli).

Najogdlniejsze rozwiazanie réwnania Laplace’a jest kombinacja liniowag rozwigzan
odpowiadajacych konkretnym wartosciom /i m:

P 0,0) =D > s+ Binr ™11 Yin(O, 6. (595)

!:6‘ m=-1
Do ciekawych wynikéw prowadzi dalsze rozseparowanie zmiennych w (5.92). Niech
Yim = P(P) P(6). Podstawiajac to do réwnania i dzielac przez ¥ = @P, dostajemy

sin(t d dr 1 d*@
kb P ] 26) = o
7 d@( @d()) —I(l+ 1)sin2@ & g
Znowu obie strony réwnania musza by¢ réwne stalej. Nazwijmy ja —m?. Dostajemy
wowczas dwa réwnania

d*o , .
_d.¢7 = —m*P, {5.96)
P d m?
i e H —_— P = 0. 9
1o (smO d@) [1(1+ 1 sinze)] 0 (5.97)
Réwnanie azymutalne {zalezne od ¢) (5.96) mozna natychmiast rozwiaza¢:
O(p) = Aerimd. (5.98;

Aby D(¢) bylo jednoznaczng funkcja w przedziale [0, 2], m musi byé liczbg catkowita.
Wynik ten zreszta przewidzieliémy, dobierajac odpowiednia postaé stalej. Réwnanie
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w zmiennej &, {5.97), po prostej zamianie zmiennych przybierze znang nam forme. Podsta-
wiajac cos@ = x, skad dx = d(cos®) i sin@ = (1—xH)?, dostajemy

L
(1—x?) P~ 2xP" + | Il + ”“"1‘%’2“ P=0, (5.99)

co, dzieki naszemu poprzedniemu wyborowi A = /(/41), jest po prostu stowarzyszonym
réwnaniem Legendre’a (5.78). Rozwigzaniami jego sa stowarzyszone funkcje Legendre’a
P(x) = PP*(x), dane wzorem {5.81). Potwierdza to ostatecznie nasze poprzednmie slowa,
ze funkcje kuliste sa wektorami wlasnymi L? odpowiadajacymi wartosciom wlasnym
R+ 1).

Trzeba tu dodad, ze w gruncie rzeczy znalezliémy dwa rozwigzania réwnania rézniczko-
wego rzedu drugiego (5.91), a mianowicie R(r) = r' i R(r) = r~'~1. Podobna sytuacja
miata miejsce dla rdwnania (5.96), gdzie oba rozwigzania dane sa wzorem (5.98). Natomiast
dla (5.99), ktore takze jest roéwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, podaliSmy tylko
jedno rozwigzanie, P(x). Otéz oczywiscie i tutaj istnieje drugie rozwigzanie tak jak w po-
przednich przypadkach. Jest ono jednak rzadko uZzywane w zagadnieniach fizycznych
ze wzgledu na swoje osobliwosci w punktach x = +1(® = 0, =) 1 zazwyczaj musi byé
odrzucone dla spelnienia warunkéw brzegowych.

Na og6t w podrecznikach wprowadza si¢ wszystkie te funkcje przy okazji rozwigzywania
rownan rézniczkowych spotykanych w fizyce. Podejécie nasze bylo zupelnie inne. Gléwny
nacisk kladliSmy caly czas na wlasno$é¢ zupelnosei tych zbiordéw funkcji, traktujac fakt,
Ze sa one rozwigzaniami pewnych réwnan rézniczkowych, jako ich wlasno$¢ drugorzgdna.

5.9. WIELOMIANY HERMITE’A

W nastepnym paragrafic bedziemy badaé wlasnoéci réznych zbiordw ortogonalych
wielomiandw, rozwazajac je jako przypadki szczegélne pewnej ogdlnej teorii. Aby jednak
teori¢ te uczyni¢ bardziej przejrzysta, zajmiemy si¢ najpierw wyprowadzeniem w sposob
indukcyjny kilku wlasnoéci wielomianéw Hermite’a. Po raz pierwszy spotkaliémy te
wielomiany przy analizie zagadnienia wlasnego kwantowomechanicznego oscylatora
harmonicznego (patrz § 3.10).

Wielomiany Hermite’a H,(x) sa wielomianami ortogonalnymi w nieskonczonym prze-
dziale (— 0, ) z waga e~*". Zatem dla m # n

[+
{ Hu(x)Hp(x)e™dx = 0. (5.100)
-~
Tym samym réznig si¢ one dwiema waznymi wlasnodciamni od rozwazanych dotychczas
ortonormalnych zbioréw funkcji. Po pierwsze, sa okreslone od —oo do +oc, a wige nie
stosuje si¢ do nich twierdzenie Weierstrassa, ktore jest siuszne tylko dla przedzialdéw
skoriczonych. Po drugie, sg ortogonalne z pewna wagg (patrz definicja 5.2). Najwygodniej
jest zdefiniowaé wielomiany Hermite’a przy pomocy funkcji tworzacej p(x, £):
@K
w(x, f) = e—zz+21x — exzca-(r--x)2 = Sﬁ _I__{_"&_x)_ ",

L ont
n=0

(5.161}
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Z tak podanej implicite definicji mozna wyprowadzi¢ explicite wzér na H,(x):

] O"p(x, ) e @ ey
H,,(JC)—[ " (0 =|¢ Wc 0 =

2 ds 2 dr
- [e" ¢ ]y__x = (— 1) e, (5.102)

Jest to wzér Rodriguesa dla wielomianow Hermite’a. Widaé z niego, Ze istotnie sg to
wielomiany stopnia #.
Wyprowadzimy teraz kilka zwiazkéw rekurencyjnych dla wielomianéw Hermite’a.
Ze wzoru spetnianego przez funkcje tworzaca
op(x, )
= 2ty(x, t)

wynika, Ze

Hy(5)e" Y 2H,(x) e+

n! A n!
n

Poréwnujac wspdiczynniki przy jednakowych potegach ¢, dostajemy

Hy(x) = 2nH, ;(x), n=>1. (5.103)
Podobnie z réwnosci

Op(x, 1)

T-&-Z(_t—x)zp(x, ty=20

wynika zwiazek
H, (x)—2xH (x)+2nH,_ ,(x) =0, nz=1l. (5.104)

Czytelnik moze sam pokazaé, Ze poprzez rézniczkowanie zwigzkéw rekurencyjnych
i branie ich odpowiedniej kombinacji otrzymuje si¢ nastepujace réwnanie rozniczkowe:

HY(x)—2xH. (x)+2nH,(x) = 0, n3> 0. (5.105)

Wiele jest mozliwych sposobéw udowodnienia ortogonalnosci H,(x) z waga e *".
Metody, z ktdrych korzystalismy w przypadku wielomianéw Legendre’a — wielokrotne
calkowanie przez czgsci i dowdd oparty na postaci rdwnania rézniczkowego — dadzg sig
1 tutaj zastosowa. Aby jednak zademonstrowaé nowa technik¢, wybierzemy metode
bazujaca na wiasnosciach funkcji tworzacej. Rozwazmy caltke

e}

© 3
- s :
I = S e—t2+21xe—sz+2$xe dex — I S H,,H,,.e"‘zdx.
Z- ntm!
—0o0 n,m=0 -

Chcemy dowiesé, ze calka po prawej stronie jest zerem dla m # #. Catka po lewej stronie

jest rowna
(=]

] = e—(13+s2) S e ¥Ry = o= (1245 1 1/2(5+0F — 1/2028t
-
(tutaj catk¢ obliczyliémy, dopelniajac wykladnik do pelnego kwadratu). Rozwijajac / na
szereg Taylora, dostajemy

oed
] = nilzz.(_%gt)n

n!
n=0 nm=0

H,H,e *dx.

i
Bl
2%

;32...’18
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Z poréwnania wspolczynnikéw przy réwnych potegach s i ¢ otrzymujemy
w2
{ H, B dx = 512218, (5.106)
-—c0
Tak wiec funkcje u,(x) = N, H,(x)e™**2, gdzie N, = (1/=422"n!)V/2, sa ortonormalne
w przedziale (— o, o). (Funkcje u,(x) sa funkcjami wiasnymi oscylatora kwantowego).
Réwnowazne temu jest stwierdzenie, ze zbiér wielomianéw Hermite’a H,(x) jest orto-
normalny w przedziale (~o0, ) z wagg NZe *.
Inny wazny zbior stanowia wielomiany Laguerre’a, L,(x). Sa one ortogonalne w prze-
dziale [0, o0) z waga e™*, to znaczy

L(X)L(x)e *dx =0, dla =nsm. (5.107)

Ot 8

Wszystkie rozwazania, ktére przeprowadziliémy dla wielomian6w Hermitc’a, mozna
powtérzyC dla wielomianéw Laguerre’a (patrz zadanie 6.36).

5.10. UKLADY STURMA-LIOUVILLE’A — WIELOMIANY ORTOGONALNE

Wszystkie badane przez nas dotychczas funkcje specjalne s3 rozwiazaniami réwnan
rozniczkowych. Choé réwnania te, tak jak i ich rozwiazania, pozornie bardzo si¢ roznia,
maja w rzeczywistosci wiele cech wspélnych. W tym paragrafie bedziemy je rozwazaé
jako przypadki szczegblne pewnej ogdlniejszej teorii.

Wszystkie badane réwnania sa liniowymi réwnaniami roézniczkowymi drugiego rzedu
dajacymi sie zapisa¢ w postaci

Lu = ju, (5.108)
gdzie

, :
L= a(x) -d%,-+ B(x) »‘%c—+y(x). (5.109)

Tutaj 2 jest stala, a o, 1 y — funkcjami rzeczywistymi zmiennej x. Operatory L maja
pewna wazng wlasnosé, o ktorej dotychcfzas nie wspomnieli$my. S3 one mianowicie hermi-
towskie, jezeli (1) zdefiniujemy iloczyn wewnetrzny wzorem

(f, 8

1]

0
\ F*(x)g (x)wx)dx (5.110)
-0
(gdzie waga w(x) > 0) i (2) funkcje u spelniaja odpowiednie warunki graniczne. Nie
sprecyzowaliSmy na razie wyboru w(x) 1 jak si¢ okaze, dzigki tej wlasnie swobodzie wyboru
teoria nasza begdzie dostatecznie ogdlna, aby obejmowaé wszystkie poprzednio rozpatry-
wane przypadki.

W mechanice kwantowej wszystkie operatory odpowiadajace obserwablom fizycznym
sa hermitowskie. Przypomnijmy, Ze operator hermitowski H spelnia réwnanie

(Hx,y) = (x, Hy),

gdzie x i y sa wektorami*.

* Matematycy nazywaja operatory H, spelniajace zwigzek (Hx, y) = (x, Hy) w nieskonczenie wymia-
rowej przestrzeni wektorowej, cperatorami symetrycznymi. My bedziemy je okresla¢ mianem operatorow
hermitowskich. Zgodnie z wynikami rozdzialu 4, maja one rzeczywiste wartosci wlasne i ortonormalne
funkcje wiasne.
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Przypusémy teraz, ze /1 g s3 dwoma wektorami (funkcjami) w przestrzeni Hilberta.
Przy zdefiniowanym wyzej iloczynie wewnetrznym warunek hermitowskosci L ma postaé

(Lf.g)= ) (Lf(®))*g (x)w(x)dx = S (f@)Y(Lex)wx)dx = (f,Lg). (5.111)

Bedziemy sie odtad zajmowaé tylko takimi operatorami.

W celu sprawdzenia hermitowskosci L obliczamy niezaleznie (f, Lg)i (LS, g), a nasiepnie
odejmujemy. Operator L jest hermitowski wtedy i tylko wtedy, gdy rdZnica jest réwna
zeru. W naszym przypadku

(Lg)= | wf*ag'dr+ [ wropga | witgds.
-c0
Z catkowania przez czesci dostajemy
(f. Lg) = waf*g 12— { [wa)fg'+ (wa)f*g'}dx+
-—cC
+wBfg)2e = | [O0p) S8+ Op)f*gldn+ | wf*ygdx.
-0 -0

Odejmujemy od tego wyrazenie na (L[, g), ktdére mozna otrzymaé zamieniajac f* 1 g
W powyZszym wzorze i otrzymujemy roéwnosé
@«

(fs Le)— (LS, 8) = [wa(f*e —f*en— | [wa) — (wp)l(f*e'—gf*)dx.

-0
Azeby L byl hermitowski, wyrazenie to musi znikaé dla kazdego /i g. Zatem warunkiem
koniecznym i dostatecznym hermitowskosci L jest

Lo [wa(f*¢ —gf*)2e = 0, (5.112)
2. (wa) = wf. (5.113)

Widal, ze waga w(x) gra zasadniczg role w warunku hermitowskosci. Istotnie, drugie
z tych réwnan wyznacza w(x) z dokladnoscia do stalego czynnika, poniewaz a(x) i f(x)
sa znanymi funkcjami. Pierwsze rownanie natomiast ilustruje znaczenie warunkoéw brze-
gowych prey badaniu hermitowskosci. Jesli np. funkcje, na ktdre dziala operator L, znikaja
dostatecznic szybko w nieskonczonodci, to pierwszy warunek jest spefniony. Czytelnik
moze sam tatwo pokazad, Ze jest wiele stabszych ograniczen na te funkcje, zapewniajacych
spetnienie warunku pierwszego. Z drugiej strony, jezeli wa znika dostatecznie szybko
na koficach przedziahy, to funkcje, na ktoére dziala operator L, nic musza spetniaé Zadnych
warunkow granicznych, 2 mimo to warunek (1) bedzie spetniony. Zadanie, zeby wa znikato
dostatecznie szvbko na koncach przedziahu, mozna zrealizowa¢ albo kladac wa réwne
tozsamosciowo zery na zewnatrz skoficzonego przedziatu [a, b], aibo tez zadajac dosta-
tecznie szybkiego zuikania wo dla duzych warto$ci argumentu. W przyszto$ci bgdziemy
korzystac z obu tych mozliwosct.

Poniewaz w(x) nic zostalo dotychczus ustalone, mozemy uwazaé warunek (2) za réw-
nanie ze wzgledu na w(x}. Przepiszemy je w postaci

(we) = g- wa. (5.114}
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Z prostego catkowania otrzymujemy

wo = C-exp

_S—i—dx] (5.115)

w dowolnym obszarze, w ktérym (wa)’ jest ciagle. Wystepujaca tutaj catka jest catka
nieoznaczona, a C — stala dowolna. Zauwazmy, Ze szczegélnym przypadkiem rozwiazania
jest C = 0 (wa = 0). W przyszlosci przyda nam si¢ fakt, Zze rozwiazanie wa % 0 mozZna
zszy¢ z rozwigzaniem wa = 0 w pewnym punkcie x = a, o ile tylko wa jest ciagle w tym
punkcie, to znaczy wa = 0 po prawej i po lewej stronie .tuz koto punktu x = @ na osi
rzeczywistej. Wynika to stad, ze pochodna funkeji ciaglej jest ograniczona.

W obszarze, gdzie wa # 0, a(x) musi by¢ albo nieujemne, albo niedodatnie, poniewaz
zadaliSmay w(x) > 0. W pierwszym przypadku musimy wybraé C dodatnie, a w drugim
ujemne. Nie zmniejszajac ogdlnoci rozumowania mozna przyjaé «(x) > 0 i C > 0.
Podsumowujgc, dla kazdego a(x) i f(x) istnieje waga w(x) dana w kazdym obszarze,
gdzie wa # 0 réwnaniem (5.115). Gwarantuje nam to spelnienie warunku (2).

Kazde réwnanie badanej przez nas postaci
Lu = a(x)u" +B(x)u"+y(xu = iu, (5.116)

mozna zapisa¢ w postaci rtownowaznej

ad; [wag—i]+(‘y—2)wu =0, (5.117)
wybierajac wage w(x) zgodnie z (5.113). Réwnanie (5.117) wraz z warunkiem granicznym
(5.112) nazywa si¢ ukiadem Sturma-Liouvelle’a. W (5.46) réwnanie réZniczkowe Legen-
dre’a pojawia si¢ w postaci Sturma-Liouville’a. UzyliSmy woéwczas tej postaci réwnania
Legendre’a do dowodu ortogonalnosci funkcji wiasnych nalezacych do réznych wartoéci
wiasnych. Obecnie podamy ogdlniejszy dowdd tej wlasnosci, stuszny dla dowolnego uktadu
Sturma-Liouville’a.

Niech 4,1 A4, (4, # A,) beda dwiema wartosciami wlasnymi réwnania (5.117). Wowcezas

df du,,
oraz
d duf .
ey \ (wa) Ec_J +{y—Apwu¥ =0

Mnozgc pierwsze z tych réwnan przez u¥, a drugie przez u,, i odejmujac stronami, dosta-
jemy-

d
t - (W]t 0] = = (o ) Wit .

Lewa strona tego wyrazZenia jest pelna pochodng. Catkujac stronami, otrzymujemy

Wer (2t — )P = = (A= Any) S Wt dx .
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Z zalozenia (5.112) lewa strona znika toZsamosciowo, a poniewaz 4, # 2,,, wynika stad
rownosé

<«

G ) = | 4E) (X)W (¥)dx = 0.

-0
Zatem funkcje wlasne nalezgce do rézmych warto$ci wlasnych sa ortogonalne z wagg
w(x). Otrzymany wynik jest po prostu powtorzeniem w jezyku funkcji rezultatu dotycza-
cego ortogonalnosci wektoréw wlasnych operatoréw hermitowskich, nalezacych do réznych
wartosci wlasnych (twierdzenie 4.18).

Zajmijmy sie teraz przypadkiem wielomianowych ukiadéw Sturma-Liouville’a, tzn.

zatézmy, ze funkcje u,(x) sa wielomianami stopnia n. Oznaczymy je symbolem Q,(x).
Wowcezas

LO, = 3,0n, (5.118)
gdzie tak jak poprzednio
dz d .
L= a(x) 'a}‘f‘*‘ﬁ(x) a;*‘?(x) (5.119)
oraz
| QX0 (x)dx = 0 (5.120)

dla m # n, zgodnie z przytoczonymi wyzej rozwaZaniami o ortogonalnosci.
W przypadku, gdy 0.(x) jest wiclomianem stopnia n, funkcje rzeczywiste 2(x), B(x)
i y(x) musza mieé postac

a(x) = apx?+ o x+0,, (5.121)
Bx) = fex+8, (5.122)
y(xX) = yo. (5.123)

To, Ze jest to najogdlniejsza mozliwa postaé, wynika z faktu, Ze rOwnanie rézniczkowe
jest drugiego rzedu 1 Zc rozwazamy tylko rozwigzania bedgce wielomianami. Dla dowodu
wystarczy potozyé n = 0,11 2 w (5.118). Wowczas

0o = 420Qo =¥ = Zo = Yo,

’ a ;' —‘ Ve
F?Qx +7Q = 4@ = ﬂ = "‘I'“Q';‘/q Q, = 5ox+ﬁl >

a

/'ZQ,Z,/'O ~ 00" 0,0, = o>+ a, x+a,.
Zauwazmy, Ze B nie moze byé toZsamos$ciowo rowne zeru, mielibySmy bowiem wowczas
z (5.113), ze wa = const, co uniemozliwitoby spelnienie drugiego warunku hermitowskosci
(5.112) (poniewaz wielomiany nie znikajg w nieskonczonosci).

Tak wiec nie istniejg rozwigzania zagadnienia Sturma-Liouville’a (dla hermitowskiego
L) bedace wielomianami, o ile f(x) = 0. Jezeli zrezygnujemy z hermitowskosci L, to
pojawiajg sie rozwiazania bedace wielomianami dowolnego stopnia, o wartoSciach wias-
nych n(n—1)a,. Wektory wlasne ich nie beda jednak ortogonalne. Podany wyzej ogdlny
wzér na B(x) wskazuje, ze ; = 2, dla 8(x) = 0. Na odwrdt, jezeli §(x) # 0, to Ay # 2o
i By # 0, poniewaz czton wiodacy w @, jest proporcjonalny do x.

).1 - /:0

aQy + 30 +y0; = 40, => o = (073
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Ograniczenie rozwazan jedynie do rozwigzan typu wielomiandw prowadzi tylko do
kilku mozliwych ukladéw Sturma-Liouville’a. Na przyktad znane szeroko funkcje Bessela
nie nalezg do tej kategorii. Zeby zapewni¢ sobie hermitowskos¢ L, bedziemy spetniaé (5.112)
poprzez wybdr wa znikajgcego przy |x| — o0. W rzeczywistosci wa musi dazyé do zera
szybciej niz dowolna ujemna potgga x przy |x{ dazacym do nieskonczono$ci, bowiem
w (5.112) wa jest mnozone przez f*g’ i gf*, bedace z zalozenia wielomianami. Wynika to
zreszlg réwniez z Zadania (f,f) < = dla kazdego f w naszej przestrzeni.

Przy tych zalozeniach wszystkic wlasnoéci ukladu Sturma-Liouville’a sa okreslone
przez szes¢ parametréw o, o5, o2, o, B1 1 ¥o, z dokladnoscia do czterech nieistotnych
zmian L: .

. L mozna pomnozyé przez statg C,. Nic powoduje to zmiany Q,, a wartosci wlasne
zostajg pomnozone przez C, .

2. Zmienna niezalezna x mozna przesungé o pewna stala C,. Wéowczas Q,(x) zostaje
zastapione przez O,(x+C,) 1 wartosci wlasne pozostaja bez zmiany.

3. Zmienna niezalezng x mozna pomnozyé przez statg C,: x — Cyx. Wowczas Q,(x)
przechodzi w 0,(Csx) 1 warto$ci whasne si¢ nie zmieniajg.

4. Do L, a dokladniej do y,, mozna doda¢ stalg. Nie zmienia to Q,, a 4, zostaje zasta-
pione przez A,+C,. W paragrafie tym bedziemy dla prostoty zakiadaé taki wybér C,,
zeby yo = 0.

Przy ustalonym y,(réwnym zeru) juz tylko pie¢ parametréw (oo, oy, %2, o, B1)
charakteryzuje ukiad Sturma-Liouville’a. Pozostajg jednak nadal trzy stopnie swobody
sposrdd czterech wymienionych wyzej. Zatem w rzeczywistosci uklad Sturma-Liouville’a
jest catkowicie okre$lony przez 5—3 = 2 parametry. Rozwazmy teraz nastgpujace trzy
przypadki:

1. a(x) jest funkcja kwadratowa;

2. a(x) jest funkcja liniowa (ag = 0);

3. a(x) jest statg (2o = 0 = a,).

Jak sig okaze, dyskusja nasza catkowicie wyczerpie mozliwe wielomienne rozwigzania
rownania rézniczkowego drugiego rzedu typu Sturma-Liouville’a. Nie ma co liczyé na to,
ze ktéremu§ z czytelnikéw uda si¢ odkryé nowy ukfad wielomianéw Sturma-Liouville’a
i obdarzy¢ go wiasng nazwa! _

Przypadek 1. o(x) jest funkcja kwadratowa. W tym przypadku (5.115) przechodzi

w réwnanie
wa = C-exp [\ ——&)ﬁiﬂ“—— dxl , (G.124)
S doxito xta,

gdzie «p # 0. Mozna tu niezaleznie rozpatrzyé dwie mozliwosci, w zaleznosci od tego,
czy «(x) ma pierwiastki rzeczywiste, czy zespolone. Rozwazmy najpierw przypadek pier-
wiastkéw zespolonych i dla wygody wybierzmy C; tak, zeby ay = 1. Wéwezas a(x) =
= (x—2x) (x—%*), gdzie » i »* s3 dwoma zespolonymi pierwiastkami w(x) (tutaj, jak
zwykle, gwiazdka oznacza sprzezenie zespolone). Catka w (5.124) po obliczeniu daje
B+ BoRex x—Rex
o = Cla(x)]fe/? Pr+PoRex arctg | ——~—
wa = Cla(feexp | 2o = aretg | ZE2E0) |,
gdzie Rex i Im» oznaczaja odpowiednio cze$é rzeczywista i urojong ». Poniewaz a(x) jest
wielomianem od x, wa nie moZe przy x dazacym do nieskoriczonosci znikaé szybciej niz
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pewna ujemna potgga x {wyktadnik tej potggi okreslony jest przez S,), a wigc nie jest
spetniony wyprowadzony przez nas poprzednio warunek brzegowy (5.112). Ponadto wa °
jest wszedzie rézne od zera, a wigc nie da si¢ zszyé z rozwiazaniem wo = 0. Pozostaje
zatem tylko nadzieja, ze przypadek dwoéch pierwiastkéw rzeczywistych okaze sie lepszy.
Dla wygody wybierzmy parametry C,, C, i C, tak, Zeby a; = —1, a pierwiastki a(x) byly
w punktach x = 1 i x = —1, czyll x(x) = 1—x2. Ponadto przyjmijmy oznaczenia 8, =
= gq—p oraz B, = —(p+q+2) (to ostatnie podstawienic pozwala przedstawié w(x)
w wyjatkowo prostej postaci); p i g sa rzeczywiste, ale nie musza byé liczbami catkowitymi.
Tak wigc

b _ Zpratdxtg-p _ g+l pil

% 1—x2 I+x 1—-x

i po wykonaniu catkowania w (5.115) dostajemy
wa = C(14+x) (1-x)?*t  lub  w(x) = C(1+x)3(1 ~x)*.

Ponownie okazuje si¢, Ze na duzych odlegioiciach od poczatku ukladu wa moze dazyé
do zera co najwyzej tak szybko, jak odwrotno$é pewnej ustalonej potegi x (zaleznej od
konkretnych wartosci p i g), a wigc dla tej postaci nasze warunki brzegowe nie moga bvé
spetnione. Jedli jednak ¢ > —1ip > —1,towxznikadlax = 1ix = —1, a wiec mozemy
zszy¢ tak okre§lone w(x) na przedziale [— 1, 1] z rozwigzaniem w(x) rownym tozsamosciowo
zeru na zewnatrz [=1, 1]. (ZauwaZmy, Zze «, i §, maja zgodne znaki; bedziemy z tego
w przysztosci korzysta€). Zatem usungliSmy obiekcje powstajace w przypadku zespolonych
pierwiastkéw, otrzymujac rozsadna wage w(x) dla przedziatu [—1, 1):

+
w(x) = (1+x)7(1—x)P,
gdzie przyjeliSmy C = 1.

0.(x) odpowiadajace takiemu wyborowi giéwnych parametréw w przypadku a(x)
bedacego funkcjg kwadratowa nazywaja sie wielomianami Jacobiego o wskainikach p, g
1 s3 oznaczane symbolem J{»?(x). (Gérne wskazniki odrézniaja je od funkcji Bessela).
Poprzez liniowa zamian¢ zmiennych mozna je sprowadzi¢ do innej postaci. Przez przejscie
x — | —2x w réwnaniu rézniczkowym (5.119) otrzymujemy

ax) =x(1-x)=0 w [0,1], B()= —(@+g+2)x+(p+1).
W ten sposéb lewym koncem przedziatu jest teraz x = 0, £, = f(0) = p+11
Bo = B()—PO) = —(p+g+2)
s, nie hlega zmianie. Wynika stad, ze aw = xP*1(1 —x)?*, a wiec p, ¢ > —1, tak jak po-
'ﬁ przednio. Waga ma wigc teraz postaé
w(x) = xP(1 -x)*

Zbiér wielomianéw ortogonalnych na przedziale [—1, 1] z waga w(x) = (1—-x)?(1+x)*
rozni sie tylko liniowa zamiang zmiennych od zbioru wielomiandéw ortogonalnych na
[0, 1] z waga w(x) = x?(1—x)?%. W stosunku do obu zbiorow uzywamy nazwy wielomiany
Jacobiego o wskaznikach p, q.

Zajmiemy si¢ teraz kilkoma szczegélnymi przypadkami wielomianéw Jacobiego
okre§lonych na przedziale [—1,1]. Dla p = ¢ = m(m > —1), w(x) = (1—-x*™ Odpo-
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wiadajace tej wadze wielomiany nazywa sie wltrakulistymi lub wielomianami Gegenbauera
o wskazniku caltkowitym m. Oznaczamy je symbolem

GH() = Jimm ().

Zauwaimy, Ze z p = ¢ wynika f§; = 0, co oznacza, Zze zamiana x — —Xx nie ma wplywu
na operator L. JeZzeli przez P oznaczymy operator zamiany x na —Xx, to niezmienniczo§é L
wzgledem tej operacji mozna w jezyku operatoréw zapisaé jako PLf(x) = LPf(x) dla
kazdego f(x), a wigc

PL=1LP

i na podstawie twierdzenia (4.22) wiemy, ze kazda funkcje wiasng L mozna wybrac tak,
aby byla jednocze$nie funkcja wiasna P. Poniewaz P2f(x) = f(x) dla kazdego f(x), wiec
P? = J (I oznacza operator jednostkowy). Naklada to silne ograniczenia na wartosci
wlasne P. RozwaZzmy réwnanie Pf(x) = Af(x). Wynika z niego

P2f(x) = iPf(x) = 72 f(x) = f(x),

bo P? = J. Zatem A% = 1, a wiec A = +1. Oznacza to, ze kazdy wielomian Gegenbauera
moZna charakteryzowaé wskazZnikiem + lub —, w zaleino$ci od tego, czy jest funkcja
wiasna P odpowiadajaca wartosci wlasnej +1 czy —1 (patrz zadanie 5.15).

P nazywamy operatorem parzystosci. W wielu galteziach fizyki odgrywa on zasadnicza
rolg. O jego wektorach wilasnych méwimy, Zze maja dodatnig lub ujemnag parzystosé.
PoniewaZz wyraz wiodgcy w Gr'(x) jest proporcjonalny do x*, a Px" = (—1)"x", widac, Ze
parzystos¢ wielomiandw Gegenbauera zalezy od tego, czy n jest parzyste, czy nieparzyste.
Jezeli n jest parzyste — Gj(x) zawiera wylacznie parzyste potegi x, podczas gdy dla nie-
parzystego n G'(x) zawiera wylgcznie nieparzyste potegi x. Wielomiany Gegenbauera
pojawiaja si¢ W rozwigzaniach pewnych relatywistycznie niezmienniczych rownafn w kwan~-
towej teorii czastek elementarnych.

Dla wielomjanéw Jacobiego z p = ¢ = ——;—, w(x) = (1—-x2)"Y2, Wielomiany te
oznaczamy

To(x) = J,CH2-12)(x),
Relacja ortogonalnosci ma dla nich postaé

1

(To,» Ta) = 3 TEX) T, (x) (1—x?)~12dx = 0, (1, # n,).
-1
Kladac x = cos® dostajemy alternatywne wyraZenie
(Tnps Tn)) = | TH(cos@) T} (c0s0)dO = 0.
Jedynym zbiorem wielomiandéw w cos@ spelniajgcym ten zwigzek na [—w, =] jest
T,(cosB) ~ cosn®.
Zatem w zmiennej x na przedziale [—1, 1]

Tu(x) ~ cos(narccosx),

17 Matematyka w fizyce 757



a wigc zbior ten jest explicite wyznaczony, z dokladnoscia do stalego czynnika. Wielomiany
te s3 znane pod nazwa wielomianow Czebyszewa.

Mozemy by¢ z gory pewni, ze wérdd tej plejady szczegdlnych przypadkéw pojawia sig
takze najlepiej nam znane wielomiany Legendre’a. Istotnie, odpowiadaja one przypadkowi
p=gqg=m=0. Wéwczas w(x) = 1. Zatem J{>? (x) = P,(x) z dokladnosciag do stalego
wspolczynnika.

Istnieje twierdzenie (zadanie 20), Ze jezeli {Q,(x)} jest ortonormalnym ukladem wielo-
mianéw Sturma-Liouville’a, to zbiér ich pochodnych {Q,,n > 1} jest ortonormalnym
ukladem wielomiandéw z waga we. W przypadku wiclomianéw Legendre’a, gdzie w = 1
na przedziale [—1,1] i « = (1—x2%), p-krotne skorzystanie z tego faktu prowadzi do
wniosku, ze zbiér wielomiandéw (d“/dx*) P, jest ortogonalny na [—1,1] z waga o =
= (1—x?)*. Jednoznaczno$é zbioréw ortogonalnych wielomianéw w konkretnych prze-
dzialach oznacza, ze wielomiany te sa dokladnie wielomianami Gegenbauera:

d#

dx*

Gﬁ—;z = Pn;
tworzacymi jedyny ortonormalny zbiér wielomiandw z wagg w = (1—x%)* na [—1, 1].
Wynika stad réwniez, ze zbidr funkcji

Pi) = (1= o ()

jest ortogonalny na [—1, 1] z waga 1. Funkcje te sg stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a.

Przypadek 2. o(x) jest funkcjg liniowa. Tutaj a(x) = x+a,, gdzie wybraliémy C, tak,
aby a; = 1. Ponadto a(x) ma jeden pierwiastek rzeczywisty w x = —ua,; dobierajac C,
mozemy pierwiastek ten przesungé do zera, czyli ostatecznie «(x) = x. Stad

wa = C-exp Bﬁ%—iﬁdx} = C-exp(fox+p,Inx) = CxPrebox
Jezeli wybierzemy f, < 0, to wax — 0 dla x — + oo, ale wa ro$nie wykladniczo dla x - —
—o0. Zatem dla spelnienia warunkow granicznych musimy zazadaé znikania w(x) dla
x < a, przy czym warto$¢ a nie jest na razie okre§lona. JeZeli wybierzemy £, > 0, to
wy = 0 dla x = 01i catka z wB po przedziale o dlugosci ¢ wokél x = 0 dazy do zera wraz
z & a wigc mozemy odpowiednio zszyé w tym punkcie to rozwigzanie z rozwiazaniem
réwnym tozsamosciowo zeru (dla x < 0). Przez dobdr C; kiadziemy dla wygody f, =
= —1. (Zauwazmy, Ze przy wyborze 8, > 0 mielibySmy sytuacje odwrotna i we musiatoby
znika¢ po dodatniej stronie osi x. Wybor B, < 0 jest rzecza konwencji). Wprowadzajac
oznaczenie §; = s+ 1,5 > —1, mamy

w(x) = x’e”~"

dla x dodatnich i w(x) = 0 dla x ujemnych. Odpowiadajace temn Q, sa stowarzyszonymi
wielomianami Laguerre’arzedu s. Oznaczane s3 symbolem L3(x). Dla s = 0 funkcje LY(x) =
= L(x) nazywane sa wielomianami Laguerre’a. Fakt wystgpowania jednego tylko swobod-
nego parametru (s) jest odbiciem liniowosci a(x):a, = 0, 2 wige trzy sposréd czterech
pozostalych wspélczynnikéw w a(x) i f(x) mozna wybraé¢ dowolnie i pozostaje tylko
jeden parametr swobodny.
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Przypadek 3. x(x) jest stata. Tutaj %o=0= %, i przez dobdr C, mozemy uzyskaé a,=1.
Zatem

wr = C- eprS(ﬂox-!-ﬂl)dxl = C-exp (%0— x2+ﬁ1x) =C'- cxp[ﬁ,;—’— (xi,-é—i)‘].

Jezeli wybierzemy 3o < 0, to wx = w maleje wyktadniczo dla |x] = o0, a wigc to wyrazenie
na w(x) mozna przyja¢ bez zadnych zmian. Dobierajac odpowiednio C, i C; mozemy
uzyska¢ f, = —2 oraz f; = 0 i kladgc C’ = 1 dostajemy

w(x) = e *,

Odpowiadajace temu Q,(x) s wielomianami Hermite’a. Wraz z nimi nasz przeglad réznych
mozliwosci zostat zakoniczony. Jest to pelny przeglad: nie istnigja inne wiclomiany Sturma-
Liouwille’a bgdace rozwiazaniami réwnan rézniczkowych drugiego rzedu. W tabeli 5.1
podajemy podsumowanie dotychczasowych wynikow.

Przeanalizujemy teraz warto$ci wlasne w kazdym z trzech podstawowyvch przypadkéw.
Z pordéwnania wspdtczynnikéw przy x" w réwnaniu rézniczkowym dostajemy

2y = Aon(n—1)+fon = n(agn+ fu— o). (5.125)

Wynika stagd natychmiast, Ze wartosci wlasne zrhieniaja sie liniowo dla rownaf Hermite’a
i Laguerre’a (dla ktérych %, = 0) i kwadratowo dla wielomiandw Jacobiego i wszystkich
ich przypadkéw szczegdlnych.

W szczegblnosci dla réwnania Hermite’a 1, = —2n, a Laguerre’a 7, = —n. Wartosci
wlasne réwnania Jacobiego sa 2, = —n(n+p+q+ 1) niezaleznie od tego, czy rozwazamy
rozwiaz. nia ortogonalne na [0, 1], czy na [—1, 1]. Przypadek Gegenbauera (p = g = m).
ma wartosci wlasne 1, = —n(n+2m+1). Dwa dalsze przypadki szczegélne, Czebyszewa

(m = ~5) 1 Legendre’a (m = 0), odpowiadaja wartoSciom wlasnym 7, = —n?i 4,=
= —n(n+1). Oczywilcie znak warto$ci wlasnych jest uzalezniony tylko od przyjetych
przez nas konwencj. .

Dyskusje wielomiennych ukladéw Sturma-Liouville’a zakonczymy dowodem ogdlnego

wzoru Rodriguesa, okre§lajacego explicite wszystkie.wielemiany z dokladnoscia do stalego
czynnika. Wzor ten ma postac

1 da ;
0.(x) = K, W de (a"w), (5.126)

gdzie wybor stalej K, zalezy od konkretnego zastosowania fizycznego. Przytoczymy dowod
bedacy ogodlniejsza wersja dowodu dla wielomianéw Legendre’a w § 5.5. Dowolny zbidr
wielomian6w jest jednoznacznie okreSlony przez zadanie, Zeby Q0,(x) bylo wielomianem
stopnia n spelniajacym zwigzek ortogonalnosci

b

{020,wdx =0, dla n#m. (5.127)
Zatem dla dowodu (5.126) wystarczy pokazaé, ze @,(x) dane uogélnionym wzorem Rodri-
guesa (5.126) sa wielomianami stopnia » i spelniaja réwnanie (5.127).
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Dowiedziemy najpierw pomocniczo, Ze jeZeli f(x) = o*wr(x), gdzie r(x) jest wielo-
mianem stopnia , to f7(x) = «*~'wsi,1(x), gdzie 5, (x) jest wielomianem stopnia I+1.
W tym celu po prostu rézpiczkujemy f(x):

') = (1Y (awdr+ o1 (emw) r+ o= () =
= (k—1)a*=2a'(aw)r+ o‘k'-l(is""‘-")"-Foc""‘(omz):*" =
= - w[fr+k-a'r+our'l=
= twlro(Bo+ (2k+l~—2)txo)x‘+1+,__'j = a1y, (%).

Tutaj r(x) = rox’ + ... Poniewaz 8, # O idlaag % 0 oo, i By maja zgodne znaki, wyra-
zenie w nawiasic kwadratowym jest wielomianem stopnia /+1 dla k > 1. Stosujac ten
rezultat n razy do funkcji «'w (dla r = [) stwierdzamy, ze

-;J;‘— (lx"W) = “Oth(x) = Wt,,(x),

1

gdzie ,(x) jest wielomianem stopnia n. Z (5.126) wynika, zg Q,(x) jest rzeczywiscie wielo-
mianem stopnia ».

Mozemy teraz poda¢ dowdd ortogonalnosci Q,(x) z waga w(x). Calkujac n-krotnie
przez czgsci, dostajemy

| ctwowear = | 089-S erwydx =
i (5.128)

T L) ar r T
_ _ — 0% - {1\ il 2 P
Jezeli n > m, to catka znika i ortogonalno$¢ bedzie spetniona, o ile tylko potrafimy po-
kazaé, ze wyrazy d'[dx'(o"w), 0 <!< n—1, znikaja w nieskoficzonosci szybciej niz
dowolna ujemna potega x. To jednak wynika z pomocniczego twierdzenia, Ze

dl
_a—,;,‘T ((XnW) = zx”"w'v;(x),

gdzie #,(x) jest wielomianem stopnia /. Poniewaz z zaloZenia aw znika w nieskosczonosci
szybciej niz potggowo, t¢ samg wlasnos¢ musi mieé «*~'wo,(x) dla 0 < ! < n—1, co konczy
dowdd réwnania (5.126).

W trakcie tego dowodu pokazaliSmy, Ze w ogdélnoéci

S R0, w(x)dx = (—1)° S ‘;":f o"wdx. (5.129)

Zwiazek ten moze by¢ pozyteczny przy obliczaniu calek. W szczegolnosci, jezeli podstawimy
tu R(x) = Q.(x), calka przyjmie postaé

§Q3(x)W(x)dx = (~1)n!q, S a"wdx,

gdzie g, jest wspéiczynnikiem przy wyrazie wiodacym w Q,(x) danym wzorem (5.126).
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Mozemy teraz w oparciu o uogdlniony wzér Rodriguesa wyprowadzi¢ wzory na
rozwazane poprzednio wielomiany. Musimy jednak pamigtaé, ze formula Rodriguesa
wyznacza wielomiany z dokiadnoscia do stalych czynnikéw, ktére mozna nastgpnie
wybraé¢ na wiele roéznych sposobéw. 'W _niektorych podrecznikach dobdr czynnikdw jest
taki, Zze wspolczynnik przy najwyzszej potedze w Q,(x) jest rowny jedynce dla kaidego n.
Niekiedy znéw ustala si¢ je z warunku unormowania wielomianéw wzgledem odpowiada-
jacych im wag, niekiedy jeszcze inaczej. Na przyklad wielomiany Legendre’a okre$lone
réwnaniem (5.38) nie s3 unormowane na [—1, 1]. Unormowane wiclomiany Legendre’a
majg posta¢ (n+3)/2P,(x). Warto sobie stale zdawaé sprawg z niekonsystencji pojawiaja-
cych sie¢ w literaturze przy definiowaniu roznych zbioréw ortogonalnych wielomiandw.
W przegladzie wielomiandw, ktory teraz podamy, nie bgdziemy explicite okreslaé statych
czynnikdéw, z wyjatkiem przeanalizowanych juz przypadkéw wielomianéw Legendre’a
it Hermite’a.

Korzystajac z uogdlnionego wzoru Rodriguesa (5.126) dostajemy dla wielomianéw
Jacobiego

JEO(x) = APD(—x)"P(1+x)7 -c%c;- [(1=x2)"(1 — x)P(1 + x)1], (5.130)

gdzie AP D jest statym wspotczynnikiem zaleznym od p, ¢ i n.
Dla wielomianéw Gegenbauera p = ¢ = m, a wigc wzlr ten przechodzi w

Gn(x) = Br(l—x2) ™ -9 (L—x2yrm, (5.131)

dx*

gdzie B jest stalym wspdiczynnikiem zaleznym od m i n.

Dla wielomianéw Czebyszewa (m = ——;—} i Legendre’a (st = 0) dostajemy
2y1/2 dﬁ 2\n—1 2 '
T,(x) = C,(1—x®)! I (I —=x?n-12, (5.132)

gdzie C, jest stalym wspdlczynnikiem zaleznym od #,

‘_ (_I)n dn
Po0) = ot @

W przypadku stowarzyszonych wielomianéw Laguerre’a otrzymujemy

(1 —x2y. (5.133)

L) = Dpr~ter o (vee), (5.134)
gdzie D§ jest statym wspolczynnikiem zaleznym od s i # (konwencje co do jego wyboru
réznig si¢ bardzo powaznie). Wielomiany Laguerre’a odpowiadaja s = 0:

& 5.135
- X _ " ApXa—% N
Ln(x) D,,e dxn (n € )’ . ( )
tutaj D, zalezy tylko od n.
Na koniec wreszcie wielomiany Hermite’a sa dane wzorem

n

= iy 4 5.136
H,,(x)'—v( e d}—;e ) (5.136)
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Na zakonczenie tego paragrafu pokazemy, Ze wszystkie wielomiany Sturma-Liouville’a
tworzg zbiory zupelne w przestrzeni Hilberta przy definicji iloczynu wewngtrznego

<«
(5,8 = [ F@e@wEdx

-0
(w(x) dla réznych wiclomianéw podane jest w tabeli 5.1). W rozwazaniach tych wezmiemy
réwniez pod uwage wielomiany Hermite’a 1 Laguerre’a, ktére sa okreslone na przedziale
nieskoriczonym i jako takie nie podlegaja twierdzeniu Weierstrassa. Dowdd nasz opiera
si¢ na twierdzeniu 5.2 méwiacym, Ze jezeli zbidr funkcji ortonormalnych jest domkniety,
to jest zupelny.

Twierdzenie o zupelnosci. Ortonormalny zbi6r wielomianéw Sturma-Liouville’a {Q,(x)}
jest zupelny w przestrzeni Hilberta.

Dowéd. Pokazemy, ze zbiér {Q,(x)} jest domknigty. Przypusémy, ze istnieje funkcja
f(x) ortogonalna do wszystkich Q,(x), to znaczy (f, Q,) = 0 dla kazdego n. Poniewaz x™
mozna zapisa¢ jako skoficzona kombinacje liniowa Q,(x) (a dokladniej picrwszych m+1
sposrdd @,(x)), widaé natychmiast, ze (x™, f) = 0 dla kazdego m. Rozwazmy teraz funkcje

)

gk = @) = § fE@we ™ dx
—a0
dla k rzeczywistych. Dzieki wystepowaniu w{x) w iloczynie wewnetrznym, e~** bedzie
nalezalo do przestrzeni Hilberta dla kazdego w(x) dobrego dla wielomianéw Sturma-
Liouville’a. Podobnie i x™. Rozwijajac e~** na szereg

et =D (R o
m!
m=0

i korzystajgc z warunku (x™,f) = 0, dostajemy g(k) = 0 dla kazdego k. Ale g(k) jest
dokladnie transformata Fouriera dla f(x)w(x). Zatem, na mocy rozwazan z § 5.7,
fx)w(x) = 0 prawie wszedzie. Przy tym f(x) interesuje nas tylko tam, gdzie w(x) # 0,
poniewaz w obszarze, gdzie w(x) = 0, mozna f(x) zdefiniowaé¢ dowolnie. Inaczej méwiac,
przestrzen Hilberta jest w gruncie rzeczy okre$lona tylko na przedziale w(x) # 0, poniewaz
iloczyn wewnetrzny nie mowi nic na temat struktury funkcji tam, gdzie w(x) = 0.

Whnioskujemy zatem, ze f(x) = O prawie wszedzie, zbidr {Q.(x)} jest domknigty,
a wigc jest zbiorem ortonormalnym zupeinym. c.b.d.o.

Wiérdd ortogonalnych zbiordw wielomiandw wystepuje wiele innych wielomiandw.
Na przyklad przy uzyciu uogdlnionego wzoru Rodriguesa mozna wyprowadzi¢ zwigzki
rekurencyjne dla réznych zbioréw wielomianéw. Mozna takze do pewnego stopnia charak-
teryzowa€ zera wielomiandw. Zainteresowanych czytelnikdéw odsylamy do podrecznikow
Lusternika i Wilfa. W § 6.10 pokazemy réwnowazno$¢ jawnej reprezentacji Rodriguesa
niektérych sposréd tych wielomiandw z ich reprezentacja implicite, przy pomocy funkcji
tworzacej.

Wszystkie zbadane zbiory funkcji sg rozwigzaniami réwnaf rdézniczkowych, tak jak
zwykle funkcje trygonometryczne. Wszystkie powigzane sg réznymi tozsamosciami, tak
jak sinus i cosinus. Wprawdzie funkcje trygonometryczne pojawiajg sie wczeéniej we
wszystkich kursach matematyki, ale nie ré2nig si¢ zasadniczo od wielomianéw Legendre’a,
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Hermite’a, czy jakichkolwiek innych funkcji specjalnych. Sa nam lepiej znane jedynie
dlatego, ze stosujemy je przy pomiarach odleglosci i Ze pojawiajg sie w prostym makrosko-
powym ruchu harmonicznym. Wyobrazmy sobie jednak bardzo male istoty rozumne,
ktére nie mierza duzych odlegloéci, a zamiast tego badajg efekty kwantowe. Wydaje si¢
sensowne przypuszczaé, ze odkryja one do$¢ wczeSnie wielomiany Hermite’a w trakcie
badan oscylatora kwantowego. Po calych stuleciach pracy i wydaniu potowy swego dochodu
marodowego na budowg makroskopowego oscylatora (w naszym sensie tego stowa, dla
nich bylby to absolutnie gigantyczny twdr) odkrywaja w trakcie eksperymentéw funkcje
trygonometryczne. Dla nich sinus i cosinus beda mialy postaé skomplikowana i klopotliwg
w poréwnaniu ze starymi, dobrze znanymi wielomianami Hermite’a.

5.11. MATEMATYCZNE SFORMUELOWANIE MECHANIKI KWANTOWEJ

W calym tym rozdziale i w rozdzialach poprzednich oméwiliSmy wiele sposréd idei
matematycznych uzywanych przy sformutowaniu mechaniki kwantowej, przede wszystkim
pojecie przestrzeni wektorowej, a w szczegdlnosei przestrzeni Hilberta. Wypiszemy teraz
aksjomaty mechaniki kwantowej i podamy ich interpretacje przy pomocy tego aparatu
matematycznego. Cala ta cze$¢ nie bedzie Scista matematycznie aksjomatyzacja i powinna
stuzy¢ jedynie jako wstegp do tego pigknego i bardzo podstawowego przedmiotu. Dokiad-
niejsze omoéwienie czytelnik moze znalezé w podreczniku J. M. Jaucha ,,Foundations
of Quantum Mechanics”, czy Klasycznej pracy J. Von Neumanna ,,Mathematical Founda-
tions of Quantum Mechanics”.

Matematyczng osnowe mechaniki kwantowej stanowi przestrzen Hilberta, tzn. zupelna
zespolona przestrzen z iloczynem wewnetrznym. Jak widzieliSmy, elementy tej przestrzeni
safunkcjami. Dia pelnego sformutowania mechaniki kwantowej musimy korzystaé z opera- -
torow w przestrzeni Hilberta. Przy dyskusji wlasnosci tych operatoréw bedziemy czgsto
korzystaé z wynikow rozdzialu 3 i 4. ZauwazyliSmy juz, ze wiele sposrod twierdzen zamiesz-
czonych w tych rozdzialach obejmuje réwniez przypadek przestrzeni nieskoficzenie wymia-
rowych i te bedg dla nas szczegdlnie interesujace. Niekiedy za$ bedziemy w sposdb intui-
cyjny wprowadzaé pewne wazZne uogélnienia wynikéw uzyskanych dla przestrzeni skon-
czenie wymiarowych, o ile uogdlnienia takie okaza si¢ niezbedne w naszym schemacie.

Zacznijmy od omdwienia pojecia operatora rzutowego (zadanie 4.17), ktére okaze si¢
bardzo pozyteczne w mechanice kwantowej. Rozwazania bedziemy prowadzié w kontekscie
znanych juz wynikéw skoficzenie wymiarowych. Rozwazmy operator hermitowski A,
ktérego wartosci wlasne i wektory wlasne sg odpowiednio {4,} i {¢.} (n = 1,2, ...,N).
Zaldézmy dla prostoty zapisu,-Ze 4, jest niezdegenerowane. Definiujemy operator I wzorem

Iy = id’n(% v,

n=1
dla kazdego y w rozwazanej przesirzeni skoriczenie wymiarowej. Zgodnie z twierdzeniem
o zupelnocici (twierdzenie 4.20), suma ta jest réwna p, a wigc operator tak zdefiniowany
jest operatorem jednostkowym, jak to juz sam symbol sugerowal. Jezeli zdefiniujemy P,
wzorem
Py = uldn, ¥), (5.137)
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to 7/ mozna zapisaé jako

N
I = ZP,,.
n=1

Czytelnik moze latwo sprawdzié, 2e P2 = P,, Pl =P, i P,P,, = 0 dla m # n. P, jest
operatorem rzutowym, nazwanym tak dlatego, ze rzutuje dowolny wektor na jednowymia-
rowg podprzestrzen V rozpieta na ¢,.

Co mozna powiedzie¢ o operatorze B danym zwigzkiem

B = I Py

M=

n=1

Poniewaz
N

] j i
BV) = Z' An¢n(¢m Q/")s
n=1
wida¢ od razu, ze B ma wartosci wlasne {,} i odpowiadajace im wektory wlasne {¢,}.
Musi zatem byé rowny 4 (warto dla treningu przeprowadzi¢ Scisty dowod tego). Podsumo-

wujac mamy
N

N
1=3'P, 4=) 4P, (5.138)
n= l. ?é‘f

Tak wiec twierdzenie o zupelnoSci mozna alternatywnie sformulowaé nastepujaco: Dla
kazdego samosprzezonego operatora A istnieje zbidr ortogonalnych rzutéw {P,} taki,
ze (5.138) jest spetnione. Przez ortogonalne rzuty rozumiemy rzuty spelniajace warunek
P,P, = 0dlam # n. W tym wlasnie sformulowaniu mozna uogdlni¢ twierdzenie o zupet-
nosci na przypadek przestrzeni nieskonczenie wymiarowych, Okazuje si¢ jednak, ze tylko
dla szczegdlnego typu nieskorniczenie wymiarowego operatora (typ operatoréw calkowicie
ciaglych, ktéry przedyskutujemy w rozdziale 8 i 9) mozna réwnania (5.138) uogdlnié
w sposob bezposredni.

W przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej powstaje mozliwo$¢ wystgpienia wartosci
wlasnych potozonych nieskonczenie blisko siebic, stad tez powyzsze sformutowanie wymaga
pewnych zmian. Zeby dobrze zrozumieé sens tych zmian, musimy zapoznaé si¢ z waznym
uogllnieniem catki Riemanna — catkg Stieltjesa. Definiujemy

[ g0 = lim > S fgir) ~ gx (5139

gdzie punkty x,, x,, ...,"X,.; Wyznaczaja pewien podzial przedzialu [a, b], a X; jest do-
wolnym punktem w i-tym przedziale. ,,Lim” oznacza przejScie do bardzo malenkich
przedzialdéw w tym podziale. Oczywiscie, o ile g(x) jest funkcja rézniczkowalng, mozemy

napisaé
b

| f9dseo =
1 powracamy z powrotem do catki Riemanna g(x) nie musi byé jednak rézniczkowalna,
ani nawet ciggla. Rozwazmy funkcie

1 dla x>0,
g(x)={

Jx) g% dx

LI W)

0 dla x<0.
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Zgodnie z definicja (5.139) mamy

@

{ fxde® = 10,

—®©

bowiem tylko dowolnie maly odcinek wokét x = 0 daje wkiad do sumy w (5.139). Jest to
wynik typu funkcji 6, co nas jednak nie dziwi, poniewaz uzywali§my juz nieprecyzvjnego
zapisu

d
dx“g(x) = d(x).

Wszelako w podej$ciu Stieltjesa nigdy nie wychodzimy poza obszar matematyki tradycyijnej.
Zdefiniujmy teraz funkcjg¢ o wartosciach operatorowych E(2) wzorem

dla A1<i,,

M- ©

P, dia A <i<A,, v=1,.,N-1,
E(l)= n:

]
o

M=

P, dla Az iy

3

3
i
~

z P, i A, zdefiniowanymi poprzednio. Funkcja ta jest przedstawiona schematycznie na rys.
5.5. Zauwazmy, ze

E(—0) =0 i E(+w)=1.

44
1 h=1
&=
A+R+Fy | :
APy e T
p !
1 ]
: ! ! ' .
0 M A2 43 Ay i

Rys. 5.5. Schematyczny wykres E(A) dla przypadku skoniczenie wymiarowego operatora samosprz¢zonego
o wartosciach wilasnych 2,, 4,, ..., Ay

Czytelnik moze latwo sprawdzié, Ze
E(W)E(2;) = E(%),
gdzie 4 jest mniejsza z liczb A, i A, (wynika to stad, ze P, sa ortogonalnymi rzutami)i ze
[E(A) = E(2).

Opierajac si¢ na definicji caiki Stieltjesa (5.139), dostajemy

i v
_SwdE(/.) - Zl P,

dla A lezgcego pomiedzy 2, i 4,-;. Jedyne wkiady do tej calki pochodza od punktdw,
w ktérych E(4) zmienia si¢ skokowo; w kazdym takim punkcie 1; (ktéry na mocy naszej
konstrukeji jest wartoScia wlasng A) dodajemy operator rzutujacy na jednowymiarowg
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podprzestrzef przestrzeni V, rozpigta na ¢;. W tym nowym zapisie pierwsze z réwnan
(5.138) przybiera postac

@K
1= { dEW),
-a0
a drugie
<
A= S AdE(R).
-0
Tak to udalo nam sig zapisaé proste twierdzenie o zupelnosci w sposéb szalenie skompli-
kowany.
Spéjrzmy teraz na zalety tej skomplikowanej notacji. Rozwazmy znane zagadnienie
wlasne
d’¢,(x)
T dx?
Wiemy, ze przy periodycznych warunkach granicznych w przedziale [—L, L]
1 n?x?

n = T i(rm/L)x’ A,, = =5, = 0, + N +2,
¢ VaL Lz 1,4

= Jnn(%).

Gdy L staje si¢ bardzo duze, wartoéci wlasne skupiaja sie i przedzialy statoSci E(A) na
rys. 5.5 stajg sie coraz mniejsze. Mozemy sobie wyobrazié, ze w granicy E(4) dazy do
funkcji cigglej o wartosciach operatorowych. To wlasnie zjawisko nosi nazwe ,,widma
cigglego” i jest bardzo popularne w mechanice kwantowej, a nawet mozna zaryzykowaé
twierdzenie, Ze lezy u jej podstaw.

Po wprowadzeniu funkcji E(4) w przestrzeni skonczenie wymiarowej podamy juz bez
dowodu jej uogdlnienie na przypadek nieskoficzenie wymiarowy. Nastepujace twierdzenie
jest jednym z najwazniejszych wynikéw uzyskanyeh w matematyce, a zarazem gra kluczowg
role w $cistym matematycznie sformutowaniu mechaniki kwantowej.

Twierdzenie spektralne. Kazdemu samosprzeZonemu operatorowi A w przestrzeni
Hilberta H odpowiada (jednoznacznie) funkcja ¢ wartosciach operatorowych E(1) taka, Ze

1. E(A)E(4;) = E); 4 = min(4,, 4,),

2. lim E(Q) =0, HmEW) =1,

A-r—c0 As 0
@®

3. 1= | dE),

-0
<o

4. 4= | AdE®).

-0
E(2) nazywa si¢ rozkladem jednosci (lub rodzing spektralng) operatora 4. Zbidr punktéw,
w ktérych E(A) nie jest stale, nazywamy widmem operatora A. Dla kazdego 4, E(1) komutuje
z A i z kazdym operatorem komutujacym z 4.

Oczywiscie w przestrzeni skofczenie wymiarowej twierdzenie spektralne sprowadza sie
do znanego nam twierdzenia o zupelnosci. W tym miejscu powinniémy dodaé kilkk komen-
tarzy. Po pierwsze zauwazmy, Ze nie okre$liliémy precyzyjnie, co rozumiemy przez granice
ciggn operatoréw (patrz punkt 2 powyzszego twierdzenia). Zajmiemy si¢ szerzej tym
problemem w rozdziale 8 i 9, ale chyba juz teraz warto dodaé, Ze w nierelatywistycznej
mechanice kwantowej widmo jest zawsze ograniczone z dolu (tzn. nie moga wystgpowaé
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stany zwiazane o dowolnie duzej ujemnej energii), 2 wigc granica 2 — — <o jest jedno-
znacznie okre§lona. Po drugie, jezeli 4 jest operatorem nieograniczonym (tzn. jezeli istnieja
elementy H, na ktérych 4 nie jest okre$lony), to samosprzezono$¢ nie oznacza po prostu
(Af, g) = (f, Ag) wszedzie tam, gdzie Af i Ag sa okreSiong. Nie bedziemy dalej rozwijaé
tego punktu; wystarczy dodaé, Ze wszystkie interesujace nas operatory w nierelatywistycznej
mechanice kwantowej sg samosprz¢zone.

Majac za sobg ten wstgp matematyczny, przechodzimy teraz do dyskusii aksjomatow
mechaniki kwantowej.

Aksjomat I. Kazdy uklad fizyczny jest catkowicie opisywany przez unormowany wektor
v (wektor stanu lub funkcje falowq) w przestrzeni Hilberta. Kazda informacje dotyczaca
ukladu mozna otrzymaé z tego wektora stanu przy pomocy regut danych przez nastgpne
aksjomaty.

Aksjomat II. Kazdej obserwabli fizycznej odpowiada samosprzezony operator w prze-
strzeni Hilberta.

Przykiadami obserwabli sa: polozenie, ped, energia, moment pedu, spin itd. Aksjomat
ten umozliwia korzystanie z poteznego aparatu matematycznego, jaki stanowi twierdzenie
spektralne. Zauwazmy, Ze¢ Aksjomat II nie podaje metody znalezienia operatora samo-
sprzezonego odpowiadajacego danej obserwabli. Méwi jedynie, Zze taki na pewno istnicje.
W praktyce opieranie si¢ na analogiach z klasycznymi. wyraZzeniami typu L = rxp, £ =
= p*/2m+V(r) itp. wraz z podstawieniami p —» —iAV i r — r przynosito zadowalajace
rezultaty. W przypadku jednak spinu elektronu trzeba bylo wyjsé poza granice analogii
klasycznej, aby znalezé potrzebny operator.

Aksjomat II. Jedynymi mozliwymi wynikami pomiaréw fizycznych dokonywanych
na obserwabli 4 sg elementy widma odpowiadajacego jej operatora.

Omawialiémy juz kilka przykladéw widma dyskretnego. Na przyklad operator L?
z § 5.8, odpowiadajacy kwadratowi catkowitego momentu pedu czastki, spelnia roGwnanie

LYy = B2+ 1) Y.
Tutaj kazdej wartosci wlasnej A2l({+1) odpowiada 2/+1 wektoréw wilasnych. Innym

uktadem o wyjatkowo prostym widmie jest kwantowy oscylator harmoniczny. Klasyczny
hamiltonian tego ukladu ma postaé

H = p2/2m+—;— kx?

i po odpowiednich podstawieniach operatorowych dostajemy operator H odpowiadajacy
energii

. 1
W § 3.10i § 4.4 widzielismy, Ze operator ten ma wartoici wlasne 4, = Aw, (n+—2—),
gdzie w, = (k/m)'? oraz unormowane wektory wiasne '
$u(x) = (Y=2nt) P H (ax)e~ =2,
gdzie
@ = (mawofh)'?,
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a H, jest n-tym wielomianem Hermite’a. Pokazaliémy juz w tym rozdziale, ze zbidr ¢, jest
zupelnym ortonormalnym zbiorem w przestrzeni Hilberta.

Rozwazmy teraz przypadek bardzo prostego uktadu kwantowomechanicznego o widmie
cigglym. Operator odpowiadajacy pedowi czastki jest p, = —ihd/dx (ograniczamy si¢
tylko do skladowej x). W przestrzeni funkciji calkowalnych z kwadratem (funkcje takie
musza dazy¢ do zera w nieskoniczonosci) p, jest samosprzezony, a wiec na mocy twierdzenia
spektralnego powinni$my umieé znaleZ¢ jego rozklad jednosci. Gdyby$my chcieli potrak-
towac ten problem powierzchownie, powiedzielibySmy po prostu, z¢ p, ma ,,funkcje wlasne”
dx = (2m)~32%e** | | wartosci wlasne” hk dla kazdego k. Czynnik (27)"'/2 zostal tu tak
dobrany, aby ,,unormowaé e** do funkcji 67, to znaczy

]
| #1090 (9

-0

5‘: S e -0xdy = S(k—k').
-0

Jednoczes$nie zachodzi zwigzek

-] @D
| r@onar = 5 | eremnak = s-),
—~c0 -0
ktéremu czesto przypisuje sie analogie do zwigzku
N
dp =1
n=1

w przestrzeniach skonczenie wymiarowych. Oczywiscie dla peinej analogii konieczna jest
definicja P,
P f = du(dr, f)s

gdzie k jest zmienng ciagla (— 0 < k < «0). Zauwazmy jednak, ze P, nie jest konwencjo-
nalnym operatorem, wyprowadza bowiem wektory poza przestrzen Hilberta. Przyczyna
tego jest fakt, ze ¢, nie jest elementem przestrzeni Hilberta i dlatego nie jest wektorem
wlasnym p, w zwyklym sensie tego slowh. RozwaZania te sugeruja jednak poprawne
rozwigzanie zaistnialego problemu. W oparciu o dotychczasowe wyniki oczekujemy,
Ze cheac otrzymad rozklad jednosci E(k), mozemy go skonstruowaé jako sume operatoréw
Py, z k' < k. Sprobujmy policzyC

k

E@f = § ¢u(du, dk’.
-0

Po szczegélowym rozpisaniu funkcji dostajemy

k
— 1 ik'x 1
EWS) =~ = —Sme [ 1

V2arn

O dyJ ak’

—oc

lub

k

E(k) fix) = — S e ik dke, (5.140)

Var

gdzie ﬁk’) jest transformata Fouriera funkcji f(x). Wspominalismy juz, Zze dla kazdego
elementu przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem transformata Fouriera istnieje
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i jest catkowalna z kwadratem (Scisty dowéd tego podamy w rozdziale 9). Poniewaz ﬂk’)
jest catkowalna z kwadratem, catka w (5.140) oczywidcie istnieje. Pokazanie, ze wektor
E(k)f(x) nalezy do przestrzeni Hilberta jest juz tylko prostym ¢wiczeniem.

Mozna sprawdzi¢ przez podstawienie, ze E(o0) = 7 (na mocy naszych wynikéw doty-
czacych odwracania transformat Fouriera), oraz ze £(—o0) = 0 (bo f(k’) jest catkowalna
z kwadratem). Musimy jeszcze pokazaé, ze E(k,)E(k,) = E(k,) (gdzie dodali§my zaloZenie
k; < k,, nie zmniejszajace ogoélnosci rozwazan). Rozumujemy nastgpujaco:

k, k,
1 s co.
E(k ) E(k)f = E(ky) —5== ( e xfk)dk' = L 3 e *F(kydk,
]/ 2r _';} 2% o
gdzie F(k) oznacza transformat¢ Fouriera dla wielkosci
ky
§ e*=skyar’
-0

rozwazanej jako funkcja x. Transformatg tg mozna fatwo obliczyé:
w0 kay

S e-iks § e f k) dk'dx ={

-0 -

1

F(k) =

Varfk da k, >k,
0 dla k&, <k.

Wynik ten mozna najprosciej otrzymaé w oparciu o (5.63). Tak wigc, zwazywszy, Ze k; <k,,

ky

g eikxf(k)dk = E(k)f,

<

E(k)E(s)f = —per
Vv 2

co zgadza si¢ z naszym zadaniem. Czytelnik moZe sam sprawdzié, ze
o0
{ dE®) =1,
-
a tym samym, Ze istotnie znalezlismy rozklad jednosci.
Na koniec musimy jeszcze pokazac, Ze jest to wlasnie rozklad jednosci p,, tzn. ze

pe=h | kdEG®).
Mozna to latwo uczynié. Widaé, ze
[h S kdE(k)]f= L S kd[

ik'xAkl 3
7| St

|
Y
8 L]

-0

o k ©
= VZ_? SkEd/?[S efk'*f(k')dk'] dk = —l,i_: S ke F oy dk =
C—ih fod a —ih 4§ aen . af
_—1757_.5,03;6 fkydk = ﬁa_s,f FEIsk = ~in G = pof

dla kazdego f, dla ktoérego df/dx nalezy do przestrzeni Hilberta (pod takim warunkiem
dopuszczalna jest przeprowadzona tu zamiana kolejnosci calkowania i rézniczkowania).
Zatem istotnie znaleZliémy rozklad jednosci-operatora p, . Oczywiscie twierdzenie spektralne
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méwi nam, ze taki rozklad musi istnie¢, my jedynie podalismy explicite jego konstrukcje.
Tak jak oczekiwaliSmy, widmo p, jest widmem ciaglym, skladajagcym sie ze wszystkich
liczb rzeczywistych. W oparciu o przytoczone wyzej nieformalne rozwazania czytelnik
moze pokazac, ze rozklad jednosci operatora polozenia X, zdefiniowanego wzorem X f(x) =
= x f(x), jest funkcja E(£) o postaci

di < §,
E©f ) = {f( ) dlz ;c> E.

Dla bardziej skomplikowanych operator6w samosprzezonych trudniej jest znalezc explicite
ich rozklady jednosci, ale jest to w zasadzie zawsze mozliwe.

Mozemy teraz sformulowaé podstawowy aksjomat mechaniki kwantowe;j.

Aksjomat IV: Jezeli w ukladzie pozostajacym w stanie 1 dokonamy pomiaru obserwabli
A, to prawdopodobienstwo, Ze otrzymana w wyniku pomiaru warto§¢ 1 bedzie lezala
pomiedzy A, i 4, (4, > 2,), dane jest wzorem

P(4y, 22) = [IIE(A:)—EQ)]lI?
gdzie E(2) jest rozkladém jednosci obserwabli 4 (istnienie jego zapewnia nam aksjomat IT
i twierdzenie spektralne).

Dzigki unormowaniu ljy|| = 1 widaé, ze prawdopodobienstwo otrzymama /. pomiedzy
—o0 i 400 jest 1, tak jak tego wymaga fizyczny sens teorii. Jezeli £(A) jest stale pomiedzy
Ay 1 2, (tzn. jezeli pomiedzy 4, i 1, nie ma punktéw nalezacych do widma A), to E£(4,)—
—E(A;) = 0, a wigc 2adna z liczb tego przedzialu nie moze by¢ otrzymana w wyniku
pomiaru. DostaliSmy peing zgodno$é z aksjomatem III, co wigcej, widaé, ze aksjomat
IIf zawiera si¢ w aksjomacie IV, Aksjomat III podaliSmy niezaleznie ze wzglgdéw niejako
historycznych — stanowit on zwykle centralng cz¢é¢ sformulowan elementarnej mechaniki
kwantowej. Gdyby nam zaleZalo na maksymalnej zwi¢zlosci, aksjomatu III nie wprowa-
dzaliby$my w ogdle.

Szczegolnie wazny jest przypadek, gdy E(2) jest state w przedziale od 4, do 4,, Z wy-
jatkiem jednego punktu nieciagiosci, w ktérym warto$é¢ funkcji zmienia sie skokowo.
Rozwazymy go bardziej szczegétowo zaréwrio ze wzgledu na jego istotng role dla fizyki,
jak i diatego, ze ilustruje on $wietnie, jak widmo dyskretne powstaje w formalizmie opera-
toréw rzutowych. Intuicyjnie powinni$my sig spodziewaé, ze nieciagtosé E(A) w punkcie 4,
po obu stronach ktérego wystepuja obszary staloéci E(1), powinna si¢ wiazaé z funkcjg
wlasna A. Latwo pokazaé, Ze tak jest istotnie. Niech A bedzie dowolnym punktem prze-
dziatu staloci na prawo od 2 i niech i_ bedzie podobnym punktem na lewo od 7. Przez
analogi¢ z przestrzeniami skonczenie wymiarowymi spodziewamy si¢, Ze jezeli v jest
dowolnym elementem przestrzeni Hilberta takim, ze ¢7 = [E(A+)—E(A-)]y # 0, to ¢,
jest funkcja wlasng 4. Rozumujemy nastepujaco:

A[EG)—~EGy = § 2 {BO)EG)~EGv} = | AIER)EG+)v] -

o v
~ § MIEDE@)Y] = § 2[EWyl- | MIEWDy] =

A+

{ Ad[E)y].

I
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Jednakze z zalozenia o stalosci funkcji po obu stronach 4 mamy

A+

§ 2[E@y] = AE@AD - EQ)y = 747

Zatem B
A¢r = 297,

a wiec 4 jest wartoscia wlasna A4, a ¢y wektorem wilasnym nalezacym do tej wartosci wlasne;.

Oczywiscie ¢5 nie musi by¢ jedynym wektorem wlasnym nalezacym do 4. Gdyby$my
na poczatku wybrali inne p (zauwazmy, ze zawsze mozna znaleZ takie y, ze [E(A+)—
—E(A)]w # 0), moglibyémy otrzymaé wektor i nalezacy do 4, ale rézniacy sie od ¢
nie tylko stalym czynnikiem. W takim przypadku méwimy, Ze 2 ma krotno§é u> 1.
Pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie pokazanie, Ze jezeli @7 jest jedynym unormo-
wanym wektorem wlasnym nalezacym do 2 (tzn. jeZeli 7 ma krotno$é 1), to dla kazdego
peH

[EGAD)—EQA-)ly = Pi(P7, ¥), (5.141)

z A+ i A~ wybranymi jak wyzej. Zatem, tak jak nalezaloby oczekiwaé na podstawie analogii
do przypadku skofczenie wymiarowego, nieciggtosé w E(A) (a $ciflej moéwiac skok w punk-
cie nieciaglosci) w punkcie odpowiadajacym wartosci wlasnej 1 jest dokladnie operatorem
rzutujgcym na jednowymiarowa podprzestrzen przestrzeni H, rozpigta na Pz. Jezeli
7 ma krotno$¢ u wigksza niz jeden, to nieciaglosé ta jest operatorem rzutowym, rzutujacym
na u-wymiarowa podprzestrzeri H rozpigta na u wektorach wiasnych nalezacych do 1.
W ogdlnosci mozemy zatem napisaé

[EG)~ By = Z OB, y), (5149
v=1

gdzie p jest krotnoscia A (patrz zadanie 5.25).

Powréémy teraz do naszej interpretacji aksjomatu IV. Widaé, ze w przypadku skoku
w E(2) gdzie§ pomiedzy A, i A, prawdopodobiefistwo otrzymania w wyniku pomiaru 4
wartosci pomigdzy A; i A, jest, zgodnie z (5.141}, po prostu

P14, ;) = (D7, 9%,
gdzie 7 jest punktem nieciggloéci; zalozylismy tutaj, ze 1 ma krotno$é 1. Tak wiec P(4,, 2,)
jest po prostu kwadratem modulu skladowej y w ,,kierunku” okreé]or}}'m w przestrzeni
Hilberta przez wektor wlasny @7 nalezacy do 4. Bardziej ogélnie, gdy 4 ma krotno$¢ ,
mamy

P(h, 2) = Y 1@D, 9. (5.143)

Okazuje sig, ze réwnania (5.141) i (5.142) prowadza do bardzo prostych wzoréw na prawdo-
podobieristwo znalezienia si¢ 4 w stanie nalezacym do widma dyskretnego.

Podobna sytuacja ma miejsce dla obserwabli o widmie ciaglym. Rozwaimy jedna
ze skladowych pedu, p,. Na podstawie dotychczasowych wynikéw wiemy, Zze prawdo-
podobienstwo znalezienia p, pomiedzy hk, i hk, jest.

k2 X2

= S Bk,

ky

Pl ) = NGB~ B = | | =0k
ky
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gdzie ponownie skorzystalismy z (5.63). W jezyku bardziej konwencjonalnym P(k;, k2)
jest po prostu ciagla superpozycja amplitud prawdopodobiefistwa typu ,,fal plaskich”.
Zdefiniujemy teraz wartosé¢ oczekiwang operatora A.
Definicja. (4> = lim ZZH[E(Z&A)—E()L,-)WHZ jest wartosciq oczekiwang obserwabli

A w ukiadzie opisywanym wektorem stanu . PodzieliliSmy tutaj widmo na przedziaty
o diugosci 4 i A; jest dowolnym punktem w i-tym przedziale. Przez symbol lim rozumiemy
granice, w ktorej dlugos¢ przedzialu dazy do zera.

Fizyczny sens wartosci oczekiwanej jest bardzo prosty. Jest to warto$¢, jaka otrzymali-
by$my, biorac $rednig z duzej ilosci pomiaréw 4 w ukladach fizycznych znajdujacych sig
w stanie y. Kazdy mozliwy wynik pomiaru, 4;, jest obdarzony w tym wzorze pewna waga,
réwng prawdopodobiefistwu znalezienia wyniki W otoczeniu ;. Zauwazmy, ze (4 jest
liczba, a nie operatorem. :

Twierdzenie. {4) = (y, Ay).

Dowéd. Zgodnie z definicja catki Stieltjesa (5.139)

(v, 4y) = § 2d[p, EQ)] = lim ) Ay, [EGt D)~ E(I)]y).

-0
Z Iirugiej strony, [E(4+4)— E(A4))? = [E(Ai+4)—E(4;)], a wigc korzystajac z samo-
sprzezonosci E, dostajemy

(p, Ay) = lim Y E([EGi+4)— EGlw, [EQi+ A)—EG)ly) =
= nmZ'z;n[E(ziJrA)—E(a,-)wnz = (4).

Przy poriocy wartosci oczekiwanej operatora A definiujemy Srednie odchylenie kwadra-
towe (44)3, ktére jest miara dyspersji rozkladu wokot wartosci $redniej {A).
Definicja. (44)? jest warto$cig oczekiwana operatora [4—{4>]? w stanie y, w ktorym
obliczamy {A».
Twierdzenie. (4A)? = (A*>—{A)2.
Dowéd. (44)* = {[A—{DV = (p, [A={(DPy) = (p, [4> 244> +{4)’]y) =
= (y, A%p) =2y, Ap){A>+<{4)? = (4%) {4 ¢.b.d.o.

Przy otrzymaniu tego wyniku skorzystaliémy kilkakrotnie z poprzedniego twierdzenia.
Zauwazmy, ze zgodnie z nasza definicja,
(44)* = (y, [A—{DVy) = ([A—L D]y, [A-{Dly),
poniewaz A4 jest operatorem samosprzezonym i {(A4) jest rzeczywiste. Zatem
(44)? = |I[A—<D]yll%

a wige, jezeli 44 = 0 dla jakiego$ y, to musi zachodzi¢ [4 —~{4D]y = 0, czyli v musi byé
wektorem wlasnym 4 o wartosci wlasnej {(4). Wynika stad bardzo wazny fakt, a miano-
wicie, ze o ile 9 nie jest stanem wlasnym A, nie mozna dokonaé idealnie doktadnego pomiaru
A w tym stanie. Zatem tylko wariosci 4 nalezace do widma dyskretnego mozna wyznaczy¢
z idealng dokladnodcia. Dla innych wartosci zawsze mamy pewna dyspersj¢ 44 zwigzang
z wynikami pomiaréw.
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Mozna sprawdzié, Ze jezeli y jest rowne @,, unormowanemu wektorowi wlasnemu 4
nalezgcemu do wartosci wlasnej 4,, to rzeczywiscie 44 = 0. Istotnie, z dwdch rdwnosci
(A) = (Dy, AD,) = /o,

<A2> = (®n5 A2¢n) = (A®n’ A¢n) = )»%;
wynika

A4Y* = (A~ A)* = B—I7 = 0.
Ponadto, jezeliy = @,, to prawdopodobiefistwo otrzymania w wyniku pomiaru A wartosci
A z przedziatu pomiedzy 4, i 4, jest zero, gdy [A,, 4,] nie zawiera 4, i jeden, gdy [4,, 2,]
zawiera A,. Dla dowodu wystarczy pokazaé. ze prawdopodobienstwo znalezienia / w ma-
lym przedziale wokot 2, jest rowne 1. Zgodnie z aksjomatem IV mamy

P(2a—¢, 2+6) = [[E(2a+8)— E(Zn— )] Pull* = (s, Po)I* = 1,

gdzie skorzystalismy z (5.142). Tak wigc prawdopodobienstwo, ze w wyniku pomiaru A4
otrzymamy warto$¢ 4, jest rowne 1. Innymi stowy, jezeli uklad znajduje si¢ akurat w stanie
wlasnym 4 w tym sensie, ze wektor stanu jest wektorem wlasnym 4, a nie superpozycja
roéznych wektordéw wiasnych, to z cata pewnoscig wynik pomiaru 4 bgdzie wartoécig wlasng
odpowiadajaca temu wektorowi wlasnemu.

Po tej szczegélowej analizie przypadku pojedynczego pomiaru wspomnimy krétko
o waznym uogdllnieniu aksjomatu IV, dopuszczajgcym jednoczesny pomiar rdéznych
obserwabli.

Aksjomat IV’.  Niech 4, B i C bedg obserwablami takimi, Ze odpowiadajace im
liniowe operatory komutuja, to znaczy [4, B] = [4, C] = [B, C] = 0. Wdwczas prawdo-
podobienstwo, ze jednoczesny pomiar 4, Bi C w ukladzie opisywanym wektorem stanu ¥
da warto$¢ A pomiedzy a, i a,, B pomiedzy b, i b,, a C pomiedzy ¢, i ¢,, Wyraza si¢
wzorem

Play, ay; by, by; ¢4, €2) = |[[Ea(az) — E(ay)] [Ep(b2)— Ep(b,)] 1Ec(c2) = Ec(c)IPII%,
gdzic E (a), Ep(b) i Ec(c) sa rozkladami jednosci odpowiednio 4, B i C.

W przypadku pojedynczego pomiaru aksjomat IV’ jest oczywiscie rGwnowazny aksjo-
matowi IV.

Zauwazmy, ze dzigki komutowaniu 4, B i C komutuja réwniez E4 (@), Eg(b) i Ec(c),
a zatem kolejnod¢ wystepowania operatoréw rzutowych po prawej stronie tego wzoru
nie jest istotna. Oczywiscie gdyby kolejnosé odgrywala jakas role, pojecie jednoczesnego
pomiaru stracitoby sens. Mechanika kwantowa zaprzecza mozliwosci jednoczesnego
pomiaru niekomutujacych obserwabli, stad tez p, i x, dla ktérych [x, p,] = ik, nie moga
by¢ zmierzone jednocze$nie. Wigcej §wiatla na znaczenie Jednoczesnego pomiaru obser-
wabli rzuci dyskusja aksjomatu VI omawianego dalej.

Wszystko, o czym mowilismy dotychczas, dotyczylo wiasnoéci ukladu fizycznego
w ustalonym momencie czasu. Musimy teraz okresli¢, co dzieje si¢ z ukfadem, gdy czas
si¢ zmienia.

Aksjomat V. Dla kazdego ukladu fizycznego istnieje operator hermitowski A (zwany
hamiltonianem lub operatorem energii), okreslajacy rozwéj w czasie wektora stanu ukiadu,
¥, poprzez tzw. zalezne od czasu réwnanie Schrédingera:

¥ (x, t)

HY (x,0) = ih —

(5.144)
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przy zaloZeniu, Ze ukiad nie podlega zakidceniom z zewnatrz (np. zwigzanym z pomiarem;.
Tutaj i jest stalg réwng 1,054 10727 erg - 5.

Aksjomat T mowi, ze wektor stanu ¥ jest unormowany. Dla uzyskania pewnosci,
ze nasz uklad aksjomatéw nie jest sprzeczny, musimy pokazaé, ze opisywana réwnanicm
(5.144) zmiana wektora stanu nie ma wplywu na jego normalizacje. Innymi stowy, musimy
dowie$¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie.

% ,¥)=0.

Dowéd.
--gT ) = (»%E;—, 'P) + (‘If, ﬁa—&;—) .
Ale
Ay

- 3 1,

a wiec

9 . u__(_] oy (T_]_ l’j)__ U g gy o gyn L
—gt-(]/,f)-— _if?HI’y +~.&j’ 7 AY) = -—iE(HI,y)+kY,H}’)m =

___1_ s 7 74 u_l,._
= - (Y,HY)+(9,H]){,h = 0,

poniewaz H jest samosprzgzony. Tak wigc aksjomat I jest zgodny z aksjomatem V.

Na ogél rozwigzanie zaleZnego od czasu réwnania Schrodingera dla hamiltonianu
bedacego skomplikowana funkcja czasu jest sprawg trudng. JeZeli jednak hamiltonian
nie zalezy od czasu, problem powaznie si¢ upraszcza. W takim przypadku przy pomocy
elementarinych przeliczeis mozna sprawdzié, Zze rozwigzanie réwnania (5.144), ktére dla
t = 0 sprowadza sie do ¥(x,0), jest po prostu

Y(x, 1) = e~ HIP(x 0). (5.145)

Poniewaz operator H jest samosprzgzony, dysponujemy jego rozkiadem jednosci i (5.143)
przybiera postaé

0
Px,t) = \ e~ “hd[E()P(x, 0)]. 5.146)
Znowu mozna w sposdb elementarny sprawdziC, ze tak okreslone ¥(x, ) spetnia réwnanie
(5.144). Zauwazmy, Ze jezeli widmo H jest czysto dyskretne, to zgodnie z (3.143) rownanie
(5.146) przechodzi w

Pix, 1) = Y e (g, Wit = 0))gu(x), (5.147y

gdzie ¢, sg wektorami wlasnymi H, a &, odpowiadajacymi im wartoSciami wlasnymi.
Zgodnie z aksjomatem IV, prawdopodobiefistwo otrzymania wartosci e, przy pomiarze
energii ukladu o wektorze stanu ¥(x, 0) jest po prostu

P(e,; t = 0) = [(¢n, ¥(t = 0)))2.
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Z (5.147) widaé, ze w chwili czasu ¢ prawdopodobiefistwo otrzymania wartosci ¢, przy
pomiarze H jest

Plea; 1) = le™ 15, W(t = O))|? = [($n, Pt = O)I> = Plea; 1 = 0),

tzn. prawdopodobienstwo uzyskania dowolnej konkretnej wartosci energii nie zalezy
od czasu.

Rozwazmy teraz przypadek bardziej ogdlny. Przypusémy, Zze 4 jest dowolng obserwabla
o rozkliadzie jednosci E£,(4). Zgodnie z aksjomatem IV, prawdopodobieistwo otrzymania
wartosci 4 pomiedzy A; 1 A, jest

P(hys 225 8) = [{[E4(2) — Eq(A))Je™ H P (x, 0)j),
gdzie skorzystalismy z (5.145) zakladajac nadal, ze H nie zalezy od czasu. Uczywiscie
na ogét P(A,, 4,;¢) zalezy od czasu, sg jednak dwie wazne sytuacje, gdy tak nie jest.
1. Y(x, 0) = ¢,(x), gdzie ¢,(x) jest wektorem wilasnym H.
W tym przypadku
P(hy, Az t) = [{{Es(22)— E4(A))]e™ *nlhd, (x) 112,
ale e~¥n'% jest liczba zespolong o module 1 i nie moZe mie¢ wplywu na warto$¢ normy,
a wigc
P(Rys 223 1) = Es(22) = EA(A)IPI? = P(Ay, 225t = 0).
2. H komutuje z 4.
W tym przypadku H komutuje takze z E (%), a wigc

P(Ay, hAps t) = [le”PAE (R} — E4(Z2 1P Cx, O)lf.
Ale na mocy twierdzenia 4.13 dostajemy
Py 233 1) = [[Ea(d) — EaG OV (x, O = P(Ay, A5 = 0),

poniewaz exp[—iHt/h] jest operatorem unitarnym. Wynika stad, Ze wyniki pomiaréw
obserwabli, ktére komutujg z hamiltonianem, nie zaleza od tego, w jakim momencie
czasu pomiar zostal przeprowadzony.

Przeanalizujmy teraz przykladowo sytuacje dla pewnej szczegdlnej obserwabli, a mia-
nowicie dla operatora polozenia czastki. Wprowadzili§my juz poprzednio operator X
zdefiniowany wzorem Xf(x) = xf(x) i stwierdziliémy (patrz zadanie 5.26), ze jego rozklad
jednosci dany jest wzorem

di <é§,
Ex(5)f(x) = {g(x) dl: J)CC > §.

Pytamy teraz, jakie jest prawdopodobiefistwo, ze czgstka w stanie ¥ znajdzie si¢ pomigdzy
&, 1 &,7 Zgodnie z aksjomatem IV,

P&y, §25 1) = |IEx(€:)— Ex(§D1W(x, )]}

Z definicji Ex(£) wynika, Zze wektor, ktérego norme¢ mamy obliczy¢, jest po prostu funkcja
réwna zeru na zewnatrz przedziatu {£,, &,] i réwng ¥(x, t) wewnatrz tego przedziatu.
Zatem
2
Pty &250) = | [P(x,0)|%dx.
&
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Zauwazmy, ze prawdopodobiefistwo znalezienia czgstki gdziekolwiek jest jedynka dzieki
unormowaniu ¥. Jezeli polozymy &, = £—A4/21 &, = £+A4/2, to dla matych 4 widad, ze
prawdopodobiefistwo znalezienia czastki w matym przedziale o diugosci A4 wokd! punktu &
jest téwne P = [WP(&,1)|24; stad |P(x, t)]* nazywa si¢ gestoscig prawdopodobierstwa,
o(x, t). Wynik ten podaje sie czgsto na poczatku kursu mechaniki kwantowej. Historycznie
zostal on odkryty w trakcie pionierskich prac Borna nad probabilistyczng interpretacja
mechaniki kwantowej. Tutaj podaliémy ten rezultat jako przypadek szczegdlny aksjomatu
IV. Zauwazmy, ze w ogélnoéci prawdopodobienistwo znalezienia czastki w okreslonym
obszarze zalezy od czasu, jezeli jednak ¥(x,?) jest stanem wlasnym hamiltonianu, to
Y(x, {) wiaZe si¢ z ¥(x, 0) jedynie przez czynnik fazowy i [P(x, t)|?> = [¥(x, 0)}?, a wicc
prawdopodobiefistwo znalezienia czastki w dowolnym obszarze jest stale w czasie. Dlatego
wiaénie stany wlasne hamiltonianu sa czgsto nazywane stanami stacjonarnymi.

Na koniec obliczymy w oparciu o aksjomat V prawdopodobienstwo P(&,, &,;¢) dla
konkretnego stanu poczatkowego P(x,t = 0). Dla prostoty zatozymy, ze ¥(x, 0) dane
j est wzorem

P(x,0) = (1/)/rad)e*2e2,
Stad poczatkowa gestosé prawdopodobieristwa jest réwna (1/m/2g)e~**** i prawdo-
podobiefistwo znalezienia czastki w odleglo§ci wigkszej niz @ od poczatku ukladu jest
bardzo male w poréwnaniu z prawdopodobienstwem znalezienia czastki w przedziale
od —a do 4. Zalézmy, ze mamy do czynienia z czastkg swobodna (i ograniczmy si¢ do
zbadania wystgpujacej W tym problemie zalezno$ci od x). Hamiltonian jest réwny po
prostu H = pZ[2m, gdzie m jest masa czastki, a wiec zgodnie z aksjomatem V i (5.145),

1

Y’(x, t) - e—ipitllmﬁ
na?

—x2)2q2
r e .

Korzystéjac z ,(5.146_)),i przedstawienia spektralnego, ktére dla p, juz 'wyznaczyiiémy,

otrzymujemy
=]

: L.
W) = g | emn e

-0

Ale, zgodnie z poprzednimi rozwazaniami,
k

EQf () = # { esurar,

gdzie f oznacza transformate Fouriera funkciji f. Transformatq Fouriera funkcji ¥(x. 0)
latwo obliczy¢, jest ona réwna o v

L

Pk, 0) = Ve e
P . ’ = ? (9 .

Zatem
k
s/ a kX o —a2k'22 A1
’yf(x,t)-;]/‘hs exﬁkzrlmd[g e e 12dk

- - o
© .~
4 az ) . . . Do
= z;c—3— S e—if!kzlfzme"“zkz/z e'kxdk_ , ‘ “" - v
3 2o ¢ - PR U
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Po obliczeniu tej ostatniej catki dostajemy

1 1 x2
Yix,t) = Y ]/_F cxp [_ '2a(a+iht/ma)} ?

a+i—
ma

a zatem ggsto§¢ prawdopodobienstwa dana jest wzorem
o(x, 1) = [¥(x, )2 = (1Y =d7)e" 4%,

gdzie A% = @+ (ht/ma)*>. Widaé, ze szeroko$¢. rozkladu prawdopodobiefistwa roénie
z czasem. Zjawisko te znane jest pod nazwg ,,rozpiywania si¢ paczek falowych”. Szeroko$¢
poczatkowa byla réwna 2a; szeroko$é po czasie t jest 2)/a®+ (htjma)?. Zeby zdobyé
pojecie o tym, jakie wartoéci liczbowe wchodza tu w gre, rozwazmy konkretny przypadek.
Niech czastki nasze bgda elektronami, a ¢ = 1 mm. Odpowiada to sytuacji, gdy dyspo-
nujemy wiagzkg elektrondw skolimowang przez szczeling o szerokoSci réwnej w przyblizeniu
1 mm. Jezeli wstawimy do wzoru m = 9-1072%8 g i i = 10-27erg-s, to stwierdzimy,
ze szeroko$é podwaja si¢ po okolo 15 milisekundach. Jest to okres bardzo krétki w skalr
makroskopowej, ale dla elektrondéw bardzo dlugi. Na przyklad czgsto spotyka sie pred-
kosci elektronow rzedu 10% cmyjs. Taki elektron w ciagu 15 ms przebylby droge 1,5 106 cm
czyli 15 km! Zatem wigzka elektronow majaca szerokos$¢ poczatkowa 1 mm i poruszajaca
si¢ z predkoscig 10® em/sek przebylaby 15 km zanim szerokosC jej ulegtaby podwojeniu.
Rachunek taki zaklada oczywiscie, Ze eicktrony s3 istotnie swobocdne; zaniedbujemy
zderzenia, sily elektromagnetyczne, sily grawitacyjne itp.

Do peinego uktadu aksjomatéow brakuje nam jeszcze metody zdobywania informacji
na temat wektora stanu ¥, podstawowej wielkosci z poprzedniego aksjomatu. Klucz
do tego zagadnienia stanowi nastgpujacy aksjomat.

Aksjomat VL. Jezeli w chwili # = 0 zmierzymy jednocze$nie komutujace ze soba obser-
wable 4, B i C i stwierdzimy na pewno, Ze wartosci tych obserwabli leza odpowiednio
w przedziatach pomiedzy ay i a,, b, i b, oraz ¢, i ¢,, to bezposrednio po pomiarze wektor
stanu spelnia réwnanie

[Ea(a:)— E4(a))] [Ep(b2) — Es(b)] [Ec(er)— Ec(e ¥ = . (5.148)

Mozna powiedzieé, ze pomiar powoduje zrzutowanie poczatkowej funkcji falowej na
podprzestrzens przestrzeni Hilberta zwigzana z operatorem rzutowym

[Esar)— Eq(ay)] [Ep(by)— Ep(b1)] [Ec(cy)— Ecley)).

Zauwazmy, Ze dzieki aksjomatowi IV z réwnania (5.148) wynika *ze jezeli ponownie
zmierzymy A (czy B lub C) bezposrednio po pierwszym poiniarze, to otrzymamy warto§é
pomiedzy a, i a, (czy tez &, i b, lub ¢, 1 ¢,) z prawdopodobicnstwem jeden.

Rozwazmy najpierw pomiar jednej obserwabli, powiedzmy 4. JeZeli pomigdzy @, 1 a,
jest tylko jeden punkt a nalezacy do widma operatora 4, to, zgodnie z (5.141),

¥ = ep,,

oile a nie jest zdegenerowanc. Tutaj ¢, jest unormowanym wektorem wlasnym A nalezacym
do a, a €™ jest czynnikiem fazowym, ktérego nie mozna wyznaczyé. Oczywiscie, zgodnie
z poprzednimi aksjomatami, czynnik ten nie ma wplywu na wyniki pomiaréw. W takim
przypadku pomiar 4 w pewnym sensie ,,wtrgca’ uklad w stan wlasny operatora 4. Za-
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uwazmy, Zze nie wynika stad, ze uklad byt w stanie ¢, przed pomiarem, a jedynie, ze jest
w stanie ¢, po pomiarze. MyS$my niejako ,,przygotowali” ukiad w stanie ¢,. Gdyby wartoé
wlasna g miala krotno$¢ u, > 1, to, zgoduie z (5.142), po pomiarze 4 mozemy powiedzieé
jedynie, Ze wektor stanu zmajduje si¢ w podprzestrzeni przestrzeni Hilberta rozpigtej
na y, ortonormalnych wektorach wlasnych 4 nalezacych do @, to znaczy

“ﬂ
Y= . C,¢,(,y) R
gdzie

#ﬂ
]cvtz = 1.
v=1
Zatem w tym przypadku nie da si¢ przez pomiar 4 wiraci¢ ukladu w jeden okre§lony stan.
Aksjomat VI pozostawia nam jednak dalsze mozliwosci. Mozemy wybraé teraz inng
obserwable¢ B, ktdrej operator komutuje z 4, a nastepnie zmierzyé 4 i B jednocze$nie.
Przypu$émy, ze stwierdzimy, iz warto§¢ A4 lezy na pewno pomigdzy @, i a,, a warto§¢ B
lezy na pewno pomigdzy b, i b,. Ponownie zakladamy, Ze a jest jedynym punktem widma
A w przedziale pomigdzy a, i @, i 7e a ma krotno$é p,. Wowczas

[Ea(az)— Ea(a)}¥ = 2 ¢, ¢ (5-149)
r=1

Zakladamy réwniez, zé pomiedzy b, i b, jest tylko jeden punkt b nalezacy do widma B
i ze ma on krotno$é¢ u,. Z (5.142) i (5.149) dostajemy

[Ep(by)— Eg(61)] [E4(a2)— Es(a)}¥ = z Z Cv(‘ﬁfiz,)‘f’g) Y.
r=13=1

Wiemy z twierdzenia 4.22, ze kaxly wektor wlasny 4 musi byé wektorem wlasnym B
i vice versa, a wigc (@, ¢) =1 dla ¢P = ¢’ i znika w przeciwnym przypadku.
Moze si¢ zdarzyé, Zze jest tylko jedna para (4,7), dla ktérej (@8, 6§ = 1. W takim

przypadku aksjomat VI mdwi, Ze
P = P = P,

a wiec wektor stanu ukladu zostal jednoznacznie wyznaczony.
Jezeli wystepuje wigeej niz jedna taka para, dla ktérej nie znika (@5, $7), to zbierajac
wszystkie takie pary, dostajemy

N\ ' ; v
=Yg = et
i

tzn. ¥ lezy w podprzestrzeni przestrzeni Hilberta rozpigtej na wspdloych wektorach
wiasnych operatoréw A i B nalezgcych do aib. W tym ostatnim przypadku wektor stanu
nie jest wyznaczony jednoznacznie, a wigc musimy znaleZé nows obserwable C komutujaca
z A i B i powtdrzyé caly proces. W ten sposéb kiedy§ wreszcie uda nam sig wyznaczyé
jednoznacznie stan ukfadu. '

Zbiér komutujgcych obserwabli o tej wlasnoéci, Ze ich iednoczesny pomiar okresla
jednoznacznie wektor stanu ukladu, nazywa si¢ zupefnym zbiorem komutujacych obser-
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wabli. Na przykiad, dla elektronu w polu kulombowskim przy zaniedbaniu spinu zbidr
taki tworza H, L? i L, (gdzie H = p*/2m—c?{r, a L jest orbitalnym momentem pedu
elektronu). Samo H i L? nie tworza zupelnego zbioru obserwabli, poniewaZ po pomiarze
encrgii 1 catkowitego momentu pedu pozostaje jeszcze degeneracja odpowiadajaca mozli-
wym wartosciom z-towej skladowej momentu pedu. Jezeli uwzglednimy spin elektronu,
to H, L?, S? J21J. tworza zupelny zbiér. Tutaj S jest spinowym momentem pedu elektronu,
aJ = L+8 jest calkowitym momentem pedu elektronu. Zbidr ten nie jest jednoznaczny.
Podobng wlasno$¢ ma H, L2, L., S* i S.. Ktéry ze zbiorédw jest bardziej pozyteczny —
to zalezy od konkretncj sytuacji. Gdyby$my chcieli uwzgledni¢ efekty relatywistyczne,
wchzajéc oddzialywania magnetyczne poprzez dodanie do hamiltonianu wyrazu AL - Sfr3,
to drugi z podanych wyzej zbioréw przestajc by¢ zbiorem zupetnym, podczas gdy pierwszy
nadal ma te wlasnosc, bo

L'S = (J?—L*=5%/2.

Tak wiec aksjomat VI umozliwia nam bardzo wazne w praktyce kontrolowanie wa-
runkéw poczatkowych eksperymentu poprzez przygotowywanie standw kwantowych.
Bez tego aksjomatu aksjomat IV bytby pozbawiony sensu, bowiem gdyby$my nigdy nie
znali wektora stanu ukfadu, nie mogliby§my mie¢ nadziei na wyliczenie prawdopodobien-
stwa otrzymania pewnego konkretnego wyniku przy pomiarze.

Zadania

1

1. Dowies¢ na dwa sposoby, ze | P,(x)dx = O dlan # 0.
1

Z. Metalowg wydrazona kule o promieniu R i $rodku w punkcie x = y =z =0
przecieto na dwie potowy wzdluz plaszczyzny z = 0. Nastgpnie obie poldwki rozsunieto
na nieskonczenie mala odleglo$¢ i gérna natadowano do potencjalu +V, a dolng do
potencjalu — V. Pokazaé, Zze potencjal wewnatrz kuli wyraza si¢ wzorem

© : 2041
r @nH! 4143
p(r,O) =V E (-1)'(_R_) _@%{ 573 Pyi4,(cos®),
f =0 '

gdzie O jest katem pomiedzy kierunkiem na dany punkt i osig z.

Wskazéwka: V3y = 0 wewnatrz i na powierzchni wydrazonej kuli. Oczywiscie y nie
zalezy od ¢ (kata azymutalnego). Poprzez zwykly proces separacji zmiennych stwierdzamy,
Ze rozwiazanie jest postaci ' '

y(r,0) = i [t + Byr==1] [C, Pi(cos@) + D; Q)(cosO)].

Warunek skoficzonoéci y(0, @) implikuje znikanie wszystkich By, a dla (r, 0) oraz
w(r, ) — znikanie wszystkich D,. Pozostaje problem matematyczny — wyznaczy¢ stale
A;C, = oy z warunku granicznego:

+V dla 0<6 <x/2,

V(R 0) = {—-V da =2 <0 <.




3. Kula z przewodnika o promieniu & znajduje si¢ w nienaladowanym obszarze pola
elektrycznego. Rozklad potencjalu na jej powierzchni dany jest funkcja ¥V = F(@), gdzie
(r, ¢, 0) sa wspdtrzednymi sferycznymi z poczatkiem ukladu w $rodku kuli. Wyznaczyé
potencjal w kazdym punkcie przestrzeni wewnatrz i na zewnatrz kuli, tzn. rozwigzaé
réwnanie Laplace’a V2V = 0 przy zaloZeniu nast¢pujacych warunkéw brzegowych:

1. IimV(r,®) = F(®), 0<0 <=,
rd
2. limV(r,®) =0

r—o0

(potencjat znika w punktach polozonych daleko od kuli).

Wskazéwka: Skorzysta¢ z metody separacji zmiennych. Réwnanie radialne rozwigzaé
/2
przez podstawienie r = ¢'. Po rozwigzaniu polozy¢ wykladnik réwny — % + () + 4)
= npo to, zeby A = n(n+1) (4 jest stala separacji). Rownanie na @ rozwiazaé przez odpo-
wiednia zamiang zmiennych.

Odpowied?:
> 2n+l 1" :
Wewnairz kuli: V(r, 0) =y —X— 22 P,(cos6) S FP,()dx,
n=0 -1
<d, F(O) = f(cos®).
[ 1
. -~ n+1
Na zewnqtrz kuli: V(r, 0) = Z —2’12—“—% P,(cos®) S f(x) P,(x)dx.
n=0 -1

4. a) Pokaza¢, ze dla funkcji

=1, —-=®<x<0,
+1, O<x<m,

s =

przedstawienie przy pomocy szeregu Fouriera o okresie 2n ma postaé

1) = —i_ Z 2n1_ - sin(2n-1)x.

Poréwnaé ten wynik z rozwinigciem tej samej funkcji na wielomiany Legendre’a — patrz
Jackson, Classical Electrodynamics, str. 58-59.

b) Wyprowadzi¢ z szeregu Fouriera otrzymanego w (a) przedstawienie = przy pomocy
nieskonczonego szeregu, w miar¢ mozliwosci szybko zbieznego. Pouczajace bZ}oby zro-
bienie wykresu kolejnych przyblizen f(x), tzn. funkcji

4 1
Snl%) = %—Z S sin(n—1)x

n=1

dla kilku wartosci m, aby zobaczy¢, jak ze wzrostem m S, (x) — f(x).

¢) Zjawisko Gibbsa: Pokazal, ze szereg Fouriera przekracza tg funkcje o okoto 18%
po lewej i prawej stronie bardzo blisko poczatku ukladu wspdtrzednych. Zadanie to nie jest
tatwe. Wskazéwki mozna znaleZé w ksigzce Sommerfelda Partial Differential Equations in
Physics, str. 7-12, lub u Morse’a 1 Feshbacha, str. 747.
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5. Dowied¢, ze jezeli f(x) jest rzeczywiste, to
O‘O 0
%) =71-S du S A)cosu(t—x)dt.
] -0
6. Rozwiaza¢ réwnanie catkowe

<«

. e dl >0
S g(t)cosxtdt = {e 2
5 e dla x<0

} (o > 0)
Odpowied::
2 o
gt) = —

T at412

7. a) Pokazad, ze energia przekazana sprezynie przez zalezng od czasu sitg F(¢) okreslong
wzorem (patrz rys. 5.6)

0, 1< —1:,}
F(t) = {Fot[2r+1/2),;  lI<7,

F, t>T, I

jest
AE = 5 (Fofor)? (iin—‘"-’—\ 2
2m 0 wT ,’ M
W skazéwka: Obliczaé kolejne pochodne F(r) az do uzyskania funkcji o znanej trans-

formacie Fouriera.

A

FQEVR FvR
1,01 1,0
05 0,5/
) TR i1 ' [ : ’ \ . ' ; . s o
-7 0 T t —_T 0 T t
Rys. 5.6, Rys. 5.7.

b) Pokazad, ze przekazy energii w granicy adiabatycznej i w granicy krotkiego impulsu
sa zgodne z analogicznymi granicami obliczonymi dla funkcji sity typu catki prawdo-
podobienstwa (przykiad 3, § 5.7).

c) Dla pewnych skonczonych wartosci wr nie bgdzie przekazu energii do sprezyny,
Wyznaczy¢ te warto$ci i wyjasnié fizyczny sens tego zjawiska.

Rozwiazaé zadanie 7 dla funkcji sity (rys. 5.7)

0, r< —=, ‘

, !’ % v 3
oL 2 e

I'F(,, t>71 I
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Odpowied?:

1 9 .
AE = S (Folw)? @of (Sinwe T— Wg TCOSWq T)2.
Granice adiabatyczna i krétkiego impulsu powinny sie zgadzaé i rzeczywiécie zgadzaja si¢
(dowie$¢ tego) z granicami z zadania 7. Analogicznie do punktu (¢) wyznaczyé potoZenie
pierwszego zera w AE. Wynik powinien byé

ot = 4,49.

9. Obliczy¢ trdjwymiarowe transformaty Fouriera nastgpujacych funkeji:

a) H(r) = E—-Zh[

il
b) F(r) = nll‘l—l (Dla prostoty rozwazyé F(r) jako szczegdlny przypadek H(r)).

(©) Y(r) = e~*r {Transformata Fouriera tej funkcji moze by¢ takze otrzymana z trans-

formaty H(r)).
10. R6wnania Maxwella w prézni w jednostkach ukladu Gaussa maja postac:
rotE = — i—?ﬂ, divH =0, rotH= i@—, divE = 0.
¢ Ot c Ot

W dowolnej chwili czasu mozna przeprowadzi¢ analiz¢ fourierowska pola elektrycznego
(i magnetycznego):

S E(k,7)ekrdk, itd.

-0

1

Er,?) = @

(Tutaj transformata fourierowska funkcii E(r, #) zostala oznaczona przez E(k, t), a wigc
pierwszy argument odrdznia sama funkcje od jej transformaty. Jezeli kto§ uwaza t¢ notacje
za mylaca, moze przyjaé inna).

a) Dowies¢, ze transformaty Fouriera pola elektrycznego i magnetycznego spelniajg
nastepujace rownania:

D HGE, 1) = —ic@x EK, 1),

2)k-EX,t) =0,

3) Ek, 1) = ic(k x Hk, 1)),

Hk-Hk,?) = 0.
Te cztery rOwnania sa réwnowazne roOwnaniom Mazxwella. Przejcie od réwnan Maxwella
do nich jest dobrym punktem wyjscia dla kwantowomechanicznej analizy pola elektro-
magnetycznego.

b) Korzystajac z wynikow punktu (a) dowiesé, ze transformata Fouriera pola elektrycz-
nego spetnia jednorodne réwnanie falowe, to znaczy

82
[ — + czkz]E(k, )= 0.

11. Pokazaé w sposob nieformalny, ze
. singx
lim 118
g=ow TX

, &>0

jest reprezentacja funkcji é Diraca.

283



12. Dowiesé, ze

-]

7.
) dla 0 x| <a,

. ( 1
. hm{ — ¢,
3(x) = 1n-w\ {4l
I() w pozostaiych przypadkach,

jest rowniez reprezentacja funheji 0, o ile ¢, 53 ddne wzorem (5.28). Pokazaé stad, ze

o(ax) = (1/lal) 6(x).
13. Pokazaé, ze jezeli r = (x2+y?+:23)V2, to

V2 (,i) = —4=8%().

Wskazéwka: Skor?ystdc z twierdzenia Greena.

14. Dowies$é rdwnos¢ Parsevala (3.11) w przestrzeni Hilberta, stosujac relacje zupetnosci
Bessela (5.10) do funkcji f4+g, a nastgpnie odejmujac analogiczne relacje dla £ i dla g.

15. Operator parzystosci P odgrywa zasadnicza rolg w wielu gateziach fizyki. Pokazad,
ze wielomiany Gegenbauera sg funkcjami wlasnymi P, tzn. jezeli wiodaca potega x w G (x)
jest parzysta, to G7(x) zawiera wylacznic parzyste potegi x. Jedna z mozliwych metod
dowodu polega na sprowadzeniu do nicdcrzecznodci. Niech Gy (x) = gn(x)+ul'(x), gdzie
gm™(x) zawiera tylko parzyste, a u,'(x)— nieparzyste potegi x. Wnioskujemy stad, ze
(L=-7)gr =01 (L—2A)uy =0, gdzie L jest operatorem Sturma-Liouville’a, ktorego
funkcjami wiasnymi sg wiclomiany Gegenbaucra. Zatem gy(x) 1 uj(x) sg liniowo nie-
zaleznymi (poniewaz nalezg do roznych wartoSci wlasnych P) rozwiazaniami réwnania
Gegenbauera 1 do tego rozwiazaniami typu wielomianéw. Mozna stad wywnioskowac,
ze ul'(x) = 0. (Wskazéwka: wiemy, ze dla wielomiandw Gegenbauera A, = —n(n+2m-+
+1)). Zatem G (x) zawiera tylko parzyste potegi x i ma parzystosé + 1.

16. Dowies¢, ze z dokladnoscia do czynnika fazowego istnieje jeden i tylko jeden
zupehy zbiér funkcji ortonormalnych na pownerzchm kuli jednostkowej, Y,,,. Skorzystac
z indukcji wzgledem / przy ustalonym m = m’.

17. Pokazaé, ze jezeli [x;, p;] = ihd;; fi,j =1,2,3) oraz L =rxp, to

. WAl
(L:, L) = ih Z &iji Ly
k

Definivjagc Ly = L +iL, i L. = L. —iL,, pokazaé, ze [Ly, L-] = 2hL,. Pokazaé takze,
ze jezeli okreslimy
Om = LY"p, L-py=0,
gdzie / jest liczba calkowita, to
L.¢p = ba(l+m) (I—m+ 1), -

18. H,(x) sa wielomianami Hermite’a. Dowiesé, ze dla kazdego n:

&) #0 = (-1 Z ) 0 =0,

) Hansa(©) =0, d) Hiora(@) = (-1y2 &0
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19. Z definicji wynika jasno, ze zbiezno$¢ punktowa nie implikuje zbieznosci
stajnej. Powstaje wobec tego pytanie, czy ze zbieznosci punktowej wynika zbieZnosc
w sensie wartosci $redniej? Pokazaé, ze ciag funkcji :

nl/Z
e

2

Jalx) = KCT,

jest zbiezny punktowo dla kazdego x do funkcji zerowej, to znaczy
lim f,(x) = 0,

ale nie jest do niej zbiezny w sensie wartosci $redniej, to znaczy

©

lim S [0—f,12dx = 1 # 0.

2-
w_w

20. Niech {Q,} bedzie ortonormalnym ukladem wielomianéw Sturma-Liouville’a.
Dowiesé, ze funkcje QF, 03, ... tworza ortogonalny uklad wielomianéw z wagg wa (notacja
jest tutaj taka jak w § 5.10).

21. Pokazaé, ze zbiér funkcji {x™, x™*+*, ...} jest zbiorem zupelnym w sensie wartosci
$redniej na przedziale [—1, +1]dlam = 1. (Oczywiscie dla m = 0 wynika to natychmiast
z twierdzenia Weierstrassa).

22. Wyprowadzi¢ pierwsze cztery ortonormalne wielomiany dla zupelnego zbioru
{x, x%, x%, ...} na przedziale [—1, +1] i napisaé kilka pierwszych czlondéw rozwinigcia
funkcji f(x) = 1 przy pomocy tego zbioru. Jak wygladaja graficznie dwa pierwsze przybli-
Zenia?

23. Rozwazmy réwnanie Bessela Bf, = n?f, na przedziale {0, o), gdzie

d? d )
dx2 +x Ti;— +x“.

a) Przy uzyciu metod oméwionych w § 5.10 znalezé wage odpowiadajaca réwnaniu
Bessela.

b) Pokazaé, Ze jezeli n # m 1 w(x) jeét waga z punktu (a), to

B = x?

{ 20 Lom()w()dx = § J2n 1) zm s (I W(x)dx = 0.

Mozna skorzystaé z faktu, ze dla matych x

PR

J(x) = '/ % [cos(x— nTn - %) (1+0(x?)—

4n?—1 1 ( o ow )
-—3 —x—sm.x-—z——j)(l+0(x))].

Oba te wyniki mozna tatwo otrzymaé technika z zakresu zmiennej zespolonej, opisywana
w rozdziale 6.

a dla duzych x
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¢) W oparciu o podane w punkcie (b) zwiazki asymptotyczne obliczyé

@«

S Jan+1(0) Jom{X) w(xydx.
0
d) Czy operator B z rownania Bessela jest operatorem hermitowskim wzgledem prze-
strzeni funkcji spelniajacych

0

{ rerwdx < oo,
V]
gdzie w(x) jest dane w punkcie (a)? (Rozumiemy tutaj oczywidcie, Ze B moze dziata¢ tylko
na funkcje o tej wlasnosci, ze jezeli f nalezy do przestrzeni Hilberta, to Bf takze).
24. PokazaliSmy, ze wielomiany Legendre’a, P,(x), sa rozwiazaniami réwnania

(L=x2)f" () =2xf () +I(I+1)f(x) =0, 1=0,1,2,...,

ortogonalnymi na przedziale [—1, 1]. Nie sg to jednak wszystkie rozwiazania, sa one
tylko jedynymi rozwigzaniami typu wielomiandw.
a) Aby si¢ upewni¢ co do stusznosdci powyzszego stwierdzenia, pokazaé, ze funkcja

‘( T+x)

artghx = —l-log T=x

2
spetnia réwnanie Legendre’a dla / = 0. Zwrécié uwage na to, 2e funkcja ta jest osobliwa
w punktach x = +1.

b) Pokazaé, Ze jezeli szukamy rozwigzania réwnpania Legendre’a w postaci

0.(x) = P(x)arighx+I1,(x),

gdzie II;(x) jest wielomianem stopnia /-1, to rozwiazanie takie zawsze istnieje. Znalezé
niejednorodne réwnanie rézniczkowe, ktére musi spetni¢ I, (x) i pokazaé, ze réwnanie
10 ma zawsze rozwigzanie, Jaki typ warunku brzegowego zostat uzyty przy zadaniu, aby
I {x) bylo wielomianem stopnia /—1?

¢) Poniewaz II,(x) jest wiclomianem stopnia /—1! na przedziale [—1, 1], moze byé
zapisane w postaci kombinacji liniowej wielomianéw Legendre’a. Znalezé wspolczynniki
tej kombinacji liniowej. Dokladnie méwiac, pokazaé, ze ‘

-1
= 2+l
() = 2 }J " P (%),

) mn—0D@m+i+1
gdzie suma zaczyna si¢ od # = 0 dla / nieparzystych i od # = 1 dla / parzystych. Prim
przy znaku sumy wskazuje, Ze wskaZnik sumowania w kazdym kroku zmicnia si¢ o dwa.

" d) Pokazaé, ze (0, P,) = 0.

Wskazéwka: Nie liczy¢ zadnych catek.

e) Z postaci Q,(x) wida¢é, Zze nalezg one do przestrzeni Hilberta funkcji catkowalnych
z kwadratem na [— 1, 1]. Czy tworzg one ortogonalny zbidr funkcji na [—1, 1]? Uzasadnié¢
odpowiedz.

25. Okreslmy funkcje E{Z) o wartosciach operatorowych tak jak w § 5.11. Oznaczmy
symbolami 7, i ¢, (n = 1, 2. ..., N) niezdegenerowane wartosci wlasne i odpowiadajace
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im wektory wiasne operatora hermitowskiego 4, a symbolem P, operator rzutowy zwigzany
z ¢,. Nastepnie zdefinigjmy

0 dla 1A<A4,,

ZP,, da AL <A<y, »=1,2,..,N-1,
ER) =

=1
N
ZP,, =1 dla A3 A
n=1
Pokazaé, ze
1) E(2,) E(4;) = E(Amin), 8dzie Amyn = min(i,, 1;),
2) E(A? = E(%).
26. Niech X begdzie samosprzgzonym operatorem okre§lonym na przestrzeni Hilberta
funkcji catkowalnych z kwadratem wzorem X f(x) = x f(x).
1) Czy X jest dobrze okreSlony na wszystkich elementach przestrzeni? Jezeli nie, to
scharakteryzowaé elementy, na ktérych nie jest okreslony.
2) Dowiesé, Ze Ex(£) zdefiniowane wzorem

dl < &,
Ex(®)f(x) = {{;(x) ) ;‘:g

jest rozkladem jednoéci operatora X.
_ 27. Pokaza(, ze jezeli E4 (1) ma skok w punkcie nieciagtosci odpowiadajacym wartosci
A operatora 4, to

[Edi)—Ealy = ) 67637, v)s
»=0

gdzie p jest krotnoscia 2, {qb,(f” oy = 1,2, ..., u} jest zbiorem u ortonormalnych wektoréw
wlasnych A nalezacych do 4, a A4 i A- sa punktami po obu stronach A w przedziatach
stalosci E(%), tzn. E(A) jest stale w przedzialach [1, 1:+] i [A-, A]. 4 jest dowolnym samo-
sprzezonym operatorem.

28. Wiedzac, ze E4(A) jest rozkladem jednoéci operatora 4, pokazal, ze

[Ea(A2)—E4(A)) = [E4(d;)— E4(A)]
dla 1, > 4,.

29. 1) Czemu jest réwna warto$¢ oczekiwana operatora X z zadania 5.26 w stanie
W(x) = (1/}/mad)e=*12e2

2) Jaka jest dyspersia AX wokot wartosci $redniej X?

3) Czemu jest réwna warto$é oczekiwana operatora p, = —ihd/dx W powyiszym
stanie?

4) Jaka jest dyspersja Ap, wokdt wartosci §redniej p,? Zwréci¢ uwage na fakt, ze wraz
ze zmniejszaniem si¢ dyspersji X (tzn. ze zmniejszaniem a oznaczajacym, ze funkcja ¥ jest
coraz silniej wypikowana w otoczeniu punktu x = 0) dyspersja p, rosnie. Iloczyn obu
dyspersji, AXAp,, jest staly i réwny #/2. Mozna pokazaé, ze dla dowolnego stanu ¥
zachodzi nieréwno$é AXAp, > h/2.
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30. Sprawdzi¢, Ze dla kazdego z, nie nalezacego do widma A,
¢ 1
(A—z)7t = s 7—;(’54(3),
-0
gdzie A jest operatorem samosprzezonym o rozkladzie jednosci E4(2).

31. Przypu$émy, ze chcemy znalezé wektor wlasny i warto$¢ wlasng samosprzezonego
operatora A = Ay+¢ed,;. Wyobrazmy sobic przy tym, Ze znamy rozklad jednosci operatora
Ay, E4(2) 1 zatézmy, Zze dla dostatecznie malego ¢ kazda warto$¢ wilasna 4 moze byé
zapisana w postaci

Ap = O+l D 422D 4 L,
a odpowiadajacy jej wektor wiasny

P = PO +edfV+ e3P+ .,
gdzie Ao = AL, Pokazaé metoda taka jak w § 4.11, ze mozna znalezé niejednorodne
réwnanie na ¢! i ze rozwigzaniem tego réwnania, spetniajacym warunek (¢, ¢{?) = 0,
Jest

1 ‘ )
m“=~SZJde¢@uwaww% W

So
gdzie 2 = (91, 4,9{), a S, oznacza cale widmo A, z wyjatkiem dowolnie malego
przedzialu domknietego wokot punktu A5, Zakladamy, zc widma 4 i 4, nie sa zdege-
nerowane. Pokazaé, Ze w przypadku skoficzenie wymiarowej przestrzeni wektorowej
wyniki z § 4.1 mozna otrzymaé z réwnania (1).

32. 1) Niech A bedzie samosprzezonym operatorem w przestrzeni Hilberta H. Zalézmy,
7e widmo A sklada si¢ ze skonczonego ukladu punktéw {4 <0:i=1,2,...,N} oraz
cakej dodatniej czeéci osi rzeczywistej. Pokazal, ze jezeli najmniejsza (tzn. najwigksza
ujemna) warto$c w}dsna A, 2,, jest niezdegenerowana, to Z;, = min (p, Ay), gdzie
spetnia warunek |[y}] = Yer

(Wskazéwka: Kazdy wcktor w przestrzeni H moZna zapisaé jako

N
Y = Copo+ Zci‘f’i,
i=1
gdzie ¢; sa wektorami wlasnymi A, a ¢, jest wektorem ortogonalnym do wszystkich
¢; ((=1,2,..). Mozna pokaza¢, ze

s Ay) = D Ll
i=0

gdzie {A;:i=1,2,...} jest zbiorem wartosci wlasnych A4, a A, jest liczba dodatnig.
Dalej mozna prowadzi¢ rozwazania tak jak w § 4.9).

2) Napisaé¢ i dowie$é dla A, réwnanie analogiczne do réwnania (1). Jak uogolnié
ten wynik dla dowolnego 2,7 '

33. Rozwazmy kwantowomechaniczne obserwable L., L, i L, w nastgpujacej repre-
zentacji macierzowej: ‘

010 0 —i 0 10 0
Le={101{, L=|i 0—if, L,={00 0
010 0 i 0 00 —I



Hamiltonian ukiadu ma posta¢ H = H,+aoL,, gdzie H, komutuje z L., L, i L,.

a) Przypusémy, ze w chwili t = 0 przygotowaliSmy ukiad w stanie wlasnym L,, a miano-
wicie w stanie naleZzacym do wartoSci wiasnej m = +1 operatora L. Jezeli zmierzymy L,
w chwili poZniejszej 1 = T, to jakie jest prawdopodobiefistwo otrzymania wartosci +1?
Jakie otrzymania 0? Jakie otrzymania —1?

b) Przypusémy, ze zamiast mierzyé L, w chwili # = J', mierzymy L. Jakie wartosci I,
mozZemy otrzymaé w wyniku pomiaru? Jakie jest prawdopodobiefistwo otrzymania kazdej
z tych wartosci?

c) Przypusémy, ze w chwili # = T mierzymy L, i otrzymujemy z prawdopodobiefistwem
réwnym jednosci jeden wynik —1. Po uplywie czasu 7 (tzn. w chwili t = T+ 1) mie-
rzymy ponownie L.. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania réznych mozliwych
warto$ci L.?
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	[y4<2)^]2I,ll \.A(&B\2i,12 ••• [A^B]2i,in |y4<8>-8]2l|21

	{C'}

	1 aj


	/+Tf +

	.1

	F,(«) = Yfc=-^-+C1 + -|

	PRZESTRZENIE WEKTOROWE W FIZYCE

	|x| |yj




	IMI = <*, X)1'2 -- (£ Itt)"2 = (V Ifil2)1'2.	(4-5)

	(x,y) ź (y, x),

	(x,y) =

	=	= IWI2“E|ai|2’


	* = X<XjXj}

	ll*oll2 *	|(*f, XoT,

	I(*»jOI < IM!' 11*11 •	(4.8)


	< IWI2 => l(*»y)\ < NI * Ibll-	c.b.d.o.

	\\x2-ziyi\\

	x2 - (yi, x2)yt I \ x2 Cyx j x^)y 111 '


	(y i, x2)

	Xi ¥= 0,


	(x,y) IMI IMI ’

	2 (y, Uxd (Uxh *) = £ (uiy> ufx) = (ufy’ Ł7tx)-

	INI = lltNI = WINIAN = h

	\X±\ = |e**| = 1,

	(jr„ArJ) = V/to,-= au,

	o !


	t/t = (vw) t = wm = w~1v~1 = (vw)~x = u-1.

	y?> = Y.yM’,

	(W,	x) = 1,

	(y*,y) = Q,

	([A - A]x, iyf) + (?7i, [A - A]x) = 0,	/ = 1,2.

	rt

	x = 2_^xi,





	ai(Ai-ź) = 0, i =!,...,».

	/(*)= \f(k)eik*dk.

	Z(ri+r2)\


	r PL ~a

	^ = /fe) = ~il(e2/‘') = “77’46eV’

	Aj = Wij,

	, _ (x> Hx)

	, 1 V* 1



	0Xi dt \ 0Xi}

	m-(o2n = o,	(4.4i)


	„,2= «,{/£)

	i«, t/f) > o, (i, m > o.




	«o>, m = y^fw, n<‘>)Ą

	L = |(>, OO^-lo,	= |(0T>, orj.)-|(orj,ao^).

	L = i-(ż,ż)-i(z,Qz).	(4.47)

	m2gl+kl2 — m2l2X\

	[mil2{X-gjl)-kl2] [m2l2(X-gfl)-kł2)-k2l4 = 0.

	g

	"* = l7+jj ■


	(*<°>,	=	([^i-;^1)]^0),^2)).


	M,0*, Mo - «0,]4I)) = - (40>. Ul - 41)]40>).	(4.58)

	(4,°>, x<») = (4,0), ^40)), .w # *.

	?2


	=wp. A4°>)=-l	^ 4 [i - .i [j]=s.

	_ V1 (4?>,^*W <o) _ (40),^,40>)	=

	_	1	[l-f/2]	1 [ l + e/21

	_ YHi + enl’ *2	/2 1 — 1-M/2-J


	4][|]^5 - > -■$ - 4'

	(4% 4i4j) = 0,



	-N,-avl!!+«L

	-«:!]*$)<#' = o

	V A^SD-^SjM' = o,	(4.65a)

	Mjk = (4% 4i4?*)

	Mi?}, M,-*S?i) = 0


	M?}, Ki-Wm) - -«}, A,gnJ+afi£\.	(4.68)

	A£}(<2<‘\ «(f))-(0<,), c(,)) = 0

	4?}-M?}, Alg„d1 = o.

	*0,0 = ....

	8 ]/2

	^1,0 = yhft>+ + yfcco- = fca>0 |2+y £-ie2+ ...j,

	\\x+y\\ < ||.v|| + |J>i|.


	ł—r2-lr>


	v.




	d)	£ P, = /.

	^ = 2 ek * j ; *’j = 1 » 2> 3) •

	PRZESTRZEŃ HILBERTA — ZUPEŁNE ORTONORMALNE

	ZBIORY FUNKCJI

	(/i +Ji) (x) = J

	a f = */(*)•

	o ^ m-\f2\)z = j/j2+i/2!2-2i/ii i/2i,

	l/1|2 + |/2!2^2|/,||/2|.

	!/1+/2l2^2|/1|2 + 2|/2|2	(5.2)



	i	i

	}|/,*/2|dx « t(ii/,ii2 + h/2ii2) < «>,

	(/./) = l!/!l2 = jjl/l2dx ^ 0.



	(f.f) = $l/l2d* = O

	£■(*) = ][] *«/«(*)•



	/(*) = J

	iw. = (/./)+V V ic,p > o.

	Mn = J |/(x)-^ Ci/iOOpd* = (/,/)-V|Ci|2 ^ 0,

	u,f)> yH2 = y]K/<>/)i2.	(5.8)

	(/,/) = X lc‘l2 = El(/,’/)l2	(5.10)

	ńrr	f=i

	||x-^|| IMI-IWI |

	h/-?»ii = |/-v^j|=ii/n-y w2 > °

	Ci = (fi,f) = (fi,g)-

	0,

	lim ( f(x)óc(x)d.x = /(O),

	d.(x) = -J-e-W

	«Ho	dia	|,|>I.

	|AX*)-/(x)l j< e.

	M-PnW^ M-fl\ + \\f-Pn\\.

	il/ll2 + ||P„!|2 <£2.

	= (Qug)•

	P2 =

	P«(x) =

	(5.37)


	n\

	p»(x)

	=	jj dx(l-x*)P^-{Pm(l-x2)P’]l1 + J ix(\-x2)P’,P'm\ = 0,




	(/>„, P„) s J P,P„ćx = 0.

	/(*) = yc.

	T*U) = (2^t«	—

	UJ) = j l/l2d* = J k.l2

	M = j/0W J l/'(*)l2d*.

	/(*) - z

	G(k) =

	(5.63)

	Ó3(r-r0) = ó(*-x0)ó(>’-y0)<5(>-^o) =	jj e^-^dk.	(5.64)


	F(x) =	J fi(0f2(x-t)dt

	F(x) = -^175- j gl(k)g2(kW**dk.	(5.65)

	/(»)= J >(<)e-"»'dr.





	f.(0 ^ F«),

	/■„« = V AffizlĄzl =	V	sinf+wecos'©. (5.71)

	2/+1 (/—m)!




	pr'W = (i-,T^„-P,W=-2,)r

	JMcosy) =	YU&\4>')Y,m(0,4>),





	^=-4^-4!	(5-86>

	l-=44 “4)-

	T ' d<9 (Sm0 de }~IV+ ^sin 0 ~ Yp ć(f2 *

	i

	Z

	Z

	U* ~<tc	~Um fx u*^ =	wu*Um*

	yQo — X0Q0 => y — ?.0 - y0, = A.e, =*/? = Ql =

	|Im«|

	llm«| / ’


	(r„. r„2) = j T*(x)T,,(x) (1 -x2)-»2dx = 0. (nL * n3).

	(n,, t,J = J r*(cos©)r*(cos©)de =o.







	[s

	Ql

	Bip = An(f>n((j)n, y>),

	E(k)f= $ 4>k.(4>kJ J)dk'.


	E(k)f(x) =

	- -k 1 <4 [ i ik=~k\ k^ik

	j/2re ^ d* ~	|//2tc d*

	*2) = imw-Ewww

	= 5 Ad[£(A)v].

	[£(A+)-£(A-))y =	V),	(5.141)

	= - ^(W, HW) + (^, HV)~ = 0,

	P(sn; t = 0) = \(<j>n, xF{t = 0))|2.

	P{ti, h', t) = 11[£*(&)-£*(£1)]xP{xi Oli2-

	jAra2


	£(*,0)

	^(*,0

	1

	^ = e^a,

	2> l*“i-

	W = e^f) =

	(21)1 \ RI (21/!)2

	v(r, 6) = V [V + B,'--'-‘] [C,i>,(cos<9) + B,&(cos0)].





	tp(R,(9) = j_K dla 1lj2<e^Tz.



	i /. ivi2

	f(x) = ^ I] aTT Sin(2" ~1)JC'

	o	le

	3)	E(k,0 = /c(kxH(k,0),

	a) tf2„(0) = (-	b) H-2M = 0,

	c) //2„+,(0) = 0, d) ^,+,(0) = (-1)"2

	(2n+I)!


	«*>	-	H* - T-	- t)(>+°W>-

	_ 42^1 Asin(x_XfL_Jlj(1 +0M)].

	n = 0,1



	PnM,

	|0 dla X < Xlt

	2)	£(A)2 = £(A).





	a, = /<“>+s;.<»+e*/«>+ ....


	1	(A,

	(1)




