Analiza III, Lista 2

. Pokaza¢, ze funkcja

2
LY Al 0
f(x,y): x2+y27 a q;7y7é 9
0, dla z,y=0

jest ciagta w zerze (0,0).

. Niech f(z1, w9, 23) = (52} + 219, 323 +523) odwzorowuje R? — R2. Wyznaczy¢ z definicji
mocna pochodna f(z1,x2, x3) i porownaé z macierza Jacobiego tego odwzorowania.

. Funkcje g : R? — R?, f : R? — R? s3 dane wzorami:

g(z,y) = (2> + 1,4°), flu,v) = (u+v,u,0%).

Wyliczy¢, ze ztozenie h = fog dane jest wzorem: h(z,y) = (22 +y?+1, 2%+ 1,y*). Znalezé
macierze pochodnych mocnych f/, ¢, h' i sprawdzi¢ na tym przykladzie twierdzenie o
rozniczkowaniu funkcji ztozone;j.

. Obliczy¢ pochodng kierunkows w punkcie (0,0) funkcji:
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f(:lj‘,y): $2+y27 a $,y7é Y
0, dla z,y=20

Czy ta funkcja ma pochodna mocng w punkcie (0,0) ?

. Wyliczy¢ pochodne czastkowe wzgledem z,y funkcji:

2
a) z—x2+y+yx b) z=ycos(z+y), c) z=1y",

. Wyliczy¢ pochodne czastkowe wzgledem x, y, 2z funkcji:

1 z
a) w = \/my b) w = Sln(a;yz% C) w = (i)

. Sprawdzié, ze funkcja w = x + z%?: spelia roéwnanie:
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. Na dwa sposoby wyliczy¢ pochodna wzgledem t funkcji ztozone;j:
z=1/a?+y?, gdzie x(t) =sin(t), y(t) = cos(t)

. Réwnanie ruchu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego ma postac

d*x

Sprawdzi¢, ze energia catkowita
1 sdxN\? 1 1 1
E=-m(— —k2%(t) = —mi? 4+ —ka?(t
Qm(dt> okatll) = gmd” 4 Skat(l)

jest zachowana w czasie, tzn. pochodna zupela po czasie “na rozwigzaniach rownania
ruchu” jest zero. Wskazowka: potraktowac¢ £ jako funkcje ztozong czasu zalezaca od dwoch
funkeji x(t) i w = @(t): E(z,u), gdzie z kolei od czasu zaleza funkcje xz(t) oraz u(t).



—
10. Ruch r(¢) punktowej masy m w polu grawitacyjnym duzej masy M znajdujacej si¢ w

srodku uktadu wspotrzednych opisany jest w trzech wymiarach réwnaniem ruchu:
&7 GMm7T

m =
dt? rs

gdzie r = | 7| = a2 + y2 + 22. Pokazaé, ze energia

E_lm(d?)l GMm
2\ dt

r

jest zachowana w czasie, tzn. pochodna zupelna po czasie energii “na rozwiazaniach row-
nania ruchu” jest zero. Wskazéwka: przyda sie zad. 6a.

11. Wyliczyé¢ pochodng wzgledem 2 funkeji w = ze?®).

12. Wyliczy¢é pochodne czastkowe wzgledem r, ¢ funkcji ztozonej w = F(x,y), gdzie x =
rcos(¢),y = rsin(¢).

13. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe wzgledem w, v funkeji ztozonej w = f(x,y), gdzie x =

VUV, Y = U+ 0.

14. Wyznaczy¢ pochodna funkeji uwiktanej y(x) zadanej réwnaniem

22492+ 20— 6y +2=0.

15. Wyliczy¢ pochodne mieszane wzgledem x, y funkcji z zadania 5. Czy pochodne mieszane
sg réwne?

16. Na dwa sposoby wyliczy¢ pochodna wzgledem ¢ funkcji ztozonej:

2z =22" 4+ 3zy +4y®,  gdzie x(t) =t yt) =t

17. Sprawdzié, ze druga pochodna wzgledem z funkcji uwiktanej y(z) zadanej réwnaniem
F(z,y) = 0 mozna obliczy¢ ze wzoru:

2
Ey(z,y)y" + Fo(z,y) + 2F, (x,9)y + F,,(z,y)(y')* =0

18. Udowodni¢ nieréwnos¢ Cauchy’ego-Schwarza:
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