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TEORIA LICZB _LICZBY PIERWSZE

Skaczacy liderzy

lan Stewart przeskakuje odstepy pomiedzy liczbami pierwszymi

atematyka jest petna nie-

spodzianek. Kto na przy-

klad moégt przypuszczaé,

ze co$ tak prostego, jak
liczby naturalne (1, 2, 3, 4...) moze zro-
dzi¢ co$ tak skomplikowanego jak licz-
by pierwsze (2,3, 5,7...)? Sposéb budo-
wy liczb naturalnych jest oczywisty:
jakakolwiek wybierzemy, bez proble-
mu okreélimy, ktéra bedzie nastepna.
Nie mozna tego powiedzie¢ o liczbach
pierwszych. A jednak przejécie od liczb
naturalnych do pierwszych jest fatwe.
Po prostu bierzemy liczby, ktére nie ma-
ja dzielnikéw wiasciwych.

O liczbach pierwszych wiemy mnoé-
stwo, znamy nawet potezne wzory da-
jace dobre przyblizenia, kiedy brak od-
powiedzi doktadnych. Twierdzenie o
rozmieszczeniu liczb pierwszych méwi,
ze liczba liczb pierwszych mniejszych
od x jest rowna w przyblizeniu x/In x,
gdzie In oznacza logarytm naturalny.
Stad na przyklad wiemy, Ze jest okolo
4.3 x 10" liczb pierwszych majacych
mniej niz 100 cyfr — ale dokladna ich licz-
ba jest wielka niewiadoma.

Ostatnio Andrew Odlyzko z AT&T
Labs, Michael Rubinstein z University of
Texas i Marek Wolf z Uniwersytetu
Wroclawskiego zwrécili uwage na od-
stepy pomiedzy kolejnymi liczbami
pierwszymi. W artykule w Experimen-
tal Mathematics (tom 8, nr 2, 1999) zada-
li pytanie: Jaka liczba jest najczestszym
odstepem pomiedzy dwiema kolejny-
mi liczbami pierwszymi mniejszymi od
x? Pytanie to postawil pod koniec lat
siedemdziesiatych Harry Nelson z Law-
rence Livermore National Laboratory.
Pézniej John Horton Conway w celu
opisania tych liczb ukul nazwe ,,skacza-
cy liderzy”.

Liczbami pierwszymi mniejszymi od
50sa:2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,
37,41, 431 47. Ciag odleglosci — réznic
pomiedzy kolejna liczba pierwsza i na-
stepujaca po niej—-to 1,2,2,4,2,4,2,
4,6,2,6,4,2i4. Liczba 1 pojawia sie
tylko raz, poniewaz wszystkie liczby
pierwsze oprdcz 2 sa nieparzyste. Po-
zostale odleglosci sa liczbami parzysty-
mi. W wypisanym ciggu liczba 2 poja-
wia si¢ szeS¢ razy, 4 — piec razy, a 6 —
dwa. Zatem gdy x = 50, najczestsza od-
legtoscia jest 2, i dlatego wladnie ta licz-
ba jest skaczacym liderem.

Czasem kilka odleglosci wystepuje
jednakowo czesto. Na przyklad gdy
x =5, odleglo$ciami sa 1 oraz 2 i obie
liczby wystepuja po razie. Dla wigek-
szych x jedynym liderem jest 2 az
do x = 101, kiedy zaszczyt ten dziela 2
i 4 [ilustracja ponizej]. P6zniej liderem
jest 2 albo 4, albo obie te liczby az do
x =179, kiedy 2, 4 oraz 6 remisuja. W
tym miejscu 4 i 6 odpadaja, a 2 kréluje
samodzielnie az do x = 379, kiedy remi-
suja 2 i 6. Powyzej x = 389 skaczacym
liderem jest gtéwnie 6, od czasu do cza-
su remisujac z 2 albo 4 lub z nimi obie-
ma. Gdy jednak x przebiega od 491 do
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541, skaczacym liderem staje si¢ znowu
4. Od x = 947 jedynym liderem jest 6 i
badania komputerowe pokazuja, Ze nie
traci tego tytutu do co najmniej x = 10"

Rozsadne zatem wydaje sie przypusz-
czenie, ze gdy pominiemy poczatkowa
rywalizacje z 1,2 i 4, jedynym dtugody-
stansowym liderem pozostanie 6. Oka-
zuje sie jednak, ze wzorzec utrzymuja-
cy sie do liczb rzedu bilionéw moze si¢
zmienié, gdy liczby stang sig jeszcze
wigksze. Wlasnie wtedy pojawia sie nie-
spodzianka. Odlyzko i jego koledzy do-
starczyli przekonujacego argumentu, ze
gdzie§ w poblizu x = 1.7427 x 10%® ska-
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ODLEGELOSCIAMI, ktére wystepuja najczesciej pomiedzy kolejnymi liczbami pierw-
szymi, dla liczb mniejszych od 1000, s3 liczby 2, 4 oraz 6. Nikt jednak nie zna ska-
czacych liderow dla bardzo dtugich ciagoéw liczb pierwszych.
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Rekreacje matematyczne
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WYKRES LOGARYTMICZNY obrazuje, w jaki sposob liczba odlegtosci pomiedzy
kolejnymi liczbami pierwszymi mniejszymi niz x zmienia sie wraz z wielkoscia
odstepu (2d). Z wykresu wynika, ze 210 moze by¢ skaczacym liderem.

czacy lider zmienia sie z 6 na 30. Zasu-
gerowali takze, Ze zmienia si¢ on po-
nownie, tym razem na 210, w poblizu
x =105

Poza liczba 4 przypuszczalni liderzy
ukliadaja sie w elegancki wzér, ktéry sta-
je sie oczywisty, gdy roztozymy te licz-
by na czynniki pierwsze:

2=2
6=2x3
30=2x3x5

210=2x3x5x7

Kazda z tych liczb jest iloczynem pa-
ru kolejnych liczb pierwszych. Kilka na-
stepnych to 2310, 30 030 i 510 510. W ar-
tykule Odlyzko i wspélautorzy stawiaja
hipoteze skaczacych lideréw: skaczacy-
mi liderami sa iloczyny kolejnych liczb
pierwszych oraz liczba 4.

A oto pobiezne wyjasnienie ich ana-
lizy: kazdy, kto patrzy na ciag liczb
pierwszych, zauwaza, ze dos¢ czesto
dwie kolejne liczby nieparzyste sa
pierwsze: 5i17,11113,17119. Hipoteza
liczb bliZzniaczych méwi, Ze istnieje nie-
skoriczenie wiele takich par. Oparta jest
na pomyéle, ze liczby pierwsze pojawia-
ja sie ,, przypadkowo” wéréd liczb nie-
parzystych, z prawdopodobiefistwem
okreslonym przez twierdzenie o roz-
mieszczeniu liczb pierwszych. Oczywi-
Scie brzmi to jak nonsens — liczba albo
jest pierwsza, albo nie jest; Zadne praw-
dopodobiefistwo nie odgrywa tu roli.
Jest to jednak umiarkowany nonsens
w przypadku tego typu zadania. Zgod-
nie z obliczonym prawdopodobien-
stwem nie ma szans na to, aby lista liczb
bliZzniaczych byta skoficzona.

A co z kolejnymi trzema liczbami nie-
parzystymi, ktére sg liczbami pierwszy-
mi? Jest tylko jeden taki przypadek: 3,
5,7.Gdy dane sa trzy kolejne liczby nie-
parzyste, to jedna z nich musi dzieli¢ si¢

przez 3, wiec nie jest ona liczbg pierw-
szq poza przypadkiem, gdy jest ona wia-
$nie réwna 3. Tak rozumujac, nie moz-
na jednak wyeliminowa¢ ukladéw p, p +
+2,p+6o0razp,p+4,p+6,awydajesie,
ze wystepuja one dos¢ czesto. Na przy-
klad pierwszy z tych ukladéw spetnia-
ja liczby 11, 13 i 17, a nastepnie 41, 43
i 47. Drugi typ ukladu pojawia sie dla
7,11 oraz 13 i znowu dla 37, 41 oraz 43.

Okolo 80 lat temu angielscy matema-
tycy Godfrey Harold Hardy i John
Edensor Littlewood przebadali uklady
tego typu zawierajace wieksze liczby.
Stosujgc rozumowanie probabilistycz-
ne podobnego rodzaju jak opisane dla
przypadku liczb blizniaczych, wydedu-
kowali dokladny wzér na liczbe ciggow
liczb pierwszych o danym wzorcu odle-
gloéci pomiedzy nimi. Wzor jest skom-
plikowany, wiec nie bede go tu przyta-
czal; zainteresowanych odsytam do
artykulu w Experimental Mathematics
i zalaczonej tam bibliografii.

Z pracy Hardy’ego i Littlewooda
Odlyzko i jego koledzy wyodrebnili
wz6r na N(x, d), czyli liczbe odstepéw
wielko$ci 2d pomiedzy dwiema kolej-
nymi liczbami pierwszymi, dla liczb
mniejszych od x (uzywamy 24 zamiast

d, poniewaz wielko$¢ odstepu musi byé
liczbg parzysta). Oczekuje sig, ze wzor
ten zachodzi tylko wtedy, gdy 2d jest
duze a x jest duzo od niego wigksze. Ry-
sunek po lewej pokazuje, w jaki spos6b
lIg N(x, d) zmienia si¢ w zaleznosci od
2d dla 13 wybranych wartoéci x pomie-
dzy 2% a 2* (Ig oznacza logarytm przy
podstawie 10). Kazda z wykredlonych
linii jest w przyblizeniu prosta, ale wi-
da¢ na niej mnéstwo ,,skokéw”. Szcze-
goblnie widoczny jest skok dla 2d = 210,
przypuszczalnego skaczacego lidera dla
bardzo wielkich x. (Bytoby to jeszcze
bardziej widoczne, gdyby nie sptaszcze-
nie przez logarytm.) Tego typu infor-
macje sugeruja, ze wzoér na N(x, d) nie
jest zbyt odleglty od rzeczywistosci.

Gdy 24 jest skaczacym liderem, war-
tos¢ N(x, d) musi by¢ dos¢ duza. Naj-
lepszym kandydatem jest liczba maja-
ca duzo dzielnikéw pierwszych. Poza
tym 2d powinno by¢ liczba tak mata, jak
to tylko mozliwe w tych warunkach, za-
tem najrozsadniejszy wybor stanowia
iloczyny kolejnych liczb pierwszych.
Znany skaczacy lider 4 jest tu prawdo-
podobnie wyjatkiem. Poza tym pojawia
si¢ on dla wielkosci, w przypadku kté-
rych wzér na N(x, d) nie jest dobrym
przyblizeniem. Wzér pozwala takze
oszacowa(, kiedy dany iloczyn liczb
pierwszych przejmuje prowadzenie ja-
ko nowy lider.

Co zostalo do zrobienia mifo$nikom
matematyki rekreacyjnej? OczywiScie,
udowodnienie lub obalenie hipotezy
skaczacych lideréw. Jesli nie uda wam
sie zadna z tych rzeczy, sprébujcie po-
szukaé innych interesujacych wtasno-
5ci odstepéw pomiedzy kolejnymi licz-
bami pierwszymi. Na przyklad ktéra
z odlegtosci pomiedzy dwiema kolej-
nymi liczbami pierwszymi mniejszymi
od x pojawia sie najrzadziej? A ktéra
odleglos¢ jest najblizsza $redniej? Z te-
g0 co wiem, pytania te nadal pozostaja
bez odpowiedzi, nawet dla relatywnie
matych wartoéci x.

by piatek.

SPRZEZENIE ZWROTNE

odcinku dotyczacym paradokséw logicznych [, Paradoks utracony”, sier-

piefi 2000] twierdzitem, ze paradoks ,niespodziewana klaséwka” opiera

sie na réznym rozumieniu stowa ,niespodziewana” i w ogdle nie jest pa-
radoksem. Kilku czytelnikéw zwrdcilo moja uwage na artykut zatytulowany ,Sur-
prise Maximization” (Maksymalizowanie zaskoczenia) w American Mathematical Mon-
thly (tom 107, nr 6, czerwiec-lipiec 2000). Autorzy definiuja miare zaskoczenia i pytaja,
jaka strategie winien obraé nauczyciel, by zmaksymalizowaé zaskoczenie uczniéw.
W konkluzji stwierdzaja, Ze wybierajac dzief klaséwki, nauczyciel powinien uzy¢
takiego rozktadu prawdopodobiefistwa, ktéry przypisuje nieduze, mniej wiecej jed-
nakowe prawdopodobiefistwo poczatkowym dniom tygodnia i znaczaco wigksze
dniom koficowym. Wedlug tej strategii najczeciej wybieranym dniem klaséwki byl-
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